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Excmo. Sr. Presidente
Ilmos. Sres. Académicna

Sefioras 'y Sefiores: | - | o

En el discurrir de nuestra existencia conformada mediante su-
cesivas experiencias y reflexiones, ciertos principios han permanecido inmu-
tables, nos referimos entre ellos, hoy y aqui, al sentimiento de gratitud

y al espiritu de servicio.

‘Es como zéragazano_en gl_transCursa del 4E'¢enteqario de la
fundacién de nuestra Universidad y cun-estas_sentimientos, que me atrevo-a
'553pt;r el honor que supcﬁe ser nambradn.miqmbbo de esta_ilustrg_ﬂcadémia.

Lejos de toda protocolaria y falsa humildad pero si abrumado por la respnn—,.
sabiliﬁadlque ello supone. Lleno de ilusidn y cunffﬁﬁza ﬁ} verificar que peg-
sonas tan preclaras se hayan fijado en esta mi persona que, con sus milti-
.piés'iimitaciﬁﬁes, s6lo puede ofrecer su fideiidad a sus maestfﬂs, su amor
_y_éntraga-al ﬁrabaju y las éecuelas de:un cierto eépiritu quijotesco de 1la

Juventud. Pero sabemos que si todo ello nos caracterizd en algin momento es,

‘con nuestro comportamiento y quehacer diario a partir de ahora, como podre—-

.. mos hacernos acreedores a este voto de confianza que todos Vds. han deposi-

tado en nuestra persona. Con satisfaccién me hallar&n siempre dispuesto a

ff_cnlabarar_en'cuantﬁ'esté a nuestro alcance. De nuevo GRACIAS.

Pretendo exponerles en las lineas que siguen las ideas genera

¢ . les, las grandes lineas de .los resultados més recientes y aplicaciones mas

L

»importantes de la denominada '"teoria de lag foliaciones'". El objetivo es asi
“#s-encialmenta informativo pero, como parcela de la matematica hoy en desa-
ﬁ?ﬁlln;~tndn lo amena o atrayente que esa informacidn qQueramos hacerla nos

= :5 .-C.:.l\.;;.;:'\-\.'_ L
e =
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"dﬁﬁﬁige su lenguaje y éste, sefiores, durante los Gltimos 40 afios ha experimen-

. e
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ado enormes cambios. Del lenguaje clasico pasé al estructuralista y de él
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'al de la teoria de las categﬂrias. Précisamente en teoria de fnliaciﬂnes el
formalisﬁa de la teoria de las categorias selintrodujn de 1a mano de su prln
cipal.artifice el Pruf C. Ehresmann (q.e.p.d.)} invadiendo tﬂda su fundamén-
tacién y estructuracidn, lo que si a los estudiosos de aquellos momentos nos
exigiﬁ un esfuerzo de asimilacién, potencid extraﬁrdinariamente a la generﬁ—
cién siguiente como”hny puede empezarse a comprobar. Nos correspondié:. vivir
los afios de eclosidn del cnncépto cuya sintesis y'aplicaciﬁn se empieza ja
a efectuar. Dejar pﬁtente ta; situacién es una de las éxigencias qﬁe nes im;l
pusimos cuando decidimos hablarles de é€l. Asi; no hemos dudado en presentar
la definicién mas formal de fnliaciﬁn'dada por Ehresmann,.aunque otras nocio
nes anejas hayan sido relegadas a una letra pequefia © é.menciﬂnar su exis-
tencia y'persnna'més carapterizada que la establecid.

| La eleccidn del tema entendemos exige*un pequeria explicacidn
en cuanto a nuestra razén personal. Si el mismo fué objetn de nuestra aten-
cién desde que de &1 nos habld D. Gérmén Ancochea (q.e.p.d.) alla por 1957,
este se puede decir gque no ﬂcupﬂ mas que circunstancialmente nuestr*n queha-
cer lnvestlgadﬂr hasta que hace pocos afios nos centramos en el. El periodo
en Madrid, pero sobre tadn en Paris desde 1960 en el Semlnarln de Ehresmann
en el Instituto Henri Pnlncare fué de aslmllac1nn.de ccnﬁeptas-u bien de ad—l
quisicién de nuevas -técnicas de trabajo en tﬂp{}lﬂgla algebraica y dlferen—
cial, estas especialmente en el Seminario del Prof. H. Cartan en 1'Ecole Nor
male Supérieure de Paris. Pero estamﬂs_cﬂnveecidﬂs de que la formacién que
~ durante siete aﬁas't’uvirﬁds la posibilidad de adquirir en tales Seminarios
no hubiera sido pﬁsible si, previamente; no hubiéramos fenidn lé'extraurding
ria suerte de recibir la formacidn y confirmaﬂiﬁn de nuestra inﬁipiente for-
macién matemética, que la rigurosa, luminnéa yﬂexigente docencia de 1a Geomé
.tria por D. Pedrn Abellanas nrlglnaba en ~todo Jﬂven que a.éi se'acercaba con
una firme'ansia de saber. Esta formacidn que se inlciu en Zaragﬁza en.el cur

sﬁ-1946f47, fué reanudada en Madrid al tener la apartunldad de que aceptase
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fﬂ;dirigir.nﬁestr%ﬁtesisjdoctgnali y ello en un tema que, aunque propio de la.

- Geometria Algebraica, nos acercéfamla.Tnpnlngia Algebraica, materia que tan

itil habria de sernos mas tarde. Nuestro reconocimiento, no por menos expre-

. sivo menos sincero y profundo, quiere unirse aqui a la del distinguido y cor

5; dial amigo Prof. J. Etayo (*), nuestro predecesor en la cétedra y hoy cate-

dratico -en la Uﬁiversidad Complutense de Madrid, haciendo nuestra la siguien

f”-te frase de su reciente diScurso de ingreso en la Real Academia-de Ciencias
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F cho Guimera, Arregui, Biarge, etc.

-

Exactas, Fisicas y Naturales de Madrld, de mayor alcance con el que tamblen

f'inos identificaﬁnsﬁf”Me.gudtamLa decL&iﬂ —mds beiiamenie Y paaa campendLaaio

 todo- con palabras de wno de aquellos disclpulos de la primera hona, seguna-
‘3fmanta,_y con cuanita a&gdn,_ei mas qu££¢db para ei Quan Sancho §a¢meaa ca~
3 teszQth fwg afe Sa.éammca Para mi 44.empae acirumdo y &ei compafieno y pozz
%f encima de todo amxgﬂ ent&anabie y Lrateanal. Qh&gn.menc¢unaba en cLenta_ya

'ieg.ma omuan,. a Don ?ed/zu ﬁ‘eumad de qw_m he 43046)4.010 mmbm— y

‘l

f?f)lcm c.onm.gg,o , el ;te_gumam' o Yy ia £é :r:fa ‘que la ELMC.{.(I como . cantem__,a_(aciﬁn .

; _34 Eé&ﬁ*@ﬂ¢ t@dﬂV£ﬁ nd_pg&tanecg:ai»pﬂdadb"a

Ahora bien si nuestra formacién inicial fué, sin la menor du-

i{'ﬂa.nbra de D. Pedro Abellanas,'paSEnda por el éjémpln'de laboriosidad y-vﬂcaé
{  cién del que fué también nuestro profesor en Zaragoza D. José Maria Ifiiguez
- Almech, nuestra posterior orientacién profesional e investigadora -fué en
ffrgran'ﬁarte consecuencia de la elegancia matemitica, aguda critica y habili-
E{_dad pedagugica con que nos fué llamando la atencxnn D. Germén Ancnchea sobre -
:%g las llmltaClﬂnEE 0 cnnd1c1onam1entos que presentaba la-apllcac1ﬂn del teﬂre-
?37 ma de Frobenius en su fnrma dual, durante el curso monografico QUE dEBarﬁﬂ*

lla sobre la obra de E. Cartan "Les Aydtmu diflenentiels extmemea -e,t

,§; (*)'Ccndiscipu1n en aduellﬁs tiempos, junto con los actuales profesores San— ;

|

(**) Durante la correcidn de pruebas de esta publicacién, fallecié D.José Ma
ria Ifiiguez, que en paz descanse, Sirva esta TEfEPEHCla de humilde homenaje..
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lours applications géometriques”. Es casi seguro fruto de aquel curso y del

que estuvimos como profesor Adjunto interino de su catedra, donde se encuen-

 tra una razén inicial de nuestro paso de la Geometria Algebraica a la Topolo
gia y Geometria Diferenciales. Su prematura desaparicidén nos ha privado de
un gran maestro 'y de la delicadeza humana de guien“supo velar disc¢retametite

‘por que nuestra préctica de un quijotismo -propio de la juventud- intelec-

Tl

en efecto, en 1958 marchabamos a Paris becados por el Consejo Superior. de
Inve st-igﬁQ'iﬁﬂe-ﬂ ﬂleﬁtificas y.-_;j:.{;@-niﬁp;e::_:.;ﬁa;t ifdiﬁa-l?g-fﬁﬁ 1;3 Heoh&r-ghe S{::Lentlflque .
para seguir nuestra formacidn bajo la:direeccidén del- Prof. H. Cartan en 1l'Eco

"~ le Normale Supérieure, pero debiendo dejar en Espana nuestra mujer e hijas.
Y S LT T P S M-St A L A e SIS R ETCT
. | | . . | . | | . - . . L ..... . #’..__:___ - . - ) ' '. .. ] -. N -

La necesidad de concluir nuestra iniciada tesis nos llevd en principio a fre

cuentar el -Séminariq de Geometria '____Alfgas'_-b_r;;aipa_ del Prof. C. Chfv_e*#_,a-_]__.- l‘E';,_'{__jj--qqii.g-nr_-;-

un dia nos . ofrecid; y ante nuestra ilusionada aceptacién, nos propuso para
que éejﬂbﬁjﬁﬂmbrase”Pfuf53ﬂr AEjuht6"de:la.Univefsidﬁd'de'Paris (la actual

R

L

Paris 7), cargo que ejercimos de octubre de 1959 a 1965 en gque nos incorpo-
fﬂmaﬂﬁﬁqmuﬁstﬁaﬂcét&dra'Enﬁﬁﬂtavwniyaﬁsiﬁad'd&jzaragbﬁa?}Fué?asgégraciasga}

Prof. C. Chevalley el que, concluida nuestra tésis, reunida la familia, pu-

gia'élge% 

‘diéramos ‘seguir en Paris cénti*éndqﬁdé ‘en el gstudio de la topol

un lado y en la fundamentacién y desarrollo de la teoria de folia

] .

bralca por

:eidnegﬁpﬁr=atrq.}Parmitasémé*daﬁaffcanstahcia-agui]deﬁﬁﬁ&stfauptﬁfuné&mgﬁa#'

titud,pﬂr-t&n;daainter&sadq y humana_pracederi‘f-

n -
-

S .
L b -

i

i 5. Fué en el Semindrio de C. Ehresmann, con sus ‘consejos, notas



“7éiﬁﬁgéfﬁﬁ&iéneéﬁﬂ%@ﬁﬁféaﬁéggﬁim@sﬂﬁﬁjﬁﬁﬁfaéequéﬁiéﬁ&aﬁn&iﬁiEﬁtbfde-iéffﬁnda{:
ment&eiénde la teoria’ ae fo llacwnes quegnaquellos momEi o at:ababa ﬁe 3
.gégﬁﬁrggg%iggﬁﬁiéhtﬁqiﬁﬁfgﬁéﬁ;ﬁf%&éi;*ﬁ%fﬁé%flﬁgérffmpfiﬁiﬁfa“Iﬁé*iﬁfééﬁiéﬁ? -
- clones ’ | hlZﬂ nE:- ﬂbstante que ﬂuestrﬂtraba jo &esde 519605@ eentrase’ prlnc:t—
 palmente en ‘el Seminario de o Cartan, 4l que debemos nese lo su .--mi-gm ia
' Yhabllidad didac tica ayudandonos er nuesfra ‘formacidn matematma s:iﬁ:é el
ﬁf_:ﬁﬁheﬁﬁ@@%ﬁerﬁitidafﬁaﬁceer»éujgfﬁﬁ”h@mahiaaﬁ*y-sénaibiiidad£5su3déiicaﬁéia: 
y ef'i:géﬁc:i &y su rigor sr pﬂdemsamtum ién;, su elegancia y tlabarms-idéé-? a

través- de lag mal tiples. reﬁﬁibn@sﬁque' n'::fs' ‘acordd para aclarar planteamientos .

u-orientainos en el estudio o solucién dé éste o ‘aguél otro problema-o tema.

b T T A A
L T .':_'. .:_.- Pl [

LR e
e

.~ Son'valores a nuestro entender que, por si'y casi,sin temer en cuenta su ex-

. | v | S
 traordianria e importante obra matem&tice; le hacen acreedor del reconocido

Rt
S
T

. . prestigio internacional que disfruta. | R A

Y en esta rﬁﬁnifeﬂta;’ién de nuestra gratitud a cg'antc:sl de un
mgdo u ﬁtra., material, af“-ecti.#a_' y/o intelectualmente nos ajfudarnn__en riuest.:raz,-
;Efﬁtmagiéﬁ,Vﬁermitaﬁme qﬁe=d§ﬂique un febuefdn.a ﬁis_padres cuya-amﬂr y éntqgl
ga : :-_'ﬁ. BUS hijoé ;9::31‘1‘_.1_6'. pareja r;.f:rn su l_abﬂ.x;"iﬂsid-ad' Y hﬂnéa_tidati j-untq ‘& una |
prafu“‘dﬁ - 'admi.fat.:,iﬁn' por la Universidad. Fueron pri-nc'ipalme.ﬁté ‘es-_i:a_s _ va'l.qrés_

L los que, en un momento decisivo de mi vida, nos permitieron concurrir a las

."..
E
L]

- c&ulas de nuestra Universidad de Zaragoza . Sin embargo, preciso reconocer

Eeala identificacién de mi esposa con nuestro ideal lo que me permite



En las paginas que siguen se presenta;con.los divarsus concep
tos ﬂe;fbliaciﬁn, los npmbres de aigunns de sus cﬁltivadures, d&stacandﬂ la
obra de Ehresmann. 5e precisan algunos de_lﬁs primeros'y‘esenciales_concéﬁe
tos: transvérsalidad, halonumia y estabilidad, para pasar revista a los ul-
timos logros en la teoria cuantitativa, principalmente los relaci?ﬂadus_cqg
la c:;b._r?a de Thurston y la innipiente_'-cc:ﬁcrecién de .las idea‘s de Ehresmann
sobre el cnnceppu de estructura transversa e€n su relacidn con el espacio de
las hojas de.una variedad foliada. - La bibliografia lejos de ser exaustiva,
espera nq-abétante ser suficiente. Destacamos desde luego las obras de Ehres
mann, Haaflige:, Hector, Molind, Reéb,'ﬁeinhart y Thurston y en Espana lgs
de lé'escuela creada pﬁr Vidal'Abaséal. Cmngluimqs presentando las, a'nues;

¥

tro juiéio, principales direcciones. de trabajo futuro en este importante do-

minio matemético._
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. .. - - EL-CONCEPTO DE FOLIACION -

. - | | | q,uod p/z.LuA non iumt n
- | - M’_' ( Lﬂbmgl 7

|||||

SaE

.. Precedentes

Es bien conocido por los especialistas, que los origenes deben
buscarse en la teoria geométrica de las ecuaciones diferenciales iniciada

7 por Poincaré en 188l sobre Ry por Painlevé (1895) sobre € pr_*_etendie'ndo'

un estudio global, cualitativo, .de las trayectorias integralés' solucién de

.~ una ecuacidn diferencial de ler grado. De hecho, con la nocidén de foliacidn,
__ __ R S S . o o m #**‘__-. RIS | . L

5e prgtendi6 axidmatizar tél_teoria géoméfrica. Sin embargo es preciso recor .
darque en 1'?26 Pagr*g_nge con. sus e's.tudins_so.bz:e lf'peguje:r'ilas'v:i.;br.'ar:ignes de un |
= Ei;g_t_._ema dmémlcca en ,]'_a_‘_s" ipﬂ_jxir.ni.c.i.adeé. de. un estado _ée_ ._egt;ilibriq'f' puede ya
 ¢0naidergr5e:como-un pre;ursqr de 1a temria eﬂ su a$pect0 loggi, de mg@g qug
_ref_nlr_ﬁente- -pue;}e .afir_marse.. qq_'e. I_'SL{ gs_tudiu_se i-l'_Ij:Ci.ﬁh ggn .e_.l. de la Mgc@iga.
de Newton en el siglo XVII" cono recientements sefislaba el Prof. Poenaru.
.S_i:POJ.'.nicaré _tra;té.- de .dete;‘mj._r}a:kr cual ex'ta__]_;a_ "g.eomel-tr:‘;gv". ° compor—
tamiento y es-tr_'ucfura de 1las 'cur#as integrales de un campo vectorial ﬁﬂi

B ' . » = ' : | » . L ..
sobre una superficie ¢ o el plano, tanto en si mismas, como respecto de

la variedad ambiente, sentando la mayoria de los conceptos precisos para su

.r .. ’ :

(*) Prlnc1pla de orlgen aristotélico, admitidq por 1los escnlastlcas y defen-
‘dido por Locke, que dice: "nada estd en el intelecto ‘que no esté primeramens
te en los sentidos"... a lo que Leibniz afiadid: "a no ser el propio intelec-

' e ) | o~ . M ’ . » -
~ ToU.(Diccionario de expresiones y frases latinas, V. J.Herrero, Ed. Gredos:1980).

13—



estudio. Fué Birkhoff quienifﬁﬁﬁiéndﬂse en los trabajos de Pdincaré, en 1929
estableciﬁ la fundament-aciﬁn de una teqriap__;tc;-pnlégica de Tllas trayectorias
dé,un siétema dindmico. Como. dice Reab en 1956 "la théorie générale des sys-—
témes d_:i.__n;a.mit.jues' concerne le Chapitre, maintenant classique_, de ces etudes
qué gravitent autour des notions familiéres suivantes: e_nsembl'e-t invariant,
points limites, recurrence, eniser_nble minimal, stabilité au sens de ?aissﬂn,
ensemblé“_indecompﬁsable. mouvement ce'ntral,' incqmprenaihilité, transivite,
éfc...f.

.Perc- si la. ..tEGI‘i& central d'e; los Sisterﬁas diﬁémicos topolégicos
la: estrﬁcturé-ﬁirkhaff,'fuélpredisu esperar a 1949 pﬁra eﬁéontrar la ﬁrimé—
ra exposicidn metddica sobre sisténllas diné.micm -di-‘:f‘erenciéles éon la obra
. | - . | ¥ | __
én rusc por Nemyckii y _Ste;::anair, lﬂbra en ia que se -recﬁgen-lns resultados
alcanzados h_aé.ta entonces y que fué publicada en inglés por 1a Univeraidad
| cﬁe Princetun en '1960_. En ella se tienen en cuEﬂﬁa' los estudios de Po:i.n.caxié, :
Lyapuﬁc:uv, Kneser, Whitney,”l‘..lenjc:y, Aridrnnov' y P.ontrjagin, Képian, etc...
p'arti-cular.menfe en cuanto a si"s'temas dinéﬁlicos en el plaﬁp y. las'superf:i'.-—m
| ciés. Por ejemplo, es de destécar que, enllglﬁ, Kneser habia ya defﬁnstrado_
que "1&5 ﬁnic-as superficies compactas que admiten sistemﬁs ginamicos ;Ein.‘
si'ﬁgulafidadéé ‘eran las de car-ac;ber.istica dé ‘Eﬁler nula,- es decir: el toro,
'éiﬁcilindro, la bntélla de Klein j la banda de Mﬁbiué".

Ent;re los ;:.:crn{:e:ptos fuﬁdgmentales‘utiiﬂizados para el _estudin de
los sisteﬁia;s_' dinémicns:,. e introducidos entre :1890 y 1940, deétaca Itambién,

por si y por su aplicacién posterior al estudio de las foliaciones, el con-

"'cep'tu de "estabilidad". Dos son los conceptos principales: el 'clg Liaﬁunuv

—" .

gl



o i"agi_)*‘" y el ;*e's'trtiéﬁurﬁl_ﬂ}j-ihat'ﬁadﬁcida.- en 1937 'par'-m-;amnw‘ y Pontrjagin. El
*ﬁ%iﬁera-gé refiere a la "estabilidad de un conjunto invariante bajo pequefias
perturbac ioﬁ:ésf" ©C mi éﬁiﬁfa's‘ que ‘el rée’guﬁdﬂ ‘es el 'Eﬁnt'ép"tﬂ de estabilidad asa-

K c:ia_ag--‘ a la nocién de conjugacidn topoldgica. Precisamente puede. dectiras que
uno de los fines "-'déi estudio cﬁ'ai'i tativo ! {o- '-geamé«uﬁm ‘de 1las ecuaciones
diferenciales de  ler. '-cii*cf”éﬁ | 'és’d_.él : esﬁﬁi’d de la estabilidad ‘estructural y
en general el ae todas las prqp'-iedﬁ-déé_* IR bar esta “**ﬁnhjugacian

" ‘topolégica'. Sin embargo resulta cui*ic:-sfi's" observar que uno de los E'-':i:s‘t'fen_ias

| _'diné_.micus més-.-iinﬁdrtéhtes’ para la désbrﬁipi:ién* del ‘mundo f’i.s'ibd*q'ué‘ ""ﬂu-s_-'fci-'

“dea, '10-5 hamiltonianos, no ‘son estru.ictur_alméufé- estables. Segln "34Thcim" (1975)

—

. @8 "la teoria de las catastrofes", es decir, de hecko, la teoria de la bifur

LT T | Ju 8T g T e 37 - ' A ey LY gt [} -
] > Ty wa”, ; T 3 L ]
T .-|“"\-""‘=,-'__.:|- iy e sl g s B f 5 :

" “tacidn, la que ofrece un prinéipio de explicacién al presentar a los siste-
. mas hamiltonianos en su estudio cualitativo, como centros4 organizadornes dd

#
g ..
=

_\.:__--. .

ot -
w135
‘A-c- 4
=
L [
B

i

“fag’ perturbaciones ligadas ‘a 1a ‘interrogacién de los sistemas; asi como =2

ot el
g

“las limitaciones de comunicacidén entre observadores". =

Seffalemos que si ‘el Pprimer tratamiento metédico de 1os sistemas

féntexto ‘adecuado: la Topologia Diferencial. Es *en este contextsé donde la

I’a 'Jde“ los si ste_mas dinfmicos enlaza con la tedria de I"f‘d-l iaciones con mu-
‘”miq“eclmiento de técnicas y resultados , ¥ que C.O-ﬁf igura hoy uno de los.
HI“’m':undns f, C&MDOE da inﬁ&-ﬁtigaci S St Ly e A

* El primer paso :de acercamiento tuvo lugar en -;1944*‘--— _cc.-r;- la "inti*ddl.iéf_

v
L L g

n""del concepto de foliacién por Ehresmann y Reeb como primer resultado

ST






-"ta al CRAS de Paris con la que se  lnician los actuales estudius_eﬁ feﬂfialﬂﬁ

SR R e e

fﬂiiaﬁiaﬁeﬁ;gﬂdta que fué_préééntada paf E. Caffahg'

ek R
T o I.'\'_ . .: :

TR A
R

A

",¢ El congégtnlgg fbliggiﬁnﬁy'primgfas dfienta¢iqh§E:de'1a_teuria

A partir de 1944 se sucedieron toda una serie de nﬁtgs ‘en el CRAS

?1dé:Paris y trabajns“pdf'Ehrésmaﬁ_yfd'Réeb;_abﬁﬁﬂéﬁda.'ﬁﬁr un ladﬁhéi dE§arf§|'

i\ 1llo estructural con el planteamiento de los correspondientes problemas cuan-

i:tﬁjhtivns (de'clasificaci&n y'exisféhciﬁ);'y'por ﬂtrnllﬁéldéﬁiﬁ detérmina—
J'?.¢iﬁﬁ;de'las prﬁpiedades tﬁpolégicé#geométriCas. en particular los problemas
3{gﬁalitativ6§”qné_pléﬁteé el énﬁlisis y ¢aracetr£za¢i6n'dé'la_estrﬁctufa dé :

las hojas, su geometria, cémo son o pueden ser, cémo estan relaclonadas en-
rl"-'.f

ngtre si y respecto de la variedad foliada.

"Si en la Noﬁa_de lgdd_pﬁr Ehresﬁénn'y_ﬁeéb éi?éﬁncepto_sé ¢En¢féta_

- ¥ se da el ejemplo de: foliacién -6 de s>, es necesario llegar a la publica-

:“SGLt V une vaaaete a n.dkmend¢ana et AGLi;ﬁ un atiaa dé V , CONA~
d une ,ﬂmdle de cm,tea (if‘L ﬂ,r.)x_ e1 %% {es @, sont des ouvute,d-_de ~

= 10—



AUn un ouvezbt de ?x’n ',

Adeuxcm.te,«s (,{ n)eif.ﬂ 94) ouﬂnnéfécomm,wndmchan—

gememt de couzz.dome,-d docales h%L qm. est L' homeomonphisme de £; (a,n 94) AUN

¢ m n ) défini par 11:1 zze,amc,tx.on de 4 appld.c.m.:m L o2, & llouvent :

iy ‘-‘ SO .
| Défuu.tcm On dira que. d! atlaa f-‘? 40«.1,1.1: de ,{a p/w'p/ziété F q A.i. chczr:.m dad- ho-

meomwap!u/me,d h% 4ﬂu,ot de ia paomLeiE Amvante. (‘P /. SJ.. on de.ALgne par

X ( 1<n <n) ie.A' c.oc:r/zdomaa»a canamquad danA Rﬂ J.’ hamewno/apiu/ma hq: 4 expri-

me au ovmmag,e dupomt xef_’ {n nn) pm n;teia.uon-d X = h& A% "5 50 g X0 } ol

ie.d ﬁon;ﬁom nwnmqum hiafl ne depmdent r.ng des vmablm X ,...xn"; poun
7 < 2 € n-q.

Comnude costumbre se pasa al atlas camplet&fe introduce {pag. 101) la

De,{.uuum L’ Mtwme. détinie par 4'atlas complet pﬂ*' sena appelée atruciu

ne d e,dpace ieudieiae de. lx’ pom iﬂ: Mwwn q (¥,

Mediante las cartas define la nqc1gn de placa tomando éstas como ba

se de una topologia T' (tnpnlﬁgia hoja), denomina hoja a las componentes co-

nexas de V  respecto a la topologia T', de modo que V  aparece asi como reu- .

niﬁn de las hojas que, por tanto, determinan una pﬁrticién.de Vn.

Inicialmente pues el concepto de foliacién aparece ligado a la es—

5 ) . | | | |
tructura g ,r>2, y supone la existencia de una particidn de la variedad por

subvariedades de igual dimensidén. Como en su tesis ya hace notar Reeb, estaﬁ'

subvariedades se pueden obtener también como subvariedades integrales de un

sistema diferencial completamente integrable, es decir para un sistema

(*) En esta memnrla nusctros
"menaién. '

tomamos ¢ coma;la_cndimensiﬁn designado p la di

_{2£Lﬂ-_




: erﬁncialﬂforma de Pfaff que satisfaga el teorema de Frobenlus en su
fa;iﬁiﬁdafdual,-y-es-cqﬁ_eéte supuesto como se aborda el tema..
"No-. obstante, pr-onto Ehresmann introduce una- generallzacmn que no"

o mtervemr eatructura diferenciable alguna, ‘que denomina foliacién to—

" i_".:gma y que la defme as{: "Seq M un mw—to p/zcwmio de ,La,o tupoiogg.aa

n:toéme ia que T g T mdumi& mtopoéog&z

64 claro que’ MRCM !' ( topo.{ogx.a de las. hog,a.d) es una .tupoiagx,a
;E.ma que. T; -y ademds se duei.e du-ponm T iaccdmemfﬂ mnexa ;
De hecho s?: pueda subardlnar a T'. una ea tﬁ;#ti.tra .p:.'le varl edad de_
jase & 1 <r <= ke éngl'iti.éa real o compleja segin sea la estructura f’-"'

Siguiendﬁ - con la caracterizacién topoldgica ;@adg_ por Ehresmann ﬁ_se' _
ﬂﬂﬂﬂllna hoja de (T,T! ) toda cﬁmﬁnheﬂt&a .conexa L deM ﬁggpecti#aﬁlente a T'
uvlsta de 1a: topologia t'ra_“z_'a 3k la T'. Una hoja se dice regular si T y T "

ducanla .mia:ma'_tupélagia'_ sobre L . Las hn,jas de (.T"I-." ) . forman una parti-

':"'“':"5611 de equivalenc:.a subyacente a (T T'). Deslgnapﬂr!&” = Q .el'_é_:s';iﬁci_o_._cbﬁ

L) S
1

junto cociente de M por p provisto de la topologia cociente de la ¥. - BS

ornal que a Q se le diga espacio de las hojas o transverso de (T,T'). Para

3 3

todo abierto U de E se tiene definido, por restriccion de Ty T', la nocidn



Se dice que una hq;alide'tT,T’)'es dimpié si todo punto de L po-
see un sistema fundamental dé ‘vecindades U abiertas respecto de T y _taies
que la aplicacion candénica del espacio t’ransv.er‘s-o- U/p = U¥ de (T,T )‘U en
él M/p = MY = Q'éea un hmmeqmnrfismﬂ sobre un abierto de Q. A tales ve¢inda%
- des se les denomina abiertos distinguidos dé (T,T'). Si todas las hojas son
simples la foliacién (T,T') se dice simple y,lﬁcqimmie qim;?le 31 todo x € M
- admite una 'vecindac'_l U abierta 'respectﬁ de T tal que (T,T')U E;ea simple, a
las hnjas dé tales foliaciones (T,Tf)U se les dennmina'piﬂcaa.

La relacién entre el concepto diferencial inicial y el tupnlﬁgiqa
es inmediﬁta'= Como hemos dicho el concepto diferencial viene ligado a ia ve-
rificaciﬁn.del teorema de anhenius por un campuide-p—ﬁlanns sobre la varie-—

¥
dad, ello implica el que por todo punto x € M pase una subvariedad integral,

/.g , u hoja, luego qu'e-éxi_st.a una vecindad abierta U de x, dominio de una

carta coordenada con centro en x,.(f): U —» R 1lamada carta cooadenada dis—-
tinguida, respecto de la que el elemento de subvariedad integral o "placa",

an (., viene dado por las ecuaciones

| - . 5y o .... - . g : -p

pun-t'ﬂ fijo de R'7P, se puede :i.n‘_terpretar esta situacién como traslado por ima

g .l

gen récipfcca sobre U pnrsla carta (U,?) de la'éstrudtura'fbliéda"de LLpo
simple conexo ” que sobre RERSRY, q = n-p, prﬁpuréinna la proyeccién sobre
la segunda componente pr, : R —JR'. A las cartas (U,cf) que cumplen esta
'cdﬁdiciﬁh'ae las denomina "carias adaptadas"”. Si se ﬁbserva'que'la compqsi“ﬂ
cién prgu-tl)': U—hﬁq'es una laubmeréiﬁn,._el concepto de "carta distinguida"
antes introducido, corresponde trivialmente al caso de una ‘carta adaptada

., .



._ *’ﬂn dominio un abierto _E‘i.‘-'.“?le*".". - Mir e .: damano. 3, sobre el q‘*"" da fo-
.tl ;iaci6n induﬁida,iFII*gs siﬁpie.
' La hoja i-xes la. subvarzedadinteg:‘al conexa maximal del campo d:e-..
' E#Pl3n°# qﬁﬂ pasg:pﬁtﬁx; Eafunaiaegganieaaﬁ énﬁmu&iad&fpgrﬁ #Frggnﬁralj@ﬂ@gg |
3fi;9ﬂia@mﬁntef;dE'héchgzia1tﬁpﬁlﬂgia defla ?arigdéd Lknu.ﬂsheeesariaments lﬁl
iaf_indpcidé-ﬁérila_;ﬁ_ﬂ 3alqy§;;ﬁ th§ip#ed¢.pasa#j-Pﬂr ung?cartamdiﬁt?ngu¥@3
fﬂ;_aada;huna_inrinidad dE¥Eceay~ampmu1arseEﬂbgeellﬂsmiﬁmﬁ:EEdEEiF.EE;
_dxéﬁnne“sqbrE;M daﬁﬁnaﬁﬁ%;tepq}ugi?JTf-?uyafbﬁﬁgfﬁﬁﬁﬁ ¢Qﬂ5tituiﬁﬁzpﬁr #ﬁb-ﬁa'.
_conjuntos U' de M de la forma
{xeui.l“?p+1 (%) = §nnst,;.., x Ax) = -ﬂnnat.-}x
dandé las xi snn las n—p =.q: ultimas maordenaQa? dﬂ una-earﬁa ﬂistinguida y;

*L'  U un. subcanjuntn de U definido por U' = Uf“tF GRF# {(Eisa--.& J}):-lﬂ QUE 

.3a;ribu$ﬁ-a;EJuna estrueturafﬂe_variedad p#dimengiunal nq_numerable.-Es.clarﬂ

" asi que en esta topologia T' las hojas vienen determinadas por las componen-

‘tes conexas y que T' es localmente conexa.
“;Qbﬁérueée,gqe.si.un-puntaﬁx.E-M;pgrtanece;aadds cartas distingui--

das (U,?) ¥ (v,:),,&obre LF(Urﬁvl el aambiﬂ viene dadﬂ por

L Ax,y) e (FLy) = AV, (2,3} * (y))

R ' _
3.:L = 0 para i .'—__-;_1_'-1.. o5 iy j:Fl" in rpdonﬂﬂ he-
o2 . R e | e

con rang d Vo = q, ya que
: . 2 4

'qua;deﬁignadolcﬁﬂ_xj 1&3_9 primeras coordenadas y con Y. las q-altimas, de

modo que el jacobiano d&lycambig;de¢Qarfa;es_de.lﬂ forma . .




