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EL DISCRETO ENCANTO DEL CAOS

POR EL

Ilmo. Sr. D. JAVIER SESMA BIENZOBAS




Excelentisimo Sefior Presidente,
Excelentfsimos e Tustrisimos Sefiora Académica y Sefiores Académicos,

Sefioras y Sefiores:

~ Antes que nada, es mi deber, con el que gustosamente cumplo, manifestar mi sincero
agradecimiento a los miembros de esta Academia que en su dia pensaron en mi para
ocupar une de las vacantes de la misma. No sé si acertaré a estar a la altura del honor
que eso supone. Pero de lo que si pueden estar todos seguros es de que me esforzaré todo
lo posible por conseguirlo.

Como algunos de los presentes ya conocen, y los demds pueden muy bien imaginarse,
la lectura del discurso de ingreso en la Academia produce una tremenda erﬁocién' No en
vano viene a constituir la culminacién de una vida dedicada al estudio. Esa emocidn, en
mi caso, se ve acentuada por el hecho de que ingresar en esta Academia supone colaborar y
compartir tareas con los que fueron mis maestros, los Académicos D. Rafael Cid y D. Juan
Sancho. (Permitaseme aquf recordar a D. Justiniano Clasas y a D. Antonio Plans, también
mis maestros, fallecidos después del comienzo de la preparacién de este discurso,) Decfa
que esos distinguidos Académicos fueron mis maestros, y también mis examinadores en las
asignaturas de la Licenciatura. Y en este momento siento como si volvieran a examinarme
de nuevo, pero con la diferencia de que entonces yo era un inconsciente joven de menos de
20 afios en tanto que ahors rondo los 60. Confio en que muestren en esta ocasién la misma
benevolencia hacia m{ que la vez anterior. De todos modos, sea cual sea la calificacién
que al final me asignen, vaya por delante mi gratitud por lo mucho que han contribuido,
no sélo con sus ensefianzas, sino también con su ejemplo, a mi formacién. iGracias! De
verdad. '

Al parecer, si este discurso es considerado suficiente, me espera llevar la medalla
nimero 3 de esta Academia, la que en el momento de su fundacién en 1916 ostentaba
D. Pedro Ayerbe, mi predecesor en ese honor. Poco he podido saber de ese Académico
Fundador. Y aun eso se lo debo al celo del Excmo. Sr. Presidente, que ha indagado
exhaustivamente en las Actas de la Academia. Ha averiguado que D. Pedro Ayerbe
pertenecfa al Servicio Hidroldgico-Forestal de la época y que su actividad profesional se
desarrolld sobre todo en la correccién de torrenteras en la zona pirenaica de la provincia de
Huesca. Tras su fallecimiento, en fecha que no puedo precisar, su puesto en la Academia
ha permanecido vacante. Lamento no poder dar por el momento una semblanza més
completa de mi ilustre predecesor, pero, si la generosidad de los sefiores Académicos me

permite unirme a ellos, prometo dedicar mis primeros esfuerzos a completar su biografia.




El tftulo de este discurso, pardfrasis del de una pelicula del insigne cineasta aragonés
Luis Bufiuel, sugiere que pretendo hacer una apologfa del caos. Y eso puede resultar
paradéjico después de més de treinta y cinco afios de dedicacién a la ensefianza de las leyes
de 1a Fisica, o mds bien de las simetrfas o armonfas de la Naturaleza de las que esas leyes
son consecuencia. Eféctivamente, pretendo mostrar aqui que el caos, ademés de poseer
aspectos de gran belleza desde el punto de vista matemético, no presenta contradiccién
con laslleyes de la Fisica, y que, por lo tanto, no hay paradoja.

Antes de seguir adelante, debo confesar que no soy experto en este tema; ni muchisimo
menos, y que personas de la audiencia que tienen conocimientos muy superiores a los
mios, podrian sin duda hacer una presentacién mucho més profunda, y al mismo tiempo
amena, que la mia. Disciilpese mi atrevimiento, pero no soy sino un recién llegado al
estudio del tema, al que he sido conducido de la mano de un colega, Miguel Paramio,
actualmente en la Universidad de Ledn, y que si algo he progresado ha sido gracias al
excelente trabajo de otro colega de la Universidad de Zaragoza, Mario Flor{a, en un curso
de Doctorado cuyas notas, sumamente claras y acertadas, me han permitido vislumbrar
las ideas bésicas y las manifestaciones fundamentales del caos. Y lo que intento hoy
aqui es simplemente contagiar a los no iniciados el entusiasmo que han despertado en
mi las fascinantes facetas del caos. Si lo consigo, el mérito es de los antedichos colegas;
si no, la culpa es exclusivamente mfa. Ademés, en la preparacién de este discurso me
he é.prqvechado abundantemente de un articulo de MOSER [9] sobre la estabilidad del
Sistema Solar, una monograffa de BARROW-GREEN [1] acerca de Poincaré y el problema -
de tres cuerpos, el delicioso libro de SCHROEDER [15] acerca de los sorprendentes aspectos
del caos y el excelente texto de RANADA [18) sobre Dindmica Clésica. )

. 1Qué es el caos? Prescindiendo de consideraciones efimolégicas, todas las personas,
instruidas o no, tenemos una idea intuitiva de lo que es el caos. Algunos incluso tenemos
modelos de caos en casa. A mi me basta abrir la puerta de la habitacién de mi hijo
para contemplar un caos espléndido. Y eso que él es misico y lo suyo es la armonfa.
Pero, bromas aparte, jqué se entiende por caos o, mejor, por comportamiento caético
en el mundo de la Ciencia? Antes de dar respuesta a esta pregunta vamos a hacer un
breve repaso histérico del modo en que la Ciencia se ha enfrentado con el estudio de la

Naturaleza.

Un poco de Historia

Si se analiza el pensamiento humano a lo largo de los tiempos, se observa cémo el

hombre se ha debatido entre el azar y el determinismo, con una clara preferencia por este




dltimo. Junto a fenémenos de una gran regularidad, como los ciclos diario, lunar y anual,
se presentaban otros totalmente impredecibles a largo plazo, como las lluvias y los vientos,
o incluso a muy corto plazo, como los rayos, Para los primeros el hombre buscaba leyes,
expresadas en forma matemdtica, a las que obedecfan y que posibilitaban la prediccién.
Para los segundos no era posible encontrar tales leyes; pero, en la conviccién de que
la Naturaleza era inevitablemente determinista, su aparente aleatoriedad se consideraba
simplemente como un reflejo de nuestro desconocimiento. Lo iinico que ha variado a lo
largo del desarrollo de la civilizacién es qué es lo que nos resulta desconocido y asociamos
por tanto con el azar. '

Para los antiguos eso desconocido era la voluntad de los dioses mitolégicos, que podian
lanzar rayos o desatar tempestades a su capricho con el objeto de ayudar o perjudicar,
segln sus predilecciones, a los humanos. Y éstos se vefan en la necesidad de escrutar, con
la ayuda de augures, los designios de esos dioses y ofrecerles sacrificios para mantenerlos
propicios. Esa intervencion de los dioges determinaba algo aparentemente tan aleatorio
como el comportamiento de los mortales, hasta el punto de que éstos eran incapaces de
escapar de su sino, argumento principal de las sobrecogedoras tragedias griegas.

En la Edad Media, con el predominio en el mundo conocido de las religiones monotefstas,

en las que no cabfan las rivalidades entre dioses, se fué imponiendo la idea de la existencia
de leyes fijas e inmutables, impuestas por el Ser Supremo para regir todos los fenémenos,
y cuyo inexorable cumplimiento sélo su autor podfa impedir y alin eso nada més que
en casos excepcionales (milagros). No obstante, dichas leyes, que se suponfan diferentes
para cada tipo de fenémenos, eran en su mayor parte o bien desconocidas o, como mu-
cho, formuladas sélo cualitativamente. Eso restringfa fuertemente el poder predictivo de
la Ciencia de la época. En lo que concierne al comportamiento humano, se aceptaba
mayoritariamente el libre albedrfo, aunque no sin fuertes controversias teoldgicas acerca
de la predestinacién. La conocida obra de Tirso de Molina de titulo El condenado por
desconfiado nos muestra un reflejo de tales controversias.

El enorme impulso experimentado por la Ciencia en los tres dltimos siglos tiene sus
raices, sin duda, en la obra de Isaac Newton y, mds en concreto, en las que considero su dos
aportaciones fundamentales: una, la sugerencia de que las leyes fisicas eran universales,
de modo que unas mismas leyes deberian permitir entender tanto el movimiento de los
objetos sobre la Tierra como el de los astros en el espacio; y otra, la formula,cién de esas
leyes como ecuaciones diferenciales y el desarrollo del Céleulo.

En el campo de la Mecénica, a la que voy a referirme casi exclusivamente & partir de
ahora, las ideas de Newton, magistralmente desarrolladas por sus sucesores, cosecharon
éxitos tales que llevaron a Pierre Simon de Laplace a jactarse de que, si le dieran la posicién




y velocidad de cada una de las particulas del universo, podrfa predecir el futuro para el
resto de los tiempos. Estd claro que se trata de lo que en términos coloquiales llamarfamos
“una farolada”. Pero, con las ideas de entonces, las dificultades para lograr ese propésito
eran exclusivamente de tipo prdctico, y no de principio. Transcribo a continuacién unas
palabras del mismo Laplace que reflejan la posicién de los cientfficos de 1776 respecto a

los fenémenos de la Naturaleza.

“El estado presente del sistema de la Naturaleza es evidentemente una
consecuencia de lo que era en el momento anterior y, si imaginamos una in-
teligencia que en un instante dado abarcara todas las relaciones entre los entes
de este universo, podrfa decir las posiciones respectivas, los movimientos y las
propiedades generales de todos estos entes en cualquier tiempo del pasado o
del futuro.

“La astronomfa fisica, la rama del conocimiento {iue hace el honor més alto
a la mente humana, nos da una idea, aunque imperfecta, de lo que serfa tal
inteligencia. La simplicidad de la ley del movimiento de los cuerpos celestes
y las relaciones entre sus masas y distancias permiten al andlisis seguir su
movimiento hasta cierto punto; y, para determinar el estado del sistema de es-
tos grandes cuerpos en los siglos pasados o futuros, le basta al matemético que
sus posiciones y velocidades le sean conocidas por la observacién en cualquier
momento del tiempo. El hombre debe esta capacidad al poder del instrumento
que emplea y al pequefio ndmero de relaciones que utiliza en sus cdlculos. Pero
la ignorancia de las diversas causas implicadas en la produccién de sucesos, asf
como su complejidad, junto a la imperfeccién del andlisis, impide que llegue-
mos a la misma certidumbre sobre la vasta mayorfa de los fenédmenos. Por ello
hay cosas inciertas para nosotros, cosas més o menos probables, y buscamos
compensar la imposibilidad de conocerlas determinando su diferente grado de
probabilidad. Asf es como debemos a la debilidad de la mente humana una de
las mds delicadas e ingeniosas de las teorfas matemaéticas, la ciencia del azar
y la probabilidad.”

En plena euforia determinista, esas ideas extrapoladas al comportamiento humano, en-
tendido como resultado de procesos biolégicos consecuencia de reacciones quimicas regidas
a su vez por interacciones fisicas, llevaron a la conclusién filoséfica de que no existe el
libre albedrio. Y que, cuando decidimos ir de vacaciones a la playa o a la montaiia, no
hacemos sino obedecer ciegamente a la famosa ley: fuerza igual a masa por aceleracién.
Como se ve, el asunto no es banal, a pesar de la ligereza con que aqu{ lo menciono.

La concepcidn laplaciana del universo, gestada a lo largo del siglo XVIII, perduré todo
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el siglo XIX, pero se tambaled, y quedd finalmente restringida a lo que hoy entendemos
es su 4mbito de aplicacién, a comienzos del siglo XX, cuando nuevas ideas plasmadas en
dos corrientes, la Dindmica del Caos y la Mecdnica Cudntica, pusieron en entredicho la
capacidad predictiva de la Ciencia.

Es interesante observar que esas dos corrientes cientfficas, aunque practicamente co-
etdneas, se han desarrollado de modo independiente, con total ignorancia de cada una
por parte de la otra, hasta hace muy pocos afios, cuando ha empezado a hablarse de
lo que se denomina Caos Cudntico, La razén de esa falta de permeabilidad entre esas
dos teorfas fisicas tal vez se encuentre en el hecho de que nacieron al estudiar fenémenos
en dmbitos muy distintos: la estabilidad del Sistema Solar, de un lado, y los espectros
atémicos, de otro, También, las concepciones fundamentales son muy diferentes, aunque
en ambas juega un papel importante el hecho de que en toda ciencia (y eso la distingue
de las pseudociencias, sumamente populares y rentables econémicamente) es inevitable
hacer mediciones. .

La Dindmica del Caos no supone ninguna ruptura con las ideas newtonianas, Simple-
mente constata el hecho de que toda medida tiene una precisién finita y que el error en
el conocimiento de las magnitudes fundamentales (posicion y velocidad de una particula,
por ejemplo) puede amplificarse exponencialmente en el transcurso del tiempo, lo cual
invalida cualquier prediccién, y los fenémenos, a pesar de estar sometidos a leyes rigidas,
pueden aparecer como aleatorios o caéticos. Permitaseme citar aquf las palabras con las

que Henri Poincaré describfa en 1903 lo que entendemos por comportamiento cadtico.

“Una causa muy pequefia que escapa a nuestra atencién determina un efec-
to considerable que no podemos dejar de observar y entonces decimos que el
efecto es debido al azar. Si conociésemos exactamente las leyes de la natu-
raleza y la situacién del universo en el momento inicial, podriamos predecir
exactamente la situacién de ese mismo universo en un momento posterior.
Pero, aun cuando se diese el caso de que las leyes de la naturaleza no tuvieran
ningiin secreto para nosotros, incluso asi sélo podriamos conocer la situacién
inicial aprozimadamente. Si esto nos permitiese predecir la situacién siguiente
con la misma aprozimacidn, eso es todo lo que necesitamos y dirfamos que el
fendmeno habriase predicho, que est4 gobernade por leyes. Pero no siempre
es asf. Puede ocurrir que pequeiias diferencias en las condiciones iniciales las
produzcan grandes en el fendmeno final. Un pequefio error en las primeras
producird un abultado error en las segundas. La prediccién se hace imposible

y aparece el fendmeno fortuito.”

La Mecdnica Cudntica por su parte, en lo que se conoce como su interpretacién orto-
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doxa o de Copenhague, postula un principio fundamental, el de Incertidumbre de Heisen-
berg, que imposibilita el conocimiento exacto simultédneo de magnitudes conjugadas (como
la posicién y la velocidad de una particula, por ejemplo). Y eso no por limitaciones de
los aparatos, sino como algo esencial de la teorfa. Ademds, aunque es determinista en lo
que concierne a la evolucién de los sistemas fisicos, con leyes tan rigidas como las de la
Mecénica Clésica, supone que el resultado de una medicién es aleatorio y sélo pueden pre-
decirse probabilidades de los diferentes resultados eventuales. Este proceso aleatorio, que
recuerda los caprichos de los dioses mitolégicos antes mencionados, es altamente insatis-
factorio y, aunque la teorfa “oficial” lo impone, ha experimentado el rechazo de mentes
tan privilegiadas como la de Albert Einstein por entender que la aparente aleatoriedad
no es, una vez mds, sino el reflejo de nuestro desconocimiento, de unas posibles variables
ocultas en este caso.

Y, ahora que he mencionado a Albert Einstein, parece imprescindible hablar de la,
Teoria de la Relatividad, que, nacida casi a la vez que las dos teorfas ffsicas a que me
he referido antes, contribuyé con ellas a determinar la crisis de la Mecénica Clésica.
Es innegable el papel que ha tenido y seguird teniendo la Teorfa de la Relatividad en la
configuracion de la Fisica Moderna. Pero, a diferencia de las otras dos teorfas que estamos
discutiendo, no cuestiona la predictibilidad y en ella no tendrian cabida, por tanto, los
fendmenos aleatorios. Su novedad estd en la revisién del concepto de simultaneidad,
que deja de ser algo intuitivo pero irrealizable, para convertirse en algo fundamentado en
hechos experimentales. El tiempo es tratado como una variable més, enteramente anéloga
a la posicion, y la formulacién se hace mds cémodamente con un lenguaje geométrico. Pero
en lo demds se identifica con la Mecdnica Newtoniana.

No voy a hablar aqui de la Mecénica Cudntica, cuyo papel primordial en el desarrollo
de la Fisica Nuclear, Atémica y Molecular, y del Estado Sélido es de sobra conocido por
toda la audiencia. Tampoco mencionaré la Teorfa de la Relatividad, cuyo papel principal
estd en la construccién de una Teorfa de Campos que permita entender los fenémenos
subnucleares a la par que los gravitatorios, proyecto ambicioso atin por concluir y que
presenta, hoj; por hoy, serias dificultades. Quiero referirme tnicamente a la pariente
pobre, la casi olvidada durante los pasados afios Dindmica del Caos, la cual hoy, cuando la
otrora opulenta Mecdnica Cudntica parece haber completado su ciclo de desarrollo y haber
alcanzado el limite de su campo de aplicabilidad, se encuentra extraordinariamente activa,
alumbrando constantemente nuevas ideas, descubriende nuevos dominios y contemplando

una ingente tarea por realizar,

El cumpleaiios de Oscar 1I

Por lo general, es dificil precisar la fecha de nacimiento de una teorfa cientffica, porque,
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si bien suele ser una persona concreta, la, que enuncia los principios de esa teorfa y en un
momento determinado, ordinariamente esa persona aprovecha los conocimientos anteriores
y plasma en una formulacién clara lo que eran ideas vagas, conjeturas e intuiciones de
pensadores anteriores y coeténeos. En el caso que nos ocupa, parece fuera de Iduda,
que la persona en cuestién fué Henri Poincaré y la ocasién el sexagésimo aniversario del
nacimiento del rey Oscar II de Suecia y Noruega.

Un problema que ha preocupado a los astrénomos y matematicos a lo largo de los
siglos es el de la estabilidad del Sistema Solar, es decir, si el Sistema Solar, en un futuro
todo lo lejano que se quiera, seguiré presentando el mismo aspecto o si, por el contrario, se
producirdn cambios drdsticos porque alguno de los planetas escape, o se dé la colisién de
dos de éllos o de alguno con el Sol. A partir de Newton, es decir, desde hace unos 300 afios,
se conocen las leyes que rigen el movimiento planetario. En una primera aproximacion, los
planetas se mueven en drbitas elipticas en uno de cuyos focos estd el Sol, Pero las fuerzas
mutuas entre los planetas perturban estas érbitas de modo que su forma experimenta
cambios lentos en todo momento. La descripcién de esos cambios, lamados perturbaciones
seculares, es un problema que se aborda mediante la teorfa de perturbaciones cldsica, Asf
pues, el problema de la estabilidad consiste en determinar si esas perturbaciones pueden
afectar a las excentricidades de las érbitas de modo que, por ejemplo, una de ellas crezca
progresivamente y el planeta correspondiente se aleje indefinidamente o su perihelio se
acerque tanto al Sol que se produzca la colisién con éste. Cierto es que las observaciones
de los dltimos milenios parecen excluir esa eventualidad; pero es cosa muy distinta probar
matemdticamente, a partir de las ecuaciones del movimiento, que eso no puede ocurrir,

Hace al caso aqui destacar la excelente labor de investigacion en estos temas desarrolla-
da en la Escuela creada por el miembro de esta Corporacién, D. Rafael Cid. A partir de
trabajos cruciales, universalmente reconocidos, del Prof, André Deprit, que nos honra con
sus frecuentes estancias en la Universidad de Zaragoza, y de su esposa, y en una larga serie
de Tesis Doctorales de actuales Catedraticos y Profesores Titulares de esta, Universidad,
la Escuela del Prof. Cid ha contribuido de manera decisiva no sélo a la solucién de
los mencionados problemas de Mecénica Celeste, sino también, en recientes trabajos de
los profesores Antonio Elipe y Sebastidn Ferrer, al esclareciemiento de la Dindmica de
Sistemas Cadticos.

Unos 100 afios después de la aparicién de los Principia de Newton, Lagrange presentd
su famosa demostracién de la estabilidad del Sistema Solar. También Laplace y Poisson,
asi como muchos otros autores, aportaron nuevas demostraciones del mismo tipo. Uno
hubiera esperado que una sola demostracién fuera suficiente para zanjér la cuestién. jPor
qué, entonces, se daban tantas? La razén es que las tales demostraciones lo eran si se
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toleraba un cierto grado de aproximacién. Los efectos de las fuerzas perturbadoras eran
tenidos en cuenta sélo hasta la primera o segunda potencia de la razc’m. de las masas
planetarias a la del Sol. Eso permite hacer predicciones vélidas para unas décadas, o
incluso siglos, pero no para muchos millones de afios. En realidad, los astrénomos no estén
interesados en hacer predicciones a tan largo plazo, sino més bien en el cdlculo préctico de
las posiciones de los planetas, las llamadas efemérides, una cuestién que ya preocupaba
a los babilonios. Y la teorfa de perturbaciones surgié precisamente de la necesidad de
calcular las érbitas cada vez con mayor precisién. Este problema se resuelve hoy en .
dfa por un método mucho mas fiable que la teorfa de perturbaciones, pero que resulta
decepcionante para los tedricos: numéricamente, gracias a los modernos ordenadores. Asf
es como se calculan las efemérides del Almanaque Ndutico. Pero durante el siglo pasado,
que vi6 el extraordinario desarrollo del Anélisis, ese problema estaba candente.

A finales del siglo XIX eran bastante comunes los concursos, galardonados con un
premio, para resolver problemas mateméticos especificos. Generalmente eran convocados
por las Academias Nacionales, sobre todo las de Parfs y Berlin, y las cuestiones prop-
uestas en cada competicién reflejaban el interés de la correspondiente academia. Los
premios, aunque solfan estar dotados con una cantidad nada despreciable, reportaban a
los ganadores prestigio cientffico, sobre todo. Pero, entre las muchas competiciones que
tuvieron lugar, hubo una nada comin, tanto por las circunstancias que la rodearon como
por la trascendencia de sus resultados.

El rey Oscar IT habia asistido de joven en la Universidad de Uppsala a los cursos
de Mateméticas y conservé toda su vida'la aficién por esa ciencia. De hecho, era bien
conocido en los circulos mateméticos. Y, para celebrar su sexagésimo aniversario, tuvo la
ocurrencia de convocar una competicién matemética. A fin de que ésta tuviera el cardcter
més internacional posible, encomendé la convocatoria no a la Academia sueca, sino a Acta
Matematica, una revista a cuya fundacién en 1882 habfa contribuido con apoyo econémico.
Asi, el eﬁcargo de organizar la competicién recayé en Gosta Mittag-LefHler, fundador y
Editor Jefe de Acta Matematica. Tras algunas dificultades, debidas a la humanamente
comprensible rivalidad de los matemdticos més sobresalientes, la comisién que habfa de
proponer los temas y juzgar los trabajos presentados quedé constituida por Hermite,
Weierstraf y el propio Mittag-Leffler, que habfa sido discipulo de los otros dos en Paris
y Berlfn respectivamente. En cuanto a las cuestiones objeto de la competicién, fueron
propuestas cuatro: tres por Weierstrafl y una por Hermite. La primera de las cuestiones,

la que es importante para lo que aquf nos interesa, estaba planteada en estos términos:

“Tis sollen fiir ein beliebiges System materieller Punkte, die einander nach

dem Newtonschen Gesetze anziehen, unter der Annahme, daff niemals ein
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Zusammentreffen zweier Punkte statt-finde, die Coordinaten jedes einzelnen
Punktes in unendliche aus bekannten Funktionen der Zeit zusamﬁlengesetzte
und fiir einen Zeitraum von unbegrenzter Dauer gleichmaBig konvergierende

Reihen entwickelt werden.” .

Es decir, en traduccién libre,

“Para un sistema arbitrario de puntos materiales que se atraen entre sf
de acuerdo con las leyes de Newton, suponiendo que no se produce ninguna
colisién de dos de ellos, se pide desarrollar las coordenadas de los puntos
individuales en series infinitas, cuyos términos sean funciones conocidas del.

tiempo, uniformemente convergentes en un intervalo de tiempo ilimitado.”

LPor qué planted Weierstral esa cuestién? Pues simplemente a causa del enorme in-
terés que habfa en la época por el problema de n cuerpos. Dirichlet, sucesor de Gauss
en Gottingen, comenté en una ocasién, en 1858, a su discfpulo Kronecker que habfa
descubierto un método general, totalmente nuevo, para tratar y resolver problemas de
Mecénica. Lamentablemente, Dirichlet fallecié al afio siguiente, sin dejar nada. escrito so-
bre ese asunto. Pero, dado el absoluto rigor de los métodos y demostraciones de Dirichlet,
el mundo matem4tico, informado por Kronecker, no tenfa dudas acerca de lo fundado
que debfa ser el mencionado comentario. Asf que Weierstral, muy interesado también
en el problema de n cuerpos, aproveché la ocasién de la competicién para plantear un
problema que, segiin los indicios, habia resuelto Dirichlet, pero sin dejar ninguna pista
que permitiera reconstruir la solucidn. -

La vompeticién fué convocada oficialmente a mediados de 1885. Los concursantes,
que habrian de usar un sendénimo para preservar el anonimato, debfan hacer llégar sus
trabajos a la redaccién de Acta Mathematica antes del 1 de Junio de 1888. El premio
consistia en una medalla de oro y una suma de 2.500 coronas. (Para que sirva de referencia:
el salario de Mittag-Leffler como profesor en Stockholm era de 7.000 coronas anuales.)
Ademds, la memoria galardonada serfa publicada en Acta Matemdtica. )

El dia 20 de Enero de 1889, vispera del cumpleafios del rey, se hizo piiblico el informe
oficial sobre el resultado de la competicién. La memoria que resulté vencedora, de las
12 presentadas, era debida a Poincaré. Abordaba la cuestién mencionada antes, pero, en
lugar de tratar el problema de n cuerpos, se limitaba a una forma particular del problema
de tres cuerpos (lo que se conoce hoy dia como problema de tres cuerpos restringido), que
corresponde a considerar una de las masas muy grande, la segunda pequeiia pero finita,
y la tercera infinitamente pequefia, y que las dos primeras masas describen circunferen-
clas en torno a su centro de gravedad comin y la tercera se mueve en el plano de esas

circunferencias.
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La Memoria de Poincaré introducia un tratamiento de los problemas de la dindmica to-
talmente nuevo, mucho més poderoso que los anteriores. Utilizando métodos geométricos
y cualitativos, como secciones transversales y conservacion de 4reas en el caso de existen-
cia de integrales invariantes, y considerando las soluciones periédicas del sistema, liegé
a descubrir las soluciones asintdticas. El jurado, que encontré serias dificultades pars
entender el trabajo de Poincaré precisamente por lo novedoso de las ideas contenidas,
reconocié inmediatamente la labor de un genio y no tuvo dudas a la hora de conceder el

premio,

Los genios son humanos

El principal de los hallazgos de Poincaré estaba, sin embargo, por llegar. Estando la
Memoria en fase de edicién para su publicacién en Acta Mathematica, Edvard Phragmén,
encargado de la edicién, encontré algunos puntos no muy claros y asf lo comunicé a Mittag-
Leffler, que a su vez escribié a Poincaré para que afiadiera explicaciones que permitieran
entender el texto. Poincaré, que sin duda habfa escrito su Memoria con cierta prisa
para poder tomar parte en la competicién, encontrd, al revisarla para aclarar los puntos
sefialados por Phragmén, un error trascendental en otra parte de la Memoria. Y asf Io

comunicé a Mittag-Leffler:

[

Mon cher ami,

J'aj écrit ce matin & M. Phragmén pour lui parler d’une erreur que j'avais
commise et il vous a sans doute communiqué ma lettre. Mais les conséquences
de cette erreur sont plus graves que je ne I'avais cru d’abord. 1l n'est pas
vral que les surfaces asymptotiques soient fermées, an moins dans le sens ol je
'entendais d’abord. Ce qui est vrai, c’est que si je considére les deux parties de
cette surface (que je croyais hier encore raccordées I'une & l'autre) se coupent
suivant une infinité de courbes trajectoires asymptotiques, et de plus que leur
distance est un infiniment petit d'ordre plus élevé que uP quelque grand que
s0it p. '

J’avais cru que toutes ces courbes asymptotiques, aprés s'étre éloignées d’une
courbe fermée représentant une solution périodique, se rapprochaient ensuite
asymptotiquement de la méme courbe fermée. Ce qui est vrai, c’est qu'il y en
a une infinité qui jouissent de cette propriété. '
Je ne vous dissimulerai pas le chagrin que me cause cette découverte, Je
ne sais d’abord si vous jugerez encore que les résultats qui subsistent, &
savoir I'existence des solutions périodiques, celle des solutions asymptotiques,
Ia théorie des exposants caractéristiques, la non-existence des intégrales uni-
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formes et la divergence des séries de M. Lindstedt méritent encore la haute
récompense que vous avez bien voulu leur accorder.

D’autre part, de grands remaniements vont devenir nécessaires et je ne sais si
on n’a pas commencé & tiver la mémoire; j'ai télégraphié & M. Phragmén,

En tout cas je ne puis mieux faire que de confier mes perplexités & un ami
aussi dévoué que vous l'avez toujours eté.

Je vous en écrirai plus long quand j'aurai vu un peu plus clair dans mes affaires.
Veuillez agréer, mon cher ami, avec mes bien sincéres excuses, 'assurance de
mon entier dévouement, '

Poincaré "

Acababa de descubrir lo complicada que podia llegar & ser la que conocemos hoy como
Dindmica del Caos, cuyas bases senté Poincaré precisamente en la version corregida de
su Memoria.

Esa franqueza de Poincaré, informando de un error del cual sélo él era sabedor, le
costé unos meses de trabajo durfsimo para rehacer una buena parteé de su Memoria sin
ocasionar demasiado retraso en la publicacién de Acta Mathematica. Y para colmo, le
fué requerido por Mittag-Leffler el pago, al que accedié de buen grado, de 3.600 coronas
(1.000 més que la dotacién del premio) para cubrir los gastos de la impresién de algunos
ejemplares de la versién original, que habian sido ya distribufdos y que Mittag-Leffler
traté de recuperar de modo discreto, sin levantar sospechas acerca del error, para evitar
lo que él crefa podrfa ser un escdndalo que afectarfa a su reputacién, como miembro del

jurado.

Sistemas DinAdmicos

Ya he mencionado antes que la Memoria de Poincaré representaba. un enfoque total-
mente nuevo del problema de tres cuerpos. En lugar de ocuparse del célculo de érbitas
individuales, se propuso estudiar las propiedades cualitativas de 6rbitas vecinas, es decir,
correspondientes a condiciones iniciales préximas. Y para ello comenzd por el andlisis de
la estabilidad de las posibles drbitas periddicas. Supo aprovechar la existencia de inte-
grales invariantes, asociadas a leyes de conservacién, para reducir el nimero de grados
de libertad y facilitar asf la resolucién del problema. Y, algo sumamente original que
tardé en ser digerido por los matemdticos coetdneos, basé su analisis cualitativo de la
estabilidad en el estudio de las secciones transversales de las érbitas, lo que se conoce
con el nombre de "mapping” de Poincaré. Estas ideas constituyen el fundamento de una
ciencia que se ha desarrollado a lo largo de este siglo y que ha alcanzado una actividad
febril en las dltimas décadas: la ciencia de los Sistemas Dindmicos. Es precisamente en
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el estudio de los sistemas dindmicos en donde aparecen las manifestaciones més claras y
sencillas de comportamiento caético, junto con objetodfgeométricos muy peculiares, como
conjuntos de Cantor, fractales, etc., que tanto interés han despertado hasta en el mundo
artistico, _

Aunque la denominacién de sistemas dindmicos parece sugerir que se trata de puntos
materiales regidos por las leyes de la Dindmica (las de Newton en concreto), se aplica
también, por extensién, a estructuras descritas mediante n variables z;, i = 1,2,...,n,
dependientes de otra ¢, en la mayorfa de los casos el tiempo, que satisfacen el sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas .

d
= =Fon.amt),  i=12%..,n (1)

donde las F; representan funciones reales de las variables. Este tipo de estructuras
mateméticas se presenta no sélo en Mecénica y Astronomia, sino también, con difer-
entes significados para las variables z;, en el estudio de reacciones quimicas, conveccién
de flufdos, aceleradores de particulas, confinamiento de plasmas, 6ptica no lineal, cadenas
de spines o de moléculas, poblaciones de seres vivos en competicién, etc. etc.. Los posibles
estados del sistema, para un cierto valor de ¢, vienen caracterizados por los valores de las
variables z; y pueden asociarse con un punto X en un espacio n-dimensional llamado es-
pacio de fases. La evolucién del estado del sistema al variar ¢ hace que pase a ser descrito
sucesivamente por diferentes puntos x que constituyen la trayectoria en el espacio de fases
o curve de fases. Un dibujo que represente varias curvas de fases, correspondientes a dis-
tintas condiciones iniciales del sistema, se denomina retrato de fases y puede ser muy ttil
para hacerse una idea cualitativa del comportamiento del sistema al variar las condiciones
iniciales.

Para ilustrar estos conceptos podemos referirnos a un ejemplo elemental conocido por
todos: el péndulo. En su versién idealizada esté constitufdo por una masa puntual m
unida & un punto fijo mediante una varilla rigida, sin masa, de longitud {. Para mayor
sencillez, supondremos ademds que el péndulo estd restringido a moverse en un plano
vertical, de manera que sélo haya una coordenada o grado de libertad: el éngulo ¢ que
forma la varilla con la vertical. Como es de sobra conocido, las leyes de Newton se

traducen en este caso en la relacidn

mz::ftf = —mgsinf, . {8y
que, simplificando, resulta
8 ol et - 3)
a2 | o

Este ejemplo pertenece a un tipo particular de sistemas dindmicos, llamados sistemas
Hamiltonianos, que pueden ser descritos con la ayuda de una funcién, la Hamiltoniana
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H(q,...,qn,pP1,- -, Dy), de los grados de libertad ¢; y de sus momentos conjugados p;, tal

que el sistema dindmico (de variables g1,...,qn,p1,...,py dependientes de t} se escribe
en la forma
dq; a i .
E = ‘(‘,E‘H(Qlu---;QMPI:---rPN); t=1)2:"'1N1 (4)
dp; d :
E = —G_%H(QI;”-:QN»I’I:--':PN): ?':1:2v"':N' (5)

En el ejemplo del péndulo serfa N =1, ¢; = 6, p; = mlw, siendo w = df/dt la velocidad
angular del péndulo, y H = p%/2mli? + mgl(1 — cosg1). El sistema dindmico, que resulta

ser
df
r ©
dw g .
5 = ~T31n8, (7)

es facilmente soluble si uno tiene en cuenta que, como en todo sisﬁema Hamiltoniano, hay
una integral primera, es decir, una funcién de las variables que se mantiene constante,
precisamente H(g,p). En el ejemplo que estamos considerando, esa integral primera no es
otra cosa que la energfa total, suma de la cinética v la potencial, que, como es bien sabido,
se conserva. Asf resulta que si inicialmente, en el instante ¢ = 0, los valores de § y w son
respectivamente 6o y wo ¥, por tanto, el valor de la energia B = fmiw? 4+ mgl(1 — cos 6),
el movimiento del péndulo puede representarse en el espacio de fases (#,w) por una linea
de ecuacién

%mizwg +mgl(l —cosd) = E (8)

En la Figura 1 tenemos un retrato de fases que contiene varias curvas de fases correspon-
dientes a diferentes valores de £. En realidad sélo se ha representado la regién del espacio
de fases correspondiente a —27 < @ < 2w, ya que a derecha e izquierda se repite el mismo
dibujo con periodicidad 2r. Una descripcién alternativa serfa considerar un espacio de
fases sobre una superficie cilindrica, para tener en cuenta el hecho de que las abscisas ¢
y 8 + 2nm (n entero) corresponden a un mismo punto geométrico. El retrato de fases
entonces serfa el que resulta enrollando la Figura 1 en forma de superficie cilindrica y de
modo que las lineas ¢ = —7 y 0 = 7 vengan a coincidir. Se puede definir entonces para
cada curva de fases el lamado nimero de rotacidn, o ndmero de vueltas por unidad de
tiempo que el punto representativo del estado del sistema da alrededor del eje del cilin-
dro. Pueden verse en la Figura 1 curvas de niimero de rotacién nulo, que corresponden &
movimientos de libracidn (vaivén) del péndulo, y curvas de nimero de rotacién negativo
o positivo, representativas de movimientos de rotacidn del péndulo en torno a su punto

de suspensién en el sentido de las agujas del reloj o en el contrario. La curva que encierra
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Figura 1.—Curvas de fases del péndulo, correspondientes a diferentes valores de la energia.

a las de nimero de rotacién nulo es la separatriz. Corresponde a un movimiento en que el
péndulo lleva la velocidad precisa para justamente llegar al punto més alto (en un tiem-
po infinito) y allf detenerse. Algunas de las curvas de fases se reducen a un solo punto
llamado punto fijo, lo cual corresponde a que el péndulo permanezca indefinidamente en
la misma posicién y con la misma velocidad. Tal es el caso de los puntos (—2,0), (0, 0)
y (2m,0) que representan el equilibrio (estable) de la masa del péndulo en la vertical y
por debajo del punto de suspensién y de.los puntos (—m,0) y (m,0) que corresponden
al equilibrio (inestable) de la masa del péndulo en la vertical y por encima del punto de
suspensién. Por razones que se adivinan a la vista del dibujo, los puntos de equilibrio
estable’se denominan elipticos y los de inestable hiperbdlicos.

En el ¢jemplo que acabamos de ver los movimientos del péndulo son siempre regu-
lares, en el sentido de que se puede predecir la trayectoria en el espacio de fases, es decir,
los sucesivos estados del sistema, para un futuro tan'leja,no como se quiera. Incluso si
las condiciones iniciales no son conocidas con absoluta precisién, el error no va a crecer
en el transcurso del tiempo: curvas de fases préximas (a un mismo lado de la separa-
triz) en un cierto instante inicial se mantienen siempre préximas. La situacién cambia
drésticamente si se supone que el péndulo se mueve en un medio que ejerce un' cierto
rozamiento proporcional a la velocidad, Rld#/dt, y que experimenta ademds una fuerza
periédica, F cos(t/7), de modo que en lugar de la relacién (2) tendrfamos como ecuacién
del movimiento ;
d*0 df

ml‘m = —mgsinf — Rla + Fcos(t/7), 9]

20




de manera que el sistema dindmico serfa, en lugar de (6) y (7),

do
o 9., R F '
il -—ESJnS mw+ﬁcos(t/r). (11)

Estas dos ecuaciones diferenciales acopladas pueden resolverse numéricamente con
cualquiera de los algoritmos convencionales, En la Figura 2 mostramos curvas de fases
correspondientes a un rozamiento R = m,/g/l y una fuerza periédica de frecuencia
1/7 = §\/g/l e intensidad F' = fmg, con diferentes valores de f. En el gréfico (d)',
correspondiente a f = 0.9, se puede observar el ciclo limite a que tiende el péndulo tras
unos pocos ciclos de la fuerza externa. El perfodo de ese movimiento de vaivén resulta
coincidente con el de dicha fuerza. En (b), para f = 1.07, se ve que el ciclo lfmite estd
formado por dos vaivenes de amplitudes ligeramente diferentes. El perfodo ahora es el
doble. Este proceso de duplicacién del perfodo contintia a medida que crece f hasta llegar
a una situacién en que el movimiento del péndulo deja de ser periédico y se convierte en
cadtico, como se observa en (c), donde se ha dibujado la curva de fases, para f = 1.15,
durante 50 ciclos de la fuerza periédica. Si se continuase durante més tiempo, la figura
resultarfa mas y més emborronada, sin alcanzarse nunca un ciclo limite. Creciendo f
puede recuperarse un movimiento periédico, como el que se ve en (d), obtenido para
f = 1.35 y constituido por un vaivén y una rotacién completa, con un periodo igual al
de la fuerza externa. En (e), para f = 1.45, puede observarse cémo se ha duplicado el
perfodo, resulbando un ciclo compuesto de dos vaivenes de amplitudes diferentes seguido
cada uno de ellos de una vuelta completa. Por tltimo, podemos ver en (f) que, para

f = 1.47, se tiene de nuevo un comportamiento cadtico.

Secciones de Poincaré

Es evidente que los retratos de fases que, tras un tiempo infinito, aparecerfan en los
gréficos (c) y (f) de la Figura 2 no nos darfan ninguna idea acerca de cuél ha sido la
secuencia de los sucesivos estados por los que ha pasado el sistema en el transcurso del
tiempo. Para tener una descripcién de la evolucién seria necesario representar el instante
a que corresponde cada par de valores de las variables dngulo y velocidad angular. Pero
ello requerirfa afiadir a nuestros gréficos una tercera dimensién para representar el tiempo,
lo cual complica extraordinariamente el dibujo.

Una situacion aiin més complicada se encuentra cuando se estudia un sistema, dindmico
con dos grados de libertad, incluso en el caso de que .el sistema sea Hamiltoniano. Si
designamos por z e y las coordenadas o grados de libertad y por p, y p, los momentos
conjugados, el espacio de fases es cuadridimensional. Siendo Hamiltoniano el sistema, se
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Figura 2.—Retrato de fases del péndulo amortiguado y forzado, para diferentes intensidades de
la fuerza periédica. En los gréficos (c) y (f) s6lo se ha representado el movimiento del péndulo
durante los primeros 50 ciclos de la fuerza periddica. Si se continuase, las curvas irfan cubriendo

més y mas una banda del espacio de fases donde estdn localizadas.
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tiene una integral primera, o sea, una restriccién sobre las variables z, y, Pey Py, & saber
H(:c,y,pz,py) =E: (12)

siendo E la energfa, o su equivalente si el sistema no es mecdnico. Eso significa que
las curvas de fases estdn restringidas a un espacio tridimensional llamado superficie de
energla. Ese espacio no se parece en nada al espacio tridimensional ordinario, ya que es
no-Euclfdeo, cerrado y en ocasiones miiltiplemente conexo. Todas las esperanzas de podei‘
hacer una representacién gréfica parecen esfumarse, por tanto.

Sin embargo, Poincaré ides una técnica que permite salvar estas dificultades. Introdujo
la idea de una superficie sin contacto con la de energia, o sea, no tangente a las curvas
de fases, y considerd las sucesivas intersecciones de éstas con dicha superficie. En el
sistema dindmico con dos grados de libertad que estamos considerando, podrfa tomarse
como superficie fransversa la y = 0, por ejemplo. Una curva de fases queda totalmente
determinada por su interseccién (z,p,) con esa superficie transversa, ya que sobre ella es
y =0y el valor de p, queda entonces determinado por la restriccién (12). Las sucesivas
intersecciones (para distintos valores del tiempo) de la curva de fases con la superficie
transversa dan un conjunto de puntos que se conoce como seccidn transversa o seccidn
de Poincaré de la curva de fases y la aplicacién que Heva, en esa superficie transversa,
de un punto de interseccién al siguiente en el tiempo es el mapping de Poincaré. Lo
ventajoso de esta técnica es que del examen del gréfico bidimensional que resulta se pueden
deducir propiedades interesantisimas de la curva de fases y, por tanto, del comportamiento
del sistema dindmico, como por ejemplo periodicidad, acotacién, ergodicidad, etc., cuyo
conocimiento puede ser suficiente para lo que se persigue,

Volvamos ahora al ejemplo del péndulo con amortiguamiento y forzado. En lugar de
intentar representar su comportamiento mediante una curva en el espacio tridimension-
al (tiempo, dngulo, velocidad angular), podemos inspirarnos en la técnica de Poincaré
y representar en un plano las intersecciones de dicha curva con diferentes planos corre-
spondientes a valores deterininados del tiempo. Por ejemplo, podriamos considerar esas
intersecciones con la misma periodicidad que la fuerza externa, es decir, representar en
un plano los valores de ¢ y w para cada instante t = t, = o + n2r7, (n = 0,1,2,...).
De ese modo tendrfamos una imagen estroboscopica de la evolucién, En la Figura 3 se
muestran los graficos resultantes para los mismos valores de los pardmetros que en el caso
de la Figura 2. En (a) se observa un solo punto (en realidad un diso.o, para que pueda ser
visto) como corresponde a un movimiento periédico acompasado con la fuerza externa.
los dos puntos de (b) muestran que el movimiento es periédico, pero que su perfodo es el .
doble que el de la fuerza. El gréfico (¢) muestra que el comportamiento es cadtico, pero

las secciones de la curva de fases a intervalos de tiempo coincidentes con el perfodo de la
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Figura 3.—Secciones de Poincaré de los retratos de fase del péndulo amortiguado y forzado
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fuerza se disponen sobre una figura que se asemeja a una curva con infinitos plegamientos.
(El punto de coordenadas (1, 1) corresponde al estado inicial). Los gréficos (), (&) v (f)
vuelven a ilustrar lo ya observado en (a), (b) v (c).

Mappings

El comportamiento caético que Poincaré descubrié en el estudio de los sistemas dindmicos
continuos aparece también en sistemas mds sencillos, discretos, regidos por ecuaciones en
diferencias en lugar de diferenciales, y a los que, rogando el perdén de le, audiencia, me
referiré con el barbarismo de mappings. Y a propdsito de este término se me ocurre que
quizd algin dfa en Espaia la Ciencia llegue a ser tan popular como el fitbol; y entonces
mapping, tal vez maquillado para quedarse en mapin o algo asi, dejard de ser barbarismo.

En lasg dé;;a,das de 1950 y 1960 varios ecélogos estudiaron ecuaciones en diferencias de
primer orden como modelos, deliberadamente simplificados, de los efectos de la regulacién
dependiente de la densidad en poblaciones de una tnica especie. En particular, MORAN
[8] en un contexto entomolégico y RICKER [14] en relacién con las pesquerfas estudiaron
la ecuacién

Nis1 = RoNyexp(—alNy). (13)
Aquf N; representa el nimero de individuos de la especie en estudio en un determinado
momento y Ny dicho nimero al afio o en la generacién siguiente. Los pardmetros Ry v
@ dependen de la especie de que se trata y de las condiciones {abundancia de alimentos,
etc.) en que se encuentra. El valor de N,y es proporcional al de N; y por tanto crecerfa
al crecer éste, si no fuera por la presencia del otro factor, exp(—alV;), que disminuye al
aumentar N; y da cuenta de las crecientes dificultades que encuentra una poblacién que
aumenta. !

Los citados ecdlogos, de acuerdo con las ideas de la época, buscaban puntos fijos en
la ecuacién (13), es decir; poblaciones estables, o bien soluciones periédicas, correspon-
dientes a valores diferentes de la poblacién qﬁe se repetian ciclicamente. Ajustando los
pardmetros Ry y @ encontraban ese tipo de soluciones. Pero, en sus estudios numéricos,
también encontraron indicios de cierto comportamiento irregular, Moran incluso propuso
a un doctorando estudiar ese comportamiento inesperado, pero el doctorando no llegé a

completar su Tesis y el asunto quedd olvidado. Hasta que, a mediados de los 70, L1 y
YORKE [B] e independientemente MAY y OSTER (7] pusieron de manifiesto el complica-
do comportamiento de las soluciones de ecuaciones en diferencias de primer orden con
derivada de Schwartz negativa y sus implicaciones en modelos ecoldgicos.

El ejemplo més 3encill§ de modelo de este tipo es el conocidisimo mapping logistico o

cuadrdtico,

.

Zns1 = atn (1 — @), : (14)

25




que puede asociarse con la poblacién de peces en un estanque en afios sucesivos. La escala
para la poblacién x es tal que sélo puede variar entre 0 ¥ 1. Se pueden hacer experimentos
numéricos muy sencillos con la ecuacién (14), comparando las soluciones que se obtienen
al tomar diferentes valores para la poblacién inicial o ¥ considerando distintos valores del
pardmetro a, que representa los efectos promedio de los factores ambientales. Para evitar
llegar a soluciones absurdas, como una poblacién negativa o infinita, a debe restringirse
al intervalo 0 < a < 4. Para valores a < 1, la poblacién tiende a extinguirse cualquiera

que sea el valor inicial zo. Si se tiene 1 < a < 3, la poblacién, para todo zg diferente de 0

6 1, tiende al valor 1~ (1/a), que corresponde a un punto fijo estable de la ecuacién (14).
Para a = 3 ocurre lo que se llama una bifurcacién de ese punto fijo: con 3 < a < 3.45
y cualquiera que sea la poblacién inicial, exceptuados los valores 0 y '1, las sucesivas
poblaciones z,, tienden al crecer n a estabilizarse en un ciclo de dos valores, saltando del
uno al otro en cada afio. Una nueva bifurcacién ocurre para a = 3.45, de modo que pasa a
tenerse, como limite al que tiende la poblacién, un ciclo de cuatro valores. Y asi , & medida
que crece a y cada vez para menores incrementos de este pardmetro, se encuentran nuevas
bifurcaciones hasta llegar a una situacién, con 3.57 < @ < 4, en que los sucesivos valores
de z, parecen a primera vista totalmente aleatorios, Y digo a primera vista porque el
comportamiento del sistema no es en absoluto aleatorio, sino caético. Veamos cudl es la
diferencia entre esos dos calificativos. '

Si a uno le dan los sucesivos valores x,,, que parecen no tener orden ni concierto, puede
llegar a descubrir la relacién (14) por el procedimiento de representar grédficamente z,,
en funcién de z, para todo n, es decir, dibujar en un plano los puntos (n, Tpe1). No
serfa dificil darse cuenta de que el grafico corresponde a la funcién f (z) = az(1 — z). Eso
prueba que el comportamiento del sistema no es aleatorio, sino plenamente determinista.
Y, una vez que se ha visto que la ley es (14), puede predecirse el valor de Tyy1 & partir
del de z,. Lo que da el cardcter caético al comportamiento del sistema es su extrema
sensibilidad a las condiciones iniciales. De tal m.anera, que, atin conociendo la relacién
(14), podemos hacer predicciones fables acerca de los primeros valores sucesivos de la
poblacién, pero no a largo término, ya que para eso necesitarfamos conocer el valor de
partida con infinites cifras y mantener esas infinitas cifras a lo largo de todos los cdleulos.

La sensibilidad a las condiciones iniciales que caracteriza al caos determinista puede
expresarse de modo cuantitativo mediante los llamados exponentes de Lyapunov. Para un
mapping del tipo

Tni1 = f(Za), (15)

como es el logfstico, hay un solo exponente de Lyapunov, A, que se define como el valor
promedio del logaritmo neperiano del médulo de la derivada de la funcién f (z) que ca-
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racteriza al mapping calculada para los sucesivos valores z,,,
A= (In|df /dz|,). (16)

La razén de esta definicién estd en que si consideramos la evolucién de dos poblaciones
cuyos valores iniciales zy y ¢ + € difieren en una pequefia cantidad, ¢ < 1, la diferencia

de las poblaciones en la primera iteracién serd
f(@o +€) — f(m0) = e(df /dz)s, + O(€?) : (17)

¥, con la cruda aproximacion de reemplazar df /dz por su valor promedio, exp(A), resulta
que al cabo de [V iteraciones la diferencia entre los valores de una y otra poblacién puede
ser eexp(AN): En los casos en que el exponente de Lyapunov resulte ser positivo, nos
encontramos con que, ain con un pequefifsimo error € en el valor inicial de la poblacién,
o en cualquiera de los célculos posteriores, no podemos hacer predicciones a largo plazo,
puesto que el error aumenta exponencialmente. El ndmero N, = I1 /A se lama horizonte
de Lyapunov y limita el alcance de las predicciones razonablemente fiables que pueden
hacerse para un sistema sensible a las condiciones iniciales.
Como ilustracién pueden considerarse las dos secuencias generadas por el mapping

Tpgt = oy (1 — z2), ' (18)

con o = 2.5 y dos valores iniciales distintos pero muy prdéximos, xﬁl} = (.700000000 y
2§ = 0.700000001. Los valores que resultan para z{) (i = 1,2) estdn representados en
la Figura 4. Como puede observarse, no hay diferencia apreciable a simple vista entre

los valores de una y otra secuencia hasta n =z 30. Pero para n > 40 ya se advierte una

clara diferencia entre unos y otros valores, a pesar de que los iniciales podfan considerarse

coincidentes con un error relativo de sélo 1078, una precisién que rara vez se consigue en
las medidas experimentales. Si quisiéramos tener concordancia a simple vista hasta n = 40
necesitarfamos coincidencia en los valores iniciales con un error relativo de 10712, A esta
dependencia de las condiciones iniciales tan acusada se la suele designar con el nombre de
efecto mariposa: tna mariposa volando lentamente ocasiona una alteracién sumamente
pequefia del flujo de aire en la atmdsfera, despreciable dirfamos, pero suficiente para
impedirnos predecir el tiempo que hard dentro de una semana. _

Los mappings unidimensionales, como el logfstico, ponen ya de manifiesto el pesible
comportamiento cadtico de un sistema. Pero no muestran, sin embargo, toda la riqueza de
fenémenos que pueden observarse en ese comportamiento cuando se consideran mappings
de dimensién mayor, es decir, con més variables. Por ese motivo han sido muy estudiados
los mappings bidimensionales, que siguen siendo sencillos de tratar, en lo que concierne
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Figura 4.—Sensibilidad a las condiciones iniciales. Se muestran dos secuencias generadas por
un mismo mapping, el dado por la ecuacién (18), para dos valores iniciales ligeramente difer-
entes. Los rombos llenos, que se han unido con una linea quebrada para guiar al ojo, corre-
sponden & valores de @, obtenidos empezando con zg = 0.700000000 y los rombos vacios con
* xp = 0.700000001.

a experimentos numéricos y representaciones grificas, pero presentan ya aspectos que
son generales en mappings de dimensién superior. Voy a referirme solamente a dos de
esos mappings bidimensionales que son los més analizados y a cuyo estudio he aportado
modestas contribuciones [10}, [11], [12]: el mapping standard o de CHIRIKOV-TAYLOR [2]
y el mapping de Hénon.

Mapping Standard

Es el resultado de efectuar la seccién de Poincaré, tal como se ha descrito antes, para
un sistema Hamiltoniano que puede representar diversas situaciones fisicas, como por
ejemplo el movimiento de una particula cargada en una botella magnética (el tipo de dis-
positivo con que se pretende confinar el plasma para lograr la fusién nuclear), o también el
movimiento de un rotor rigido que recibe peridédicamente impulsos instantdneos regulares.
Pero el mayor interés del mapping standard estd en que describe el comportamie.nto en
la vecindad de la separatriz para la gran generalidad de los sistemas no lineales, y de ahf
el nombre de standard con que se lo deéigna‘

El mapping en cuestién es una aplicacién del plano en sf mismo dada por

Tpgl = Tn+¥Yn+Asinz,  (mod 2r), (19)
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Yn+l = Yn+ Asinm,, (20) -

Aquf 2, e y, son las variables Angulo y accién que describen el estado del sistema en el
instante n y A es un pardmetro que mide la intensidad de la perturbacién no lineal, La
periodicidad (mod 2r) en la variable , consecuencia de su significado de dngulo, hace
que podamos considerar el mapping como teniendo lugar no en todo el plano, sino en una
banda vertical infinita de anchura 27 o, equivalentemente, sobre la superficie cilindrica
que resulta enrollando esa banda en torno a un eje vertical. Esa periodicidad en la variable
% hace que se tenga al mismo tiempo una simetrfa de traslacién 2r en la variable , colmo
resulta evidente de las ecuaciones (19) y (20).

En ausencia de perturbacién no lineal, A = 0, todos los movimientos son regulares. Si
las condiciones iniciales son tales que yo/2m es un nimero racional p/q (siendo p y g primos
entre sf), la, historia (trayectoria en el espacio dngulo-acci6n) del sistema es periédica: un
conjunto de ¢ puntos que se van ocupando uno tras otro repetidamente para sucesivos
valores de n. Se dice entonces que se tiene una resonancia de p'erfodo g. Siyo/2m es
irracional, la historia, que suele llamarse cuasiperiédica, es un conjunto infinito de puntos
que van siendo ocupados una sola vez, sin que haya posibilidad de que se repita un estado
del sistema, y que llenan densamente una linea horizontal. En el caso de dimensionalidad
meyor, en lugar de esa linea se tiene un toro, por lo que es preferible verla como un toro
degenerado y, de hecho, a las lineas resultantes para diferentes valores irracionales de
Yo/ 27 se lag llama (por razones que luego se verdn) KAM-toros,

Imaginando que el mapping tiene lugar sobre una superficie cilindrica, tal como hemos
indicado antes, puede definirse para cada una de las historias su nimero de rotacién w
como el lfmite, cuando n tiende a infinito, del cociente entre el mimero de vueltas que el
punto representativo del sistema ha dado alrededor del cilindro al cabo de n iteraciones
y dicho valor de n. (Es evidente que, para el caso que estamos considerando de A = 0,
se tiene w = yo/2m.) Asf pues, las historias periddicas o resonancias tienen niimero de
rotacién racional y las cuagiperiddicas o KAM-toros irracional.

Si ahora se introduce una perturbacién no lineal de pequefia intensidad, A < 1, los
puntos que constituyen las historias periédicas cambian ligeramente de posicién, los KAM-
toros se deforman, subiendo en unas regiones y bajando en otras respecto a la linea hori-
zontal que eran originalmente, y muchos de ellos desaparecen, surgiendo en su lugar una
especie de bandas casi horizontales que son llenadas de un modo estocéstico por historias
correspondientes a los nimeros de rotacién irracionales cuyos toros han desaparecido, y
que representan un comportamiento cadtico del sistema. Hay un teorema famoso proba-
do, con generalidad creciente y a lo largo de varios afios, por Kolmogorov, Arnold y Moser
(KAM) que asegura, al menos para perturbaciones suficientemente pequefias, la persisten-
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cia de historias cuasiperiédicas, o sea, de KAM-toros. Sin embargo, a medida que erece
la interisidad A de la perturbacién no lineal, méds y més KAM-toros son destruidos, hasta
que para un valor critico, g, desaparece el iiltimo de ellos. Al mismo tiempo, las bandas
estocdsticas, que estaban limitadas por KAM-toros, se van uniendo al desaparecer éstos,
amplian asf su anchura, y terminan, para A > A, cubriendo todo el espacio dngulo-accién
a excepcién de los puntos asociados a las resonancias y unas pequefias regiones en torno
a cada uno de ellos llamadas islas de estabilidad.

Es muy interesante ademds observar cudndo y cédmo desaparecen los diversos KAM-
toros a medida que crece el pardmetro de no linealidad A. La persistencia de los toros estd .
estrechamente relacionada con el cardcter irracional de su mimero de rotacién asociado
w. Cuanto més dificil resulta aproximar w por nimeros racionales, es decir, cuanto més
lentamente converge la fraccién continua infinita representativa de w (limitdndonos a la

region 0 < y < 2m) i

w= o1, 03,08, .| F ————, - (21)
a + —————
an +
_ Qg+
con ay, as, as, ... enteros positivos, tanto mayor es el valor de A para el cual el toro

correspondiente desaparece. Asi, el toro mds persistente, el que desaparece cuando )

alcanza el valor crftico A, tiene como nimero de rotacién el dureo

V-1
2

Los inmediatamente anteriores en desaparecer, para valores de A ligeramente inferiores a

Wy =

S Tl e | (22)

A, 801 los de niimero de rotacién noble,
w=[n111,..] . (23)

En cambio, aquellos KAM-toros para los que la secuencia ay, as, aa, ... crece (y, por tanto,
la fraccién continua [a1, aq, ag, . . .] converge rapidamente) son los primeros en desaparecer,
para valores muy bajos de A. Y en lo que concierne a cémo desaparecen los toros, se
conjetura que, para un cierto valor de A, se convierten en conjuntos de Cantor, de los que
luego hablaré, (Usando una terminologia que en mi opinién es algo cursi, se dice en inglés
que se convierten de KAM-tori en Cantori.) Esos conjuntos de Cantor presentan huecos
a través de los cuales pueden comunicarse las bandas estocédsticas que hay a uno y otro
lado y, al crecer A, el conjunto de Cantor pierde su identidad y sus puntos pasan a formar

parte de la banda estocdstica resultante de la fusién de las dos que se tenian.

Mapping de Hénon

El mapping standard a que acabo de referirme corresponde a un sistema dindmico

Hamiltoniano. La conservacién de la integral de energfa, que se tiene para todo sistema
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Hamiltoniano, induce en el mapping la conservacién de las 4reas: la regién delimitada
por una curva cerrada se distorsiona en cada iteracién del mapping, pudiendo llegar a
adoptar formas inimaginables, pero el érea de esa regién se preserva. Esa propiedad se

pierde cuando se trata de un mapping
Tnt1 = Fl(wm yﬂ): (24)
Yo+t = FaZn, ), (25)

que ya no corresponde a un sistema Hamiltoniano y cuyo determinante Jacobiano

6xn +1 a-"’-‘:tn-i-l

dz, AYn
J= (26)
ayn-f— 1 8?)*91 +1
dz,, Oy,

es diferente de 1. Se han estudiado multitud de mappings con J < 1, como por ejemplo
el mapping standard disipativo

Tpyl = Bn+ Yo+ Asinzy, (27)
yn+l = kyﬂ '+' }\Si_'ﬂ Ty k < lr (28)

que describe el mismo rotor golpeado periédicamente del mapping standard pero sometido
ahora a rozamiento de modo que su velocidad angular sufre en cada paso una reduceién
por un factor k. Para ci.ertos rangos de valores de los pardmetros y cualesquiera que
sean lag condiciones iniciales, los puntos (_:c,,, Yn) tienden a acumularse sobre unas figuras
llamadas atractores extrarios. El més famoso de todos los mappings disipativos es el
propuesto por HENON [4], a saber,

Tyt = 14y, —aal, (29)

by, - (30)

Ynt1

La existencia de atractores extrafios se detecta para diferentes rangos de valores de los
parémetros a y b. En particular Hénon consideré a = 1.4 y b= 0.3 en su trabajo original.
Cualquiera que sea el par (xg,3o) de valores iniciales, los sucesivos iterados (zn,y,) se
disponen (después de unos pocos primeros transitorios) a lo largo de una especie de linea,
sumamente infrincada a causa de sus infinitos pliegues, que constituye el atractor de
Hénon, En la Figura 5 se muestra dicho atractor.

Los atractores extrdﬁos_, presentan unas caracterfsticas muy peculiares: son autoseme-
Jantes, tienen transversalmente la estructura de un conjunto de Cantor, y son de dimensién
no ent‘.éra, es decir, fractales. Creo que merece la pena comentar brevemente cada uno de

estos tres aspectos,
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Figura 5.—Atractor de Hénon. En cada una de las figuras (a), (b), (c) y (d) se han dibujado
sélo mil puntos situados sobre el atractor. Las (b), (c) y () son ampliacién de los recuadros

sefialados en (a), (b) ¥ (c), respectivamente.

Autosemejanza

Se dice que un objeto es autosemejante cuando su representacién grafica presenta el
mismo aspecto aun cuando se utilicen diferentes escalas. El ejemplo més familiar de objeto
plano autosemejante es el grafico de la espiral logaritmica, de ecuacién en coordenadas

polares _
p=poexp(kf), po >0, Kk constante. (31)

Puesto que angulos que difieren en 27 tienen la misma representacién en el plano, es
evidente que un cambio de escala por un factor exp(27k) deja el gréfico invariante: es
exactamente autosemejante con dicho factor de escala. Y, por supuesto, también con
cualquier factor exp(2rmk), con m entero. Para otros cambios de escala, el gréfico no
resulta invariante, pero conserva el mismo aspecto, como puede observarse en la Figura
6.

Los atractores extrafios gozan de esa propiedad de autosemejanza. En la Figura 5
se representa él atractor de Hénon, del que he hablado antes, y se puede ver cémo las

repetidas ampliaciones muestran siempre la misma estructura.
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Figura 6.—Espiral logaritmica. La linea continua es un fragmento del grdfico de la funcién
p = poexp(k#), con pp = 2 y k = 0.1, que es invariante en un cambio de escala por un factor
exp(27k). La linea de puntos se obtiene de la linea continua en el cambio de escala por un factor
0.5.

Conjuntos de Cantor

A finales del siglo pasado, el matemdtico Georg Cantor, creador de la Teorfa de Con-
juntos, sorprendié a sus colegas con algo cuya existencia resultaba increfble incluso para
é] mismo, a pesar de que posefa la demostracién: un conjunto de niimeros reales compren-
didos entre 0 y 1 que era de medida nula y al mismo tiempo no numerable. La expresion
“de medida nula” viene a decir que, si representdsemos esos puntos en un segmento de
longitud 1 y lanzdsemos contra el segmento un dardo qu.e impactase al azar sobre €,
tendriamos probabilidad nula de acertar sobre uno de tales puntos. Esto, que sugiere una
idea intuitiva de escasez de esos puntos en el iﬁtervalo [0,1], contrasta con la impresién
de abundancia que produce el hecho de que constituyen un conjunto no numerable, como
el de todos los niimeros reales.

Formalmente se define un conjunto de Cantor como uno totalmente inconexo, cerrado
y perfecto. Un conjunto totalmente inconexo no tiene elementos interiores; es cerrado si
incluye los elementos de su frontera, es decir, los elementos en cuyo entorno, por pequefio
que sea, hay tanto elementos pertenecientes como ajenos al conjunto; es perfecto si coin-
cide con el conjunto de sus elementos de acumulacién, Pero es mucho més fécil imaginarse
un conjunto de Cantor recurriendo a similes grificos. El mds conocido es el que se ob-

tiene a partir del intervalo [0, 1] por repetida supresin del tercio abierto central, cuyas
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Figura 7.—Primeras etapas de un proceso infinito que, en el limite, genera un conjunto de

Cantor,

sucesivas etapas se ilustran en la Figura 7. Se comienza con el intervalo cerrado [0,1]. En
la primera etapa se exc]ujzen los puntos del tercio abierto central, o sea los del intervalo
abierto (1/3,2/3). En la segunda etapa se suprime el tercio abierto central en cada uno de
los dos intervalos cerrados que quedaban, es decir, se excluyen los puntos de los intervalos
abiertos (1/9,2/9) y (7/9,8/9). Y asi sucesivamente. Lo que queda después de infinitas
etapas es un conjunto que MANDELBROT [6] acertadamente denominé polvo de Cantor.
En ese conjunto resultante no hay ningin intervalo; sélo puntos aislados. O en otras
palabras, siempre verfamos huecos cualquiera que fuese el aumento de la lupa con que lo
pudiésemos examinar. Asf pues, el conjunto de Cantor es totalmente discontinuo, como la
materia formada por dtomos, y, paradéjicamente, es infinitamente divisible, como ocurre
con el continuo. Para aquellos que prefieran los mimeros a los gréficos, el conjunto de

Cantor a que me estoy refiriendo es el de los niimeros que pueden escribirse en la forma

bt te
g F g P ey, (32)

donde los ¢, pueden tomar solamente los valores 0 y 2; o también, usando un sistema

ternario de numeracién, en la forma
Otyty.. . tn..\s (33)

Y ya que he hablado hace un momento de autosemejanza, cabe decir que el conjunto de
Cantor a que me estoy refiriendo es autosemejante en un cambio de escala por un factor
3. En efecto; a partir de la representacién ternaria dada en (33) se ve inmediatamente que
los elementos del conjunto que resulta al multiplicar por dicho factor serfan de la forma
titats.. .ty .. ., ¥ 5i nos restringimos al intervalo [0, 1] quedan en la forma O.tgts...t,.. .,
que es equivalente a (33).

Pues bien; estos curiosos conjuntos parecen tener predileccién por los sistemas cadticos;
o viceversa. Ya he mencionado antes, al hablar del mapping standard, que los KAM-toros,
al aumentar el pardmetro de no linealidad, pasan a ser conjuntos de Cantor justo antes
de desaparecer, es decir, en la transicién del comportamiento cuasiperiédico del sistema
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Figura 8.—Primeras etapas de un proceso infinito que, en el lfmite, genera la curva de Koch.

al cadtico. Y resulta que, en los mappings disipativos, como el de Hénon, las secciones
transversales de los atractores extrafios tienen también la estructura de conjuntos de

Cantor:

Fractales

La manera més sencilla de obtener estructuras autosemejantes es, partiendo de un
objeto dado, repetir una cierta operacién algebraica, simbélica o geométrica;, a escala
cada vez mds pequefia. El ejemplo clasico es la conocida curva de Koch en el plano.
Se comienza con un segmento de recta, por ejemplo de longitud 1, que va a servir de
iniciador. Entonces se reemplaza el tercio central por los otros dos lados del tridngulo
equildtero que se levantaria sobre él, tal como se indica en la Figura 8. La linea quebrada
que resulta es el generador. A continuacién se hace lo mismo en cada uno de los tramos
rectos del generador, prestando atencién al sentido de recorrido de cada uno de esos
tramos. Y asi se va repitiendo el proceso indefinidamente. El limite, la curva de Koch,
es una linea continua pero no diferenciable, es decir, sin que sea posible trazar tangentes
a ella, en ningtin punto. Hace ya més de un siglo, Weierstraf} tuvo que dar ejemplos de
curvas te este tipo para vencer la incredulidad de sus colegas (entre ellos Hermite) acerca
de su existencia. La curva de Koch es la ilustracién més clara de lo que se entiende por
un fractal: un objeto geométrico tal que el nimero de sus dimensiones es, en términos
coloquiales, fraccionario. Pero analicemos esto con un poco més de cuidado,

Intuitivamente comprendemos que, como se nos ensefié en nuestros primeros encuen-
tros con la Gleometria, un punto no tiene dimensiones, o sea, es de dimension 0; una
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curva tiene dimensién 1; una superficie, 2; y una figura tal como un cubo o un cono, es
de dimensién 3. Pero, dado que la intuicién muchas veces nos traiciona, coiwiene' utilizar
una definicién no subjetiva de dimensién. Pensemos, por ejemplo, en lo que se conoce
como dimensidn de Hausdorff. Consideremos un trozo de curva suave de longitud L. Un
valor aproximado de esa longitud se obtiene tratando de recorrerla con segmentos rectos
de longitud r, contando el ndmero N{r) de esos segmentos qué han sido necesarios, y
calculando el producto N(r) - r. Es evidente que nos aproximamos a la longitud real de
la curva si vamos disminuyendo la longitud r de los segmentos utilizados. De hecho,

L=limN(r)-r. (34)

Andlogamente, si tenemos un trozo de superficie, de 4rea S, podemos tratar de cubrirla
con N(r) cuadrados de lado r, y encontrarfamos

S = 11_155 N(r)-r2 , (35)
Y para un cierto volumen V, usando cubos de lado r, tendrfamos
V = lim N(r) - »®, (36)

La dimensién de Hausdorff de esas figuras no es otra cosa que el exponente con que aparece
7 en esas expresiones de la longitud, el drea y el volumen, o sea, 1, 2 y 3, respectivamente,
como era de esperar. Asf pues, designando por A la longitud, superficie o volumen de la

figura, segin el caso, y por Dy su dimensién de Hausdorf, se tiene

T )

A= ll_l"l;l]N(T) pHy (37)
o, equivalentemente, log N (r)
. logN(r

Du = 11:1_1‘]3 log(1/r)’ (a8}

Y esto es lo que se toma como definicién de dimensién de Hausdorff. Vamos ahora a
aplicarla a la curva de Koch obtenida a partir del segmento de longitud 1. En primer
lugar observamos que en cada una de las sucesivas etapas se multiplica por 4 el nimero
de segmentos rectos que forman la linea quebrada, al tiempo que la longitud de cada
segmento queda dividida por 3. Asf pues, tras n etapas, se tiene

1
N{r) =4, res - (39)
Y, por tanto, | _—
Dipes iy 1084 OB osing (40)

n=coplogd  log3
De modo anélogo se puede obtener la dimensién de Hausdorff del conjunto de Cantor &

que me he referido antes: en cada etapa se dobla el niimero de segmentos al tiempo que
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la longitud de éstos se reduce por un factor 1/3. La dimensién de Hausdorff resulta ser,
pues, -
log 2

@: 0.63093. (41)

Asf que el conjunto de Cantor es algo intermedio entre un punto (o un conjunto numerable
de puntos aislados) y un segmento. Y la curva de Koch algo entre un segmento y el
cuadrado construfdo sobre ese segmento.

Adviértase que, pese a lo que el nombre sugiere, la dimensién de Hausdorff de un fractal
no es necesariamente una fraccién en el sentido habitual de cociente de dos enteros. En
los dos ejemplos expuestos resultan valores no enteros, pero no fracciones. Pero es que
ademds se tienen fractales de dimensién entera, como es el caso de la llamada curva de
Hilbert encerrada en un cuadrado de lado 1: aunque topolégicamente es una linea, su
dimensién de Hausdorff es 2. Y eso se corresponde con el hecho de que dicha curva pasa
tan cerca como se quiera de cualquier punto del interior del cuadrado.

Como ya he mencionado antes, los atractores que aparecen en los mappings disipativos

son fractales. De ahf el calificativo de extrafios que se les aplica.

Problemas actuales

Tras hablar de la Dindmica de Sistemas Cadticos y de algunaé de las peculiaridades
del Caos, lo procedente ahora serfa dar al menos una visién panorémi-‘;‘,a, del desarrollo
que estd teniendo esa Dindmica, tanto en su vertiente tedrica como en la aplicada. Pero
requerirfa mucho tiempo el tratar simplemente de presentar las diferentes lineas de trabajo
que se estdn siguiendo y los logros que se estdn obteniendo en cada una de ellas. Como no
quiero abusar de la paciencia de los presentes, debo limitarme a una mera enumeracién,
por supuesto incompleta.

En lo que concierne a los aspectos méds tedricos o bésiéos, siguen siendo objeto de
intenso estudio los mecanismos de instauracién del caos en sistemas periédicos al variar
uno de los pardmetros. Se conocen tres grandes 6ategor1’a.s de lo que se denomina rutas al
caog: intermitencia, duplicacién del periodo y cuasiperiodicidad. La cuestién es saber si
son estas las inicas posibles o existen otros mecanismos que todavia no conocemos.

Por otra parte, el teorema KAM (de Kolmogorov, Arnold y Moser) asegura la per-
manencia de érbitas o historias cuasiperiédicas aiin en presencia de términos no lineales,
siempre que Ila intensidad de esos términos se mantenga por debajo de un cierto valor. La
‘cota as! fijada por el teorema queda muy por debajo de la que experimentalmente puede
encontrarse. KEstd abierto, pues, el problema de mejorar la demostracién del teorema
KAM de modo que se obtengan cotas mds préximas a los valores reales.

Siguiendo con los pfobiemas maés bésicos, es obligado mencionar lo que suele llamarse el
problema ergddico en Mecdnica Estadistica. La hipétesis de Boltzmann, que constituye el
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fundamento para utilizar magnitudes estadfsticas en lugar de dindmica microscépica, estd
lejos de ser probada, dado que la mayor parte de los sistemas cadticos no son ergddicos.
También quiero referirme al interés que existe en extender a sistemas dindmicos de tres o
més dimensiones los resultados que ya se han obtenido en sistemas, mucho més sencillos,
de una o dos dimensiones. Asimismo, estd habiendo una gran actividad investigadora en lo
que se conoce como Caos Quéntico, que tiene por objeto el estudio de las peculiaridades de
sistemas cudnticos cuyos andlogos cldsicos son cadticos. Es un problema muy interesante
entender el modo én que los efectos cudnticos inhiben lo que de otro modo serfa un
comportamiento cadtico. '
En el terreno de las aplicaciones, quizé lo més destacado sea lo que podrfa denominarse
control del caos, mediante perturbaciones adecuadas. De ese modo se pretende influir para
mantener la regularidad e impedir un comportamiento caético en sistemas tan diversos
como cadenas de moléculas o de spines, reacciones quimicas, especies vegetales o animales,
marcapasos cordiales, satélites artificiales, etc.. El conocimiento de-las resonancias y las
islas de estabilidad dentro de las bandas estocdsticas es del mayor interéds para entender,
por ejemplo, la ausencia de érbitas en ciertas regiones (“gaps” de Kirkwood) del cinturén
de asteroides del Sistema Solar, o para su aprovechamiento en el disefio de confinadores
de plasma o de aceleradores de particulas. Y el estudio de las turbulencias es fundamental

en problemas de mecdnica de fluidos y de combustién,

£k ok

No sé si habré conseguido hacer ver a la audiencia el enorme interés, tanto intrinseco
como por sus aplicaciones, de la Dindmica de Sistemas Cadticos surgida a partir de la
Memoria de Poincaré de que hablaba al principio. Pero aquellos que benévolamente me
hayan prestado su atencién hasta ahora, deben sin duda sentirse defraudados porque no
he respondido a la pregunta crucial planteada al comienzo de'este discurso: | Es el Sistema
Solar estable? Humildemente hay que confesar que no lo sabemos. Pero en la Ciencia, la
mayor parte de las veces, lo importante no es encontrar respuestas, sino formular preglm-
tas. En el camino para hallar respuesta a esas preguntas suelen encontrarse resuitados
muchas veces mds interesantes que la propia respuesta a la pregunta original. Poincaré no
acertd a resolver la cuestién planteada por Welerstral, ni siquiera en el caso simplificado
del problema de tres cuerpos restringido. Pero en sus esfuerzos para dar con una solucién,
nos descubrié un nuevo mundo en el dominio de la Ciencia. Un mundo, ademds, en el que
para hacer investigacién no se necesitan grandes conocimientos previos ni instalaciones
costosas, y que, por lo tanto, estd al alcance de nuestros estudiantes de Licenciatui:a. Un
mundo, en definitiva, apasionante y que nos reserva muchas sorpresas.

El hallazgo de Poincaré ha venido a modificar drdsticamente la formulacién de modelos
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cientfficos. Por un lado ha establecido limites fundamentales a la posibilidad de hacer
predicciones con dichos modelos. Pero por otro lado ha hecho que fenémenos cuyo estudio
no se sabfa cémo abordar, por entenderse que eran aleatorios, puedan ser analizados con
modelos deterministas en régimen cadtico. ’
Hay que librarse de la tendencia a considerar un comportamiento caético como algo
insatisfactorio a causa de su cardcter impredecible. Pensemos que ese mismo caos puede
ser responsable de la amplificacién de pequefias fluctuaciones que, fijadas en los cédigos
genéticos de las plantas o de los animales, hayan permitido la evolucién de las especies.
Més atn (y termino con estas palabras de CRUTCHFIELD et al. [3]): .

“El mismo proceso del progreso intelectual se basa en la inyeccién de
nuevas ideas y en nuevos modos de conectar las viejas. Bajo la creatividad
innata podrfa haber un proceso cadtico subyacente que amplifica selectiva-
mente pequefias fluctuaciones y las moldea en estados mentales coherentes y
macroscdpicos que se experimentan como pensamientos. En algunos casos,
los pensamientos pueden ser decisiones o lo que se siente como ejercicio de
la voluntad. Desde esta perspectiva, el caos proporciona un mecanismo que
permite el libre albedrio en un mundo gobernado por leyes deterministas.”
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