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Abstract

The electrical activity of the heart is the result of complex biophysical and bio-

chemical processes occurring at different scales ranging from submicroscopic to macro-

scopic. The variability arising from these processes has important effects on cardiac

function under both physiological and pathological conditions. In this review, mathe-

matical modeling and simulation of cardiac electrical variability at the level of the cell,

tissue and whole organ will be reviewed. A set of studies will be presented, which in-

vestigate the role that the stochastic gating of ion channels of cardiac cell membranes

plays in the generation of electrical voltage variations along time. Also, methodolo-

gies for the development, calibration and evaluation of populations of mathemati-

cal models able to represent variations in cardiac electrophysiology across space, i.e.

among cells, tissues or individuals, will be described. In particular, methods based on

state-space representations, dimension reduction techniques and nonlinear adaptive

filtering will be presented and their capacity to replicate experimentally measured

spatio-temporal variability will be illustrated. The importance of these methodolo-

gies will be shown as a means to ascertain the mechanisms underlying variability, to

establish the link between variability and cardiac arrhythmias (irregularities in heart

beating) and to propose clinical markers for diagnosis, monitoring and treatment of

cardiac diseases.
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Resumen

La actividad eléctrica del corazón es el resultado de complejos procesos biof́ısi-

cos y bioqúımicos que ocurren a muy distintos niveles, desde el submicrométrico al

macroscópico. La variabilidad que se origina en estos procesos tiene importantes re-

percusiones en la función card́ıaca tanto en condiciones fisiológicas como patológicas.

En este trabajo de revisión se abordará el modelado matemático y la simulación

computacional de la variabilidad eléctrica a escalas que abarcan la célula, el tejido y

el órgano completo. Se presentará un conjunto de estudios que investigan el papel que

desempeña la estocasticidad, presente en la apertura y cierre de los canales iónicos de

la membrana celular, en la generación de variaciones del potencial eléctrico card́ıaco

a lo largo del tiempo. Asimismo se describirán metodoloǵıas para el desarrollo, cali-

bración y evaluación de poblaciones de modelos matemáticos capaces de representar

variaciones en la electrofisioloǵıa card́ıaca a lo largo del espacio, esto es, entre distin-

tas células, tejidos o individuos. Se profundizará en la revisión de métodos basados

en representaciones estado-espacio, técnicas de reducción de dimensiones y filtrado

adaptativo no lineal para la replicación de la variabilidad espacio-temporal cuan-

tificada experimentalmente. Se expondrá cómo la utilización de estas metodoloǵıas

permite una investigación robusta de los mecanismos que subyacen a la variabilidad,

su conexión con el riesgo de sufrir arritmias (irregularidades en el latir del corazón)

y la propuesta de marcadores con potencial uso para el diagnóstico, monitorización

y terapia de enfermedades card́ıacas.

1. La función eléctrica del corazón

1.1. Motivación

Las enfermedades cardiovasculares representan la primera causa de muerte en el mundo

según los datos proporcionados por la Organización Mundial de la Salud. Se estima que

aproximadamente 18 millones de personas mueren al año por este tipo de enfermedades, lo

que representa un 32 % de todas las muertes en el mundo. Entre las enfermedades cardio-

vasculares, una fracción relevante de ellas está relacionada con el desarrollo de arritmias,

algunas de las cuales pueden llevar a la muerte súbita card́ıaca. Las arritmias se definen

como irregularidades en la forma de latir del corazón y pueden deberse a defectos en la

generación del impulso eléctrico, en la transmisión de dicho impulso a lo largo del corazón

o en ambas.
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Una caracteŕıstica de las arritmias card́ıacas es su naturaleza impredecible. Hoy en

d́ıa sigue siendo imposible explicar en muchos casos por qué un paciente muere en un

momento en particular debido a una arritmia. Los corazones de distintas personas presentan

comportamientos muy diferentes ante un mismo evento, observándose en algunos de ellos la

generación de arritmias pero no aśı en otros. Incluso el mismo corazón, el mismo tejido o la

misma célula card́ıaca pueden reaccionar de manera diferente a un evento dependiendo del

instante de tiempo debido a la elevada variabilidad temporal existente y a la estocasticidad

que subyace a dicha variabilidad. Para investigar este tipo de fenómenos se requiere disponer

de un profundo conocimiento del funcionamiento del corazón desde el nivel subcelular hasta

el órgano completo.

El corazón es el órgano más importante del sistema circulatorio y se encarga de bombear

sangre rica en ox́ıgeno al resto del cuerpo de manera que el organismo pueda realizar sus

funciones. El corazón está dividido en dos partes, izquierda y derecha, cada una de las

cuales comprende una auŕıcula (cavidad superior) y un ventŕıculo (cavidad inferior). En

el corazón hay cuatro válvulas que controlan el flujo de sangre entre las auŕıculas y los

ventŕıculos y entre los ventŕıculos y las arterias que llevan la sangre a los pulmones y al

resto del cuerpo. En condiciones normales, la sangre pobre en ox́ıgeno llega al corazón a

través de la auŕıcula derecha, que se contrae tras su excitación eléctrica y pasa la sangre al

ventŕıculo derecho. Desde alĺı, la contracción ventricular bombea la sangre a los pulmones

para ser oxigenada. Mientras tanto, en la parte izquierda, la sangre rica en ox́ıgeno entra

en la auŕıcula izquierda desde los pulmones y, tras la contracción auricular que sucede a su

activación eléctrica, pasa al ventŕıculo izquierdo. La contracción de este es la responsable

del bombeo de sangre rica en ox́ıgeno a todos los órganos del cuerpo. Considerando esta

forma de acción del corazón, puede comprenderse que para que la circulación sangúınea sea

apropiada se requiere de una interacción muy estrecha entre la función eléctrica y mecánica

del corazón, siendo la activación eléctrica la desencadenante de la contracción mecánica.

Dada la complejidad del funcionamiento del corazón como sistema en el que interactúan

una gran cantidad de elementos que ocurren a muy distintas escalas espaciales y tempo-

rales, la modelización matemática y la simulación computacional de la actividad eléctrica

del corazón, combinada con el procesado de las señales generadas, proporcionan un mar-

co ideal en el que incorporar la información recogida mediante métodos experimentales y

cĺınicos e investigar acerca de las causas y consecuencias de distintos fenómenos eléctricos.
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En particular, la modelización matemática permite testar hipótesis dif́ıciles de probar en

el laboratorio y predecir comportamientos anómalos. Los avances realizados en las últimas

décadas permiten augurar que en un futuro cercano la modelización matemática y la simu-

lación del funcionamiento del corazón podŕıan convertirse en herramientas complementarias

a las habitualmente empleadas en el entorno cĺınico para mejorar la prevención, diagnóstico

y monitorización de enfermedades card́ıacas y optimizar sus tratamientos.

1.2. Electrofisioloǵıa celular card́ıaca

La actividad eléctrica de las células card́ıacas puede explicarse a través de la presencia

de una serie de protéınas insertadas en la membrana celular, principalmente de tres tipos:

canales iónicos, intercambiadores y bombas. Los canales iónicos permiten el paso de iones de

forma selectiva entre el interior y el exterior de la célula mediante cambios conformacionales,

esto es, en la forma de la protéına, que hacen que el canal se abra y conduzca los iones o

se cierre y restrinja el movimiento de los mismos a través de la membrana [5]. La Figura 1

ilustra el movimiento de apertura y cierre de un canal iónico. Los principales iones en los

medios intracelular y extracelular son sodio (Na+), potasio (K+), calcio (Ca2+) y cloro (Cl– )

y su movimiento pasivo a través de los canales iónicos viene determinado por dos fuerzas:

el gradiente eléctrico (diferencia de potencial entre el interior y el exterior de la célula) y

el gradiente qúımico (diferencia de concentraciones entre ambos medios). Por otra parte, el

intercambiador sodio-calcio representa un elemento muy relevante para la extrusión de Ca2+

de la célula, mientras que la bomba sodio-potasio es el principal mecanismo de transporte

activo de iones y es responsable del mantenimiento de los gradientes en las concentraciones

de Na+ y K+ a ambos lados de la membrana celular.

Figura 1: Representación de la dinámica de compuerta de un canal iónico en respuesta a cambios en el

potencial transmembrana.

Cuando las células auriculares y ventriculares reciben un est́ımulo externo por encima

del umbral mı́nimo requerido, el cual se ha generado en circunstancias normales en el
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nodo seno-auricular o marcapasos natural del corazón y se ha transmitido a lo largo del

corazón, el potencial transmembrana de la célula experimenta un rápido crecimiento (fase

de activación o despolarización) seguido de un decrecimiento mucho más lento durante el

cual la célula vuelve a su estado de reposo (fase de relajación o repolarización). El cambio

en el potencial transmembrana a lo largo del tiempo correspondiente a un ciclo o latido

card́ıaco se denomina potencial de acción (AP, por sus siglas en inglés). Mientras que

la fase de despolarización se asocia fundamentalmente con la entrada de iones de sodio

a través de los canales de sodio, en la posterior vuelta al estado de reposo intervienen

múltiples iones que circulan a través de distintas familias de canales iónicos, tal como

se representa en la Figura 2. El calcio que entra en la célula a través de los canales de

Ca2+ desencadena la liberación de calcio del ret́ıculo sarcoplásmico situado en el interior

de la célula. Parte del calcio liberado se une a una protéına, la troponina, permitiendo la

interacción de dos protéınas contráctiles, actina y miosina, lo que termina dando lugar a la

contracción mecánica.

Figura 2: Potencial de acción de una célula card́ıaca y representación de las principales corrientes iónicas

de entrada y salida de la célula en cada una de las fases del potencial de acción. Las flechas con la punta

hacia abajo indican que la corriente es de entrada a la célula, las flechas con la punta hacia arriba indican

que la corriente es de salida de la célula y las flechas con doble punta indican que la corriente se mueve

tanto en sentido de entrada como de salida.

Puesto que los canales iónicos son moléculas discretas, los cambios conformacionales de

estas protéınas y sus mecanismos de apertura y cierre son estocásticos. A modo de confir-

mación, se han llevado a cabo estudios experimentales sobre canales iónicos individuales
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utilizando la técnica de patch-clamp. Estos estudios han mostrado que, tras aplicar una

corriente de despolarización fija, cada medición de la corriente que atraviesa un canal in-

dividual genera un patrón distinto de apertura del mismo. Esta comprobación acerca del

movimiento aleatorio de los canales iónicos sugiere que solo puede predecirse la dinámica

del movimiento de compuerta de estos canales a través de la teoŕıa de la probabilidad.

Cada familia de canales iónicos presente en la membrana de una célula posee dinámicas

de compuertas distintas con mecanismos muy variados a nivel estructural y funcional que

permiten explicar dichas dinámicas [30]. Además, cada una de estas familias es altamente

permeable a un tipo particular de ion. Cuando este tipo espećıfico de ion entra en contacto

con el canal, interacciona con elementos espećıficos del mismo y esta interacción permite

su paso, lo cual no sucede con otros tipos de iones. Esta propiedad de selectividad de los

canales garantiza el control del flujo de corrientes iónicas de tal forma que se genere y

mantenga el AP y la célula pueda realizar sus funciones convenientemente.

Una caracteŕıstica muy relevante de la función card́ıaca es su repolarización eléctrica.

Esta comprende: la fase 1, en la que se produce una disminución transitoria del potencial

transmembrana inmediatamente posterior a la despolarización producida en la fase 0; la

fase 2 o de meseta, durante la cual el potencial decrece muy lentamente; y la fase 3 o de

repolarización rápida, en la que el potencial cae rápidamente hasta alcanzar nuevamente el

estado de reposo en el que permanece durante la fase 4. La Figura 3 muestra las distintas

fases del AP de una célula ventricular, entre las que pueden apreciarse las fases 1, 2 y

3 que conforman la repolarización eléctrica. Tal como se ha descrito anteriormente, la

repolarización celular no viene determinada por una única corriente iónica como en el caso

de la despolarización, que está controlada en gran medida por el flujo rápido de entrada de

iones de sodio a través de canales de sodio (INa). En el caso de la repolarización intervienen

diversas familias de canales iónicos, bombas e intercambiadores, algunos de los cuales tienen

un papel redundante [86]. Esta redundancia, acuñada como reserva de la repolarización [66],

garantiza que, aunque algunos de los mecanismos fallen, sea todav́ıa posible mantener en

gran medida la forma normal de retorno de la célula a su estado de reposo. Cuatro de las

corrientes iónicas con un papel crucial en la fase de repolarización son la corriente transitoria

de salida de potasio (Ito), la corriente rectificadora tard́ıa de potasio de activación rápida

(IKr), la corriente rectificadora tard́ıa de potasio de activación lenta (IKs) y la corriente de

entrada de calcio de tipo L (ICaL).
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Figura 3: Fases del potencial de acción de una célula ventricular.

1.3. Propagación eléctrica en el tejido card́ıaco y a lo largo del corazón

El corazón es un órgano muscular compuesto mayoritariamente por tejido muscular es-

pecializado denominado miocardio, el cual vaŕıa en grosor, siendo, por ejemplo, más grueso

en el ventŕıculo izquierdo debido a que se encarga de bombear la sangre al resto del cuer-

po y más fino en el ventŕıculo derecho al tener que bombear la sangre solamente a los

pulmones. La capa más interna del miocardio se conoce como epicardio, la más interna

como endocardio y la parte central como miocardio medio. La mayor parte del miocardio

se encuentra ocupado por los cardiomiocitos, que son células card́ıacas con capacidad para

transmitir el impulso eléctrico a través de las llamadas uniones gap existentes entre células

contiguas. Los cardiomiocitos presentes en algunas regiones del corazón tienen capacidad

para generar de forma espontánea los impulsos eléctricos. Además de los cardiomiocitos,

cuyo comportamiento se ha descrito en el apartado 1.2, existen también otros tipos celu-

lares como los fibroblastos o las células endoteliales. La arquitectura del miocardio es muy

heterogénea y se encuentra formada por láminas de tejido interconectadas entre śı. En cada

una de estas láminas, las células están organizadas longitudinalmente formando fibras, tal

como se muestra en la Figura 4. Estas fibras presentan rotaciones en su orientación. En el

ventŕıculo izquierdo, se ha demostrado que estas rotaciones tienen un patrón que es función

de la distancia transmural de endocardio a epicardio y de la altura en el eje ápex-base. La

mencionada rotación de las fibras permite al corazón girar cuando se contrae, lo que da

lugar a un bombeo más eficiente.

La propagación del impulso eléctrico a lo largo de todo el corazón proporciona el est́ımulo
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Figura 4: Esquema de láminas y fibras miocárdicas.

a las células para que se contraigan, lo que hace que el corazón lata. La actividad eléctrica

se inicia cuando el nodo sinoauricular, que es un grupo de células situadas en la parte

superior de la auricular derecha y actúa como marcapasos natural del corazón, genera un

AP. Este AP se propaga desde el nodo sinoauricular hasta las auŕıculas, activando primero

la auŕıcula derecha y posteriormente la izquierda. Posteriormente el impulso se transmite

hasta el nodo auŕıculoventricular, donde sufre un retardo para permitir que la sangre pase

de las auŕıculas a los ventŕıculos. A continuación, el impulso llega al haz de His, que se divide

en sus ramas izquierda y derecha y estas, a su vez, se ramifican en las fibras de Purkinje,

que están conectadas con los ventŕıculos y permiten que el impulso eléctrico se distribuya

rápidamente a ellos. Tras su despolarización eléctrica, los ventŕıculos se contraen y bombean

la sangre a los pulmones y al resto del cuerpo. La Figura 5 muestra los APs correspondientes

a diferentes regiones card́ıacas, donde pueden observarse los retardos existentes en función

del momento en que el impulso llega a cada una de ellas. A partir de la figura puede

comprobarse que no solo el tiempo de inicio, sino también la forma del AP y su duración,

denotada por APD (por las siglas en inglés de Action Potential Duration), cambia de una

región del corazón a otra.

Además de mediante el análisis del potencial transmembrana y marcadores derivados del

AP como su forma, duración y tiempo de activación, también puede evaluarse la actividad

eléctrica del corazón a partir del registro de electrogramas (EGMs) y electrocardiogramas

(ECGs). Un EGM intracard́ıaco es una señal obtenida colocando electrodos directamente

sobre la superficie del corazón para medir la actividad eléctrica en la región donde se colocan

los electrodos. Los EGMs son registros invasivos que cuantifican la diferencia entre las
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Figura 5: APs correspondientes a células de distintas regiones card́ıacas, con retardos entre ellos en función

del tiempo en que se despolarizan. Adaptada de [4].

señales eléctricas captadas por dos electrodos, ya sean dos electros intracard́ıacos colocados

en una región card́ıaca o bien un electrodo intracard́ıaco colocado en la región de interés

y otro posicionado remotamente. Por otra parte, un ECG es una señal obtenida colocando

electrodos en localizaciones espećıficas de la superficie corporal para medir la actividad

eléctrica generada por el corazón. Para registrar un ECG estándar de doce derivaciones

se colocan electrodos en los brazos, las piernas y el pecho y se cuantifican diferencias de

potencial entre dos electrodos, ya sean dos electrodos f́ısicos colocados sobre el cuerpo o

bien un electrodo colocado sobre el cuerpo y otro electrodo virtual representativo de una

combinación de medidas obtenidas a partir de otros electrodos f́ısicos. El ECG contiene

una serie de ondas e intervalos caracteŕısticos, tal como se muestra en la Figura 5. La

onda T representa la repolarización de los ventŕıculos. El intervalo QT, comprendido entre

el inicio del complejo QRS y el final de la onda T, mide el tiempo correspondiente a la

despolarización y la repolarización de los ventŕıculos.

1.4. Modulación de la actividad eléctrica card́ıaca por el Sistema Nervioso Autónomo

El Sistema Nervioso Autónomo (SNA) regula la actividad del corazón al igual que la

de otros órganos internos. El corazón se encuentra inervado por las dos ramas del SNA,

simpática y parasimpática, que en cierta medida puede considerarse que actúan de forma

antagónica. La activación del sistema simpático lleva a incrementos en el ritmo card́ıaco,

en la velocidad de conducción del impulso eléctrico, en la contractilidad y en la relajación

de los cardiomiocitos, mientras que la activación del sistema parasimpático tiene efectos
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opuestos. La acción del SNA sobre la función card́ıaca ocurre a través de la liberación de

neurotransmisores. Los nervios simpáticos liberan norepinefrina, que se une a los receptores

adrenérgicos de las células card́ıacas y activa cascadas de señalización que modulan la

respuesta celular. Por su parte, los nervios parasimpáticos liberan acetilcolina, la cual se

une a los receptores muscaŕınicos para regular la actividad del corazón.

La activación de los receptores adrenérgicos inducida por un aumento en la actividad

del sistema nervioso simpático favorece el aumento de adenośın monofosfato ćıclico y, por

consiguiente, la activación de la protéına quinasa A (PKA, por sus siglas en inglés). Esta

activación de la protéına PKA lleva a la fosforilación de múltiples sustratos celulares im-

plicados en la excitación y contracción de los cardiomiocitos. Algunos de estos sustratos

incluyen las corrientes ICaL, IKs, INa, la corriente asociada a la bomba sodio-potasio INaK,

los receptores de rianodina, fosfolambán y troponina I. Además, la activación de PKA in-

crementa la amplitud y tasa de cáıda de la concentración intracelular de calcio. Los efectos

de la fosforilación de estos sustratos tienen profundas implicaciones a nivel celular y tisu-

lar, alterando la forma y duración del AP de forma heterogénea a lo largo del corazón.

También la relación entre las propiedades del AP y el ritmo card́ıaco se ven afectados por

los cambios en la actividad del sistema nervioso simpático. Diversos estudios han demos-

trado que la estimulación β-adrenérgica de los cardiomiocitos ventriculares asociada a la

activación simpática puede contribuir al desarrollo de arritmias que podŕıan eventualmente

desembocar en muerte súbita card́ıaca [60,68,69,80].

2. Modelización matemática de la actividad eléctrica card́ıaca

2.1. Modelización matemática como complemento a la investigación experimental y cĺınica

Tal como se ha descrito anteriormente, la actividad eléctrica del corazón es altamente

compleja, siendo el resultado de un gran número de procesos biof́ısicos y bioqúımicos que

ocurren a muy distintas escalas, desde el nivel submicrométrico al macroscópico. Como en

muchos otros campos de la ciencia, la investigación de este tipo de fenómenos únicamen-

te mediante experimentación en el laboratorio puede resultar dif́ıcil. Ello explica que, en

las últimas décadas, la investigación in silico, es decir, mediante modelización matemática

y simulación numérica, se haya convertido en una herramienta con gran capacidad para

complementar los estudios in vivo, ex vivo e in vitro. Además, los recientes avances en las

prestaciones computacionales permiten llevar a cabo estudios in silico que antes resultaban
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inabordables. El primer modelo matemático de un AP fue formulado por Alan L. Hodgkin

y Andrew F. Huxley en 1952 para el axón gigante de calamar, lo que les valió el Premio

Nobel en Fisioloǵıa o Medicina [32]. Este modelo describ́ıa la apertura y cierre de los cana-

les iónicos presentes en la neurona a través de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs)

no lineales. Dedujeron los valores de los parámetros de dichas ecuaciones a partir del ajuste

de medidas experimentales de corrientes iónicas obtenidas mediante la técnica de voltage-

clamp. Unos años más tarde, Denis Noble adaptó las ecuaciones del modelo de Hodgkin y

Huxley y propuso el primer modelo matemático de una célula card́ıaca [46]. El modelo de

Noble ha sido la base para el posterior desarrollo de múltiples modelos matemáticos de célu-

las card́ıacas para distintas regiones del corazón, distintas especies y distintas condiciones

de enfermedad o de acción de terapias. En la actualidad existen modelos computacionales

para describir la actividad eléctrica card́ıaca de células, tejidos, órgano y organismo.

2.2. Modelos matemáticos de la electrofisioloǵıa de una célula card́ıaca

En el modelo de Hodgkin y Huxley, aśı como en muchos otros modelos matemáticos

posteriores de APs card́ıacos, la célula se describe como un circuito eléctrico que contiene

resistencias (canales iónicos), un condensador (membrana celular) y fuentes de voltaje.

La actividad eléctrica del axón gigante de calamar se describ́ıa en el modelo original de

Hodgkin y Huxley utilizando cuatro corrientes, tal como se representa en la Figura 6. Estas

cuatro corrientes son: la corriente capacitiva (IC), la corriente de sodio (INa), la corriente

de potasio (IK) y la corriente de fuga (Ileak) generada por el resto de iones.

El movimiento de iones a través de la membrana celular está determinado por fuerzas

eléctricas y de difusión. Para cada tipo de ion se cumple que, cuando estas dos fuerzas son

iguales en magnitud pero opuestas en signo, el ion se encuentra en equilibrio. El potencial

de equilibrio de un ion se denomina potencial de Nernst y se define como [45]:

Vx = −RT
zxF

log

(
[x]i
[x]e

)
, (1)

donde Vx es el potencial de Nernst para el ion x, R es la constante de gas, T es la temperatura

absoluta, zx es la valencia del ion x, F es la constante de Faraday, [x]i es la concentración

intracelular del ion k y [x]e es la concentración extracelular del ion x. La fuerza de difusión se

modeliza como una fuente de voltaje (bateŕıa) en la que se utiliza el potencial Vx calculado

de acuerdo con la ecuación (1). Por otra parte, utilizando la ley de Ohm se obtiene la
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Figura 6: Panel izquierdo: esquema del diagrama del modelo de Hodgkin y Huxley en el que se muestran

los tres distintos tipos de canales iónicos considerados. Panel derecho: esquema del circuito equivalente del

modelo de Hodgkin y Huxley con las corrientes de sodio, potasio y de fuga. Figura adaptada a partir de la

mostrada en [2].

conductancia por unidad de área, gx, para el ion x como:

gx =
Ix

V − Vx
, (2)

donde Ix es la corriente a través de los canales iónicos de tipo x, V es el potencial trans-

membrana y Vx es el potencial de Nernst para el ion x. Considerando que los canales son

selectivos para un tipo particular de ion y que estos lo atraviesan solo cuando se encuentra

abierto, la conductancia gx se calcula como:

gx = Gx,máx px,o (3)

donde Gx,máx es la máxima corriente cuando todos los canales están abiertos y px,o es la

proporción de canales de tipo x que están abiertos.

Cuando Hodgkin y Huxley desarrollaron inicialmente su modelo, no teńıan el conoci-

miento del que se dispone hoy en d́ıa acerca de la estructura y comportamiento de los

canales iónicos y postularon que estos comprend́ıan una serie de compuertas hipotéticas.

Cada compuerta pod́ıa estar en estado abierto o cerrado y experimentaba transiciones entre

estos estados a lo largo del tiempo, siendo las tasas de transición dependientes del potencial

transmembrana. Consideraban que un canal estaba abierto cuando todas sus compuertas

estaban abiertas. En su modelo, Hodgkin y Huxley definieron los canales de sodio a través de

tres compuertas de activación idénticas denotadas con la letra m y una compuerta de inac-

tivación denotada con la letra h. Para los canales de potasio formularon cuatro compuertas
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de activación denotadas con la letra n. En el caso de la corriente de fuga, consideraron que

su conductancia no variaba con el potencial transmembrana. Las compuertas de activación

se abren cuando el potencial transmembrana aumenta y permanecen cerradas mientras

este se encuentra en su valor de reposo. Las compuertas de inactivación, por su parte, per-

manecen abiertas en el reposo y se cierran cuando aumenta el potencial transmembrana.

Asumiendo que las compuertas se abren y cierran independientemente unas de otras, la

proporción de canales abiertos resulta igual al producto de las proporciones de compuertas

abiertas para los distintos tipos de compuertas que conforman el canal. En particular, para

los canales de sodio y potasio se tiene:

pNa,o = m3 h (4)

pK,o = n4. (5)

De esta forma, las corrientes de sodio y potasio en el modelo de Hodgkin-Huxley se

calculan mediante:

INa = gNa (V − VNa) = GNa,máx m
3 h (V − VNa) (6)

IK = gK (V − VK) = GK,máx n
4 (V − VK) (7)

donde GNa,máx y GK,max representan las conductancias máximas de sodio y potasio, respec-

tivamente, cuando todos los canales de cada uno de estos tipos se encuentran abiertos y m,

h y n representan las compuertas que se utilizan para calcular la probabilidad de apertura

de los canales de sodio y potasio.

Teniendo en cuenta las ecuaciones hasta ahora descritas y denotando por u al vector

que contiene todas las variables definidas a través de ecuaciones diferenciales ordinarias

(ODEs), esto es, las variables de compuerta m, h y n, puede calcularse la corriente total

a través de la membrana, denotada por Itot(u, V ). En concreto, Itot(u, V ) se calcula como

suma de las corrientes iónicas, que denotaremos globalmente como Iion(u, V ), y la corriente

capacitiva:

Itot(u, V ) = Cm
dV

dt
+ IK(u, V ) + INa(u, V ) + Ileak(u, V ) (8)

En las expresiones anteriores, la proporción de compuertas abiertas de un tipo en particu-

lar y, donde y puede ser m, h o n en el modelo de Hodgkin y Huxley, se calcula a partir de

una EDO de la forma:
dy

dt
= a (1− y) + b y (9)
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donde a es la tasa de transición del estado cerrado al abierto y b es la tasa de transición del

estado abierto al cerrado. Estas tasas de transición, que dependen del potencial transmem-

brana, se determinan a partir del ajuste de medidas experimentales de corrientes iónicas

en respuesta a cambios de tipo escalón en el potencial. Por otra parte, Cm representa la

capacidad de la membrana.

El modelo de Hodgkin y Huxley sigue siendo hoy en d́ıa la base de muchos modelos

de AP card́ıacos y neuronales. Aunque la estructura básica de estos modelos es la misma,

las corrientes iónicas vaŕıan entre modelos e incluyen un conjunto u otro de canales ióni-

cos, bombas e intercambiadores en función de las caracteŕısticas de la célula que se quiere

modelizar y de los datos disponibles para la representación de las corrientes correspondien-

tes. En el caso de células que requieren un est́ımulo externo para despolarizar el potencial

transmembrana, es decir, células que no poseen la propiedad de automaticidad, la corriente

total Itot incluye un término adicional que representa la corriente de estimulación aplicada

a la célula.

A pesar de los avances que los modelos matemáticos de tipo Hodgkin-Huxley han permi-

tido alcanzar en el campo de la electrofisioloǵıa, en algunas situaciones particulares resultan

insuficientes para incorporar, por ejemplo, defectos en la estructura del canal que son es-

pećıficos de su estado. Es por ello que se ha propuesto en la literatura otro tipo de modelos

para describir la dinámica de los canales iónicos denominado formulación de Markov [14].

Aunque la terminoloǵıa de modelos de Markov suele utilizarse en la comunidad matemática

para referirse a modelos estocásticos, el formalismo de Markov aplicado a la descripción de

canales iónicos que ha venido utilizándose habitualmente en la literatura no es estocástico.

Este formalismo elimina la asunción del modelo de Hodgkin y Huxley de que el canal se

describe mediante compuertas independientes que se abren y cierran y, en su lugar, consi-

dera que el canal puede estar en M posibles estados diferentes que se asocian con distintas

conformaciones de la protéına (canal iónico). Estas formulaciones de Markov se representan

habitualmente a través de un diagrama, que en el caso más sencillo de un canal que puede

estar en el estado abierto o en el estado cerrado seŕıa el que se muestra en la Figura 7.

En el diagrama para este caso sencillo a y b denotan las tasas de transición del estado

cerrado al estado abierto y del estado abierto al estado cerrado, respectivamente. En general,

cada variable de estado xi, i = 1, . . . ,M , denota la proporción de canales en el estado i,

la cual va variando a lo largo del tiempo. Se considera que la posibilidad de que el canal
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Figura 7: Diagrama de un canal iónico con solo dos estados: cerrado (C) y abierto (O) y tasas de transición

a y b.

experimente una transición del estado i al estado j depende solo del estado actual del

canal, es decir, posee la propiedad de Markov. Para un canal con M estados, la proporción

de canales en el estado i, xi para i = 1, . . . ,M , puede describirse mediante la siguiente

ecuación determinista:
dxi
dt

=
M∑

j=1

kjixj − kijxi (10)

donde kij es la tasa de transición del estado i al estado j, que es dependiente del potencial

transmembrana. En este caso, la probabilidad de apertura del canal se calcula como la suma

de las proporciones de canales en cada uno de los estados abiertos del modelo calculadas de

acuerdo con la ecuación (10). Utilizando esta probabilidad de apertura aśı calculada puede

obtenerse la conductancia del canal de modo análogo a como se obteńıa en la formulación

de Hodgkin-Huxley. En la electrofisioloǵıa card́ıaca se ha utilizado el formalismo de Markov

para estudiar el efecto de inhibiciones farmacológicas de corrientes iónicas y para investigar

los mecanismos subyacentes a enfermedades asociadas a defectos genéticos [14, 15,67].

2.3. Modelos matemáticos de propagación eléctrica en el corazón

Para modelizar matemáticamente la electrofisioloǵıa card́ıaca a nivel de tejido es habi-

tual utilizar las ecuaciones bidominio, definidas como un sistema acoplado de ecuaciones

que describe el potencial eléctrico en los dominios intracelular y extracelular a lo largo del

tejido card́ıaco [54]. Este tejido se representa mediante dos dominios continuos, el dominio

intracelular y el dominio extracelular, los cuales coexisten en el espacio aunque separados

por la membrana celular, a diferencia de lo que ocurre en un tejido card́ıaco real donde

cada uno de los dominios ocupa f́ısicamente una fracción del volumen total. En el modelo

bidominio, los dos dominios actúan como volúmenes conductores con distinto tensor de

conductividad y potencial eléctrico y hay un flujo de corriente iónica entre uno y otro do-

minio a través de la membrana celular. La Figura 8 muestra una representación del modelo

bidominio de un tejido card́ıaco bidimensional.
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Figura 8: Representación bidominio de un tejido card́ıaco bidimensional en el que se muestra el dominio

intracelular en el plano inferior y el dominio extracelular en el plano superior. Cada punto en el dominio

intracelular tiene asociado un potencial eléctrico φi y un punto correspondiente en el dominio extracelular

con potencial eléctrico φe. Cada cilindro representa una sección de la membrana, cuyo comportamiento se

define a través de un modelo matemático que relaciona el potencial con la corriente. Tomada de [87].

El sistema definido por las ecuaciones bidominio comprende dos ecuaciones en derivadas

parciales (EDPs) acopladas en cada punto del espacio con un sistema de EDOs [35]. Las

EDPs modelan el campo eléctrico en el espacio intracelular y en el espacio extracelular

como un sistema de reacción-difusión. El sistema de EDOs representa las concentraciones

de iones y la proporción de canales en los posibles distintos estados para cada familia de

canales a nivel celular.

Si Ω denota la región ocupada por el tejido card́ıaco, la forma parabólica-parabólica de

las ecuaciones bidominio viene dada por:

∇ · (Di∇φi) = χ

(
Cm

∂V

∂t
+ Iion(u, V )

)
− I(vol)

i , (11)

∇ · (De∇φe) = −χ
(
Cm

∂V

∂t
+ Iion(u, V )

)
− I(vol)

e , (12)

∂u

∂t
= f(u, V ), (13)

donde Di es el tensor de conductividad intracelular, De es el tensor de conductividad

extracelular, φi es el potencial eléctrico intracelular, φe es el potencial eléctrico extracelular,

χ es la relación de área de membrana celular por unidad de volumen y Cm es la capacidad

de la membrana por unidad de área. El vector u contiene variables definidas a nivel celular,

como las concentraciones de iones y las variables de compuerta o proporción de canales

en distintos estados. Iion representa la corriente iónica por unidad de área y se determina,
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junto con f , según el modelo matemático utilizado para representar la electrofisioloǵıa

celular en cada punto del espacio. Los términos I
(vol)
i y I

(vol)
e son los est́ımulos intracelular

y extracelular por volumen unitario. Las ecuaciones (11) y (12) representan la conservación

local de la corriente en los espacios intracelular y extracelular, respectivamente.

La forma parabólica-eĺıptica de las ecuaciones bidominio se obtiene considerando la

ecuación (11) junto con la suma de las ecuaciones (11) y (12) [54]:

χ

(
Cm

∂V

∂t
+ Iion(u, V )

)
−∇ · (Di∇(V + φe)) = I

(vol)
i , (14)

∇ · ((Di + De)∇φe + Di∇V ) = −I(vol)
s , (15)

∂u

∂t
= f(u, V ), (16)

donde I
(vol)
s = I

(vol)
i + I

(vol)
e .

Las condiciones de contorno para las ecuaciones (14) y (15) especifican la corriente

aplicada a lo largo de la frontera:

n · (Di∇(V + φe)) = I
(sur)
i , (17)

n · (De∇φe) = I(sur)
e , (18)

donde n es el vector normal unitario al tejido orientado hacia fuera e I
(sur)
i e I

(sur)
e son las

corrientes intracelular y extracelular por área unitaria aplicadas a lo largo de la frontera.

El sistema de ecuaciones (14) a (18) queda completamente definido especificando las

condiciones iniciales para el potencial transmembrana V y para las variables contenidas en

el vector u en todos los puntos del dominio Ω.

En el caso en que se considere proporcionalidad entre los tensores de conductividad

intracelular y extracelular, esto es, Di = λDe, donde λ es un escalar, pueden simplificarse

las expresiones anteriores para dar lugar a las ecuaciones monodominio. En este caso, se

resuelve una EDP parabólica cuya única incógnita es el potencial transmembrana y poste-

riormente se resuelve la segunda ecuación del modelo para calcular el potencial extracelular.

La EDP parabólica dependiente del potencial transmembrana es:

χ

(
Cm

∂V

∂t
+ Iion(u, V )

)
−∇ · (D∇V ) = I(vol), (19)

∂u

∂t
= f(u, V ), (20)
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donde D es el tensor de conductividad e I(vol) es la corriente de estimulación. Esta ecuación

modela un fenómeno de reacción-difusión, donde el término que contiene la corriente iónica

Iion definida a partir del modelo celular representa la reacción y el término que contiene

las derivadas espaciales del potencial transmembrana describe la propagación del AP y

representa la difusión. En la mayoŕıa de situaciones en las que se simula la transmisión

del impulso eléctrico en el corazón el modelo monodominio es capaz de reproducir los

fenómenos que se han observado experimentalmente y es, por tanto, el modelo elegido

habitualmente. Sin embargo, en situaciones particulares, como cuando quiere simularse la

desfibrilación a través de la inyección de corriente en el espacio extracelular, la distinta

anisotroṕıa de los dominios intracelular y extracelular da lugar a patrones eléctricos que

solo pueden reproducirse mediante el modelo bidominio [85].

A la hora de definir el tensor de conductividad D en la ecuación anterior debe tenerse en

cuenta que el músculo card́ıaco es inherentemente anisotrópico debido a múltiples factores,

como la forma elongada de los cardiomiocitos, su organización en el tejido definida a partir

de la orientación de las fibras card́ıacas y la distribución espacial de las uniones gap en las

membranas celulares, que se concentran en mayor medida en los extremos terminales de

los cardiomiocitos que en los laterales. Todo ello hace que la corriente fluya entre tres y

cuatro veces más rápidamente en la dirección del eje longitudinal de los cardiomiocitos.

Además, es importante considerar que el corazón presenta un alto nivel de heterogenei-

dad en el comportamiento eléctrico de sus distintas regiones, por lo que, dependiendo del

tejido que se esté modelizando, puede ser necesario asignar distintos modelos celulares a lo

largo del tejido para representar dicha heterogeneidad.

Para resolver las ecuaciones de propagación de la actividad eléctrica en el corazón se

consideran representaciones discretas en espacio y tiempo de las ecuaciones bidominio y

monodominio continuas utilizando distintos tipos de mallas para representar la geometŕıa

del tejido card́ıaco. En lo que se refiere a las técnicas numéricas de discretización espacial,

las más comúnmente utilizadas para resolver las EDPs de los modelos de propagación, como

son el método de diferencias finitas, el método de volúmenes finitos o el método de elementos

finitos, transforman las ecuaciones de los modelos bidominio y monodominio en sistemas

lineales de ecuaciones [16]. En cuanto a las técnicas numéricas de discretización temporal,

se utilizan métodos expĺıcitos, impĺıcitos y semi-impĺıcitos para resolver las ecuaciones

que describen la dependencia temporal de la propagación del AP. La elección del método
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numérico dependerá de criterios de estabilidad, coste computacional y precisión, que vaŕıan

en función de las caracteŕısticas del problema que se quiere resolver [87]. Es asimismo

importante elegir adecuadamente la resolución espacial y temporal que garanticen que la

solución proporcionada no introduce diferencias ni cuantitativas ni cualitativas con respecto

a la que se obtendŕıa utilizando resoluciones más finas.

Una vez calculados el potencial transmembrana y el potencial extracelular en el corazón,

puede resultar de interés calcular el potencial extracelular en el torso. Para ello será nece-

sario definir un modelo de torso y, a partir de él, calcular el potencial extracelular a través

de distintos métodos en función de los requisitos de precisión y coste computacional [56].

2.4. Modelos matemáticos de modulación de la actividad eléctrica card́ıaca por el Sistema

Nervioso Autónomo

Los modelos matemáticos resultan particularmente útiles para ayudar a comprender los

mecanismos a través de los cuales el SNA regula la actividad eléctrica card́ıaca en corazones

sanos y en corazones enfermos. Esto es aśı debido a la alta complejidad de los procesos

bioqúımicos y biof́ısicos que se desencadenan cuando los neurotransmisores liberados por los

nervios de los sistemas nerviosos simpático y parasimpático se unen a los correspondientes

receptores en las membranas de las células card́ıacas. En la literatura se han propuesto

modelos que utilizan EDOs para calcular la cantidad de neurotransmisores liberados en

función de la actividad de descarga neuronal simpática y parasimpática [90]. Asimismo se

han propuesto modelos basados en EDOs y ecuaciones algebraicas para describir la difusión

de los transmisores, su unión a los receptores de membrana y el efecto que producen en las

protéınas intracelulares [25,44,76,88].

De entre los modelos matemáticos que describen los efectos inducidos en las células

card́ıacas por la liberación de norepinefrina, liberada por los nervios simpáticos, cabe des-

tacar un primer modelo que integró la v́ıa de señalización cAMP/PKA en un modelo de

miocito ventricular [73]. Los mismos autores propusieron posteriormente un modelo ma-

temático que inclúıa las v́ıas de señalización PKA y calmodulina quinasa II (CaMKII) [76],

cuyas ecuaciones fueron actualizadas en años posteriores de acuerdo con nuevas evidencias

experimentales acerca de las dinámicas de fosforilación y defosforilación de algunas pro-

téınas tales como los canales iónicos asociados a la corriente IKs aśı como para incluir des-

cripciones detalladas de la fosforilación de otras protéınas [88]. En un trabajo más reciente,
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se ha propuesto un modelo matemático de estimulación adrenérgica de células ventriculares

humanas que permite discernir los efectos sobre la actividad celular debidos a la modulación

de protéınas contráctiles y a la modulación de flujos y corrientes iónicas [44]. Utilizando

modelos matemáticos que incluyen descripciones de dominios de señalización localizados,

se han propuesto otros modelos en la literatura que integran diversas v́ıas de señalización

y representan los efectos de la estimulación adrenérgica sobre poblaciones separadas de

protéınas fosforiladas y no fosforiladas [25].

En cuanto a los modelos matemáticos que describen los efectos en las células card́ıacas

derivados de la liberación de acetilcolina por los nervios parasimpáticos, existen diversos

modelos, si bien los más utilizados son los que modelizan el efecto de la estimulación co-

linérgica a través de la formulación de una corriente rectificadora de potasio cuya activación

depende de la concentración de acetilcolina [12,78].

3. Modelización matemática de la variabilidad temporal y espacial en la acti-

vidad eléctrica card́ıaca

3.1. Variabilidad espacio-temporal en la electrofisioloǵıa card́ıaca

La actividad eléctrica del corazón presenta altos niveles de heterogeneidad. Diferentes

individuos muestran reacciones distintas ante unas mismas condiciones, dando aśı cuenta

de la elevada variabilidad inter-individual. Incluso células de un mismo individuo pueden

presentar respuestas muy diferentes bajo las mismas circunstancias, lo que indica que los

niveles de variabilidad intra-individual son también elevados. Además, hay muchos procesos

involucrados en la electrofisioloǵıa card́ıaca, tales como la apertura y cierre de los cana-

les iónicos en la membrana celular, que son intŕınsecamente estocásticos. La aleatoriedad

asociada a estos factores extŕınsecos e intŕınsecos contribuye a la variabilidad temporal y

espacial de la dinámica eléctrica card́ıaca [58].

Una forma de variabilidad temporal es la que puede observarse en estudios cĺınicos y

experimentales que cuantifican variaciones en la duración de los APs de latidos card́ıacos

consecutivos durante un peŕıodo corto de registro, tanto cuando dicha actividad se evalúa

a nivel del organismo completo como cuando se evalúa a escalas inferiores, por ejemplo en

una porción de tejido o en una célula card́ıaca [1, 31]. El grado de variabilidad temporal

aśı cuantificado ha demostrado estar asociado con el riesgo de un individuo de desarrollar

arritmias [48, 49] y también ser predictor del potencial cardiotóxico de compuestos farma-
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cológicos a nivel celular, tisular y de órgano [1, 82, 83]. Algunos estudios han postulado

que esta forma de variabilidad temporal podŕıa ser la manifestación del comportamiento

estocástico del movimiento de apertura y cierre de los canales iónicos [38,57,89]. Esto resul-

ta dif́ıcil de demostrar experimentalmente dada la naturaleza multi-escala de la actividad

eléctrica card́ıaca. Utilizando modelos matemáticos de electrofisioloǵıa que incorporen la

dinámica estocástica de los canales iónicos podŕıa arrojarse luz sobre los mecanismos de

la variabilidad temporal en la duración de latidos card́ıacos consecutivos y determinar las

razones por las que se relaciona con la generación de arritmias [68].

Por otra parte, se ha sugerido que la variabilidad espacial representada mediante dife-

rencias de unas células con otras puede, al menos parcialmente, estar mediada por el hecho

de que cada célula presenta distintas contribuciones de las familias de canales iónicos pre-

sentes en la membrana [39,40,57,77]. En este sentido, se ha establecido que las variaciones

en el número de canales iónicos de cada tipo tienen un efecto muy relevante sobre la electro-

fisioloǵıa celular card́ıaca, mientras que las variaciones en otras caracteŕısticas relacionadas

con la activación o inactivación de los canales requieren mayor investigación para poder

determinar su aportación a las diferencias inter-celulares.

3.2. Modelización matemática de la variabilidad temporal: perspectiva general

El comportamiento estocástico de los canales iónicos suele ignorarse en los modelos ma-

temáticos de electrofisioloǵıa card́ıaca, lo que explica que casi todos los modelos propuestos

en la literatura sean modelos deterministas. Cuando el número de canales es suficientemen-

te alto, estos modelos pueden resultar una buena aproximación a la dinámica del sistema,

ya que la adición o sustracción de un canal tiene un efecto muy pequeño en dicha dinámica.

Sin embargo, cuando el número de canales no es tan elevado, la naturaleza estocástica dis-

creta del sistema tiene un efecto relevante sobre su dinámica y los modelos deterministas

no resultan apropiados para reflejarlo.

Es habitual considerar que un canal iónico experimenta transiciones entre un conjunto

discreto de estados con tasas de transición que dependen del potencial transmembrana.

Se asume que la probabilidad de que el canal esté en un estado en particular en el futuro

depende únicamente del estado actual del canal [30]. Para N canales, la evolución del

número de canales en cada estado puede modelarse como una cadena de Markov de estados

discretos y tiempo continuo [24]. El cambio en la probabilidad de este proceso se describe
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por una EDP denominada ecuación maestra o ecuación forward Kolmogorov. En los modelos

matemáticos de electrofisioloǵıa celular basados en la formulación de Hodgkin-Huxley se ha

probado que, en el ĺımite cuando N → ∞, la ecuación maestra converge a las ecuaciones

deterministas convencionales [3]. La ecuación maestra puede resolverse directamente [21,33]

o bien pueden simularse realizaciones individuales del proceso utilizando el algoritmo de

Gillespie, también llamado algoritmo de simulación estocástica [13]. Aunque este método

suele considerarse como la referencia o gold standard, su coste computacional resulta muy

elevado cuando el número N de canales está por encima de unos pocos cientos. Además,

como el sistema es aleatorio, se requiere un número alto de simulaciones para poder inferir el

comportamiento general del sistema, lo que hace que este método resulte inabordable desde

el punto de vista de coste computacional, particularmente si desean evaluarse múltiples

escalas hasta llegar, por ejemplo, al nivel del tejido o el órgano completo [18].

Las limitaciones señaladas han hecho que cada vez más se utilicen ecuaciones dife-

renciales estocásticas (EDEs) para describir el comportamiento de los canales iónicos en

investigaciones encaminadas a estudiar el efecto de la estocasticidad en su comportamiento.

Algunos primeros estudios propusieron convertir las ODEs que definen las variables de com-

puerta del modelo de Hodgkin-Huxley en EDEs, para lo cual incorporaron un término de

ruido a dichas ecuaciones. Aunque los tiempos de simulación se redujeron considerablemen-

te utilizando este método, otros estudios han demostrado que existen discrepancias entre

los resultados obtenidos mediante estas EDEs y los obtenidos con el modelo de cadenas de

Markov de estados discretos [11, 74]. Posteriormente se ha probado que las discrepancias

señaladas se deben a la forma de formular las EDEs y que si estas se formulan en térmi-

nos del comportamiento dinámico del canal en lugar de las variables de compuerta, los

resultados son similares a los del modelo de cadenas de Markov de estados discretos [22].

Existe un aspecto adicional que debe tenerse en cuenta a la hora de modelar el com-

portamiento estocástico de los canales iónicos. Aunque el método que formula EDEs para

describir la evolución de la proporción de canales en cada uno de los posibles estados resulta

preciso, no garantiza que la solución sea no negativa. Más aún, como el término de ruido

que se añade al formular las EDEs contiene la ráız de una función de una variable de esta-

do, podŕıa llegar a ocurrir que la solución fuera imaginaria [17]. Aunque podŕıan aplicarse

métodos basados en remuestrear continuamente el incremento de Wiener de la EDE o en

reemplazar la variable del término de ruido de la EDE por su valor de equilibrio, estas
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modificaciones podŕıan sesgar los resultados y en el segundo caso podŕıan incluso seguir

ocasionando que la proporción de canales en un cierto estado resultase negativa. Se han

propuesto también soluciones h́ıbridas que cambian de la formulación con EDEs a la del

modelo de cadenas de Markov de estados discretos cuando la probabilidad de obtener solu-

ciones negativas es alta. Esta solución aumenta la posibilidad de tener resultados realistas

desde el punto de vista biológico a la vez que reduce el coste computacional, si bien requiere

todav́ıa de mejoras en la estimación del tiempo en el que debe cambiarse de un tipo de

modelo a otro aśı como en el incremento de eficiencia computacional [17]. En estudios más

recientes se ha propuesto el uso de EDEs reflejadas como método para incorporar ĺımites en

los resultados de las EDEs y se ha probado que las soluciones proporcionadas son realistas

y consistentes con las del modelo de cadenas de Markov de estados discretos [18].

3.3. Modelización matemática de la variabilidad temporal: canales iónicos con solo dos

estados

El modelo más sencillo de un canal iónico es aquel en el que el canal puede estar,

en cada tiempo t, en uno de dos posibles estados, abierto O o cerrado C, tal como se

muestra en el diagrama de la Figura 7 descrito en la sección 2.2. Utilizaremos las letras

mayúsculas para denotar variables aleatorias y letras minúsculas para denotar realizaciones

de dichas variables. Para un conjunto de N canales del tipo más sencillo, denotaremos por

X(t) = (X1(t),X2(t))T al vector que contiene el número de canales en los estados abierto

y cerrado en el tiempo t, respectivamente. Si el sistema se encuentra en el estado x(t)

en el tiempo t, las probabilidades de experimentar una transición del estado cerrado al

abierto y del estado abierto al cerrado en un pequeño intervalo de tiempo (t, t + ∆t) son

ax2∆t y bx1∆t, respectivamente. Las tasas de transición a y b son función del potencial

transmembrana V , el cual puede considerarse que permanece constante durante el tiempo

∆t si este paso de tiempo es pequeño. El número total de canales N se considera constante

y, por tanto, X2(t) = N −X1(t). En consecuencia, solo es necesario considerar el número

de canales en el estado abierto, que para simplificar denotaremos en lo que sigue por X(t).

Dado un estado inicial x0(t), la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado

x en el tiempo t, donde x toma valores enteros, se denota por P (x, t) y su evolución en el
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tiempo se describe a través de la ecuación maestra o ecuación forward Kolmogorov :

∂P (x, t)

∂t
= a [N − (x− 1)]P (x− 1, t)

+ b(x+ 1)P (x+ 1, t)− [bx+ a(N − x)]P (x, t), (21)

para 0 < x < N , x ∈ N. Como N es constante, debe además cumplirse la siguiente

condición:
N∑

x=0

∂P (x, t)

∂t
= 0. (22)

Teniendo en cuenta, además, que X(t) no puede ser menor que 0 ni mayor que N , la proba-

bilidad P (x, t) debe cumplir las siguientes condiciones en las fronteras del intervalo [0, N ]:

∂P (0, t)

∂t
= bP (1, t)− aNP (0, t), (23)

∂P (N, t)

∂t
= aP (N − 1, t)− bNP (N, t). (24)

Simular la dinámica de esta cadena de Markov de estados discretos no resulta factible

cuando el número N de canales es algo elevado, particularmente si se desea incorporar

estos métodos a modelos multi-escala de la actividad eléctrica card́ıaca.

Considerando la intratabilidad computacional del modelo de cadena de Markov con

estados discretos, se ha propuesto aproximar este modelo por un modelo de estados conti-

nuos. Para N elevado, puede considerarse la descripción del estado del sistema en términos

de proporciones de canales en cada estado en lugar de como números discretos. Aśı, se

define Y (t) = X(t)
N

. Para simplificar la notación, se introducen las siguientes definiciones:

ỹ = y − 1
N

e ŷ = y + 1
N

. Sustituyendo en la ecuación (21), se tiene:

∂P (y, t)

∂t
= N [a(1− ỹ)P (ỹ, t) + bŷP (ŷ, t)]

−N [by + a(1− y)]P (y, t), (25)

para 0 < y < 1, y ∈ R. Para los dos primeros términos de la expresión anterior se realiza

un desarrollo en serie de Taylor alrededor del punto y y se desprecian los términos de orden

superior a 2 bajo la consideración de que, para N suficientemente alto, su valor resulta muy

pequeño. Estos dos términos se aproximan, pues, por las siguientes expresiones:

a(1− ỹ)P (ỹ, t)≈a(1−y)P (y, t)− 1

N

∂

∂y
[a(1− y)P (y, t)]+

1

2N2

∂2

∂y2
[a(1− y)P (y, t)] , (26)

bŷP (ŷ, t) ≈ byP (y, t) +
1

N

∂

∂y
[byP (y, t)] +

1

2N2

∂2

∂y2
[byP (y, t)] . (27)
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Llevando estas expresiones a la ecuación (25) se obtiene la siguiente EDP llamada ecuación

de Fokker-Planck:

∂P (y, t)

∂t
= − ∂

∂y
[(a− αy)P (y, t)] +

1

2N

∂2

∂y2
[(a+ βy)P (y, t)] , (28)

donde α = a+b, β = b−a. Esta ecuación describe la evolución temporal de la probabilidad

de un modelo de cadena de Markov de estados continuos y tiempo continuo, que suele

denominarse proceso de difusión [6].

Las trayectorias muestrales de un proceso de difusión pueden describirse mediante una

EDE, que, en el caso del conjunto de N canales descrito anteriormente, tiene la forma de

la siguiente ecuación de Langevin [18]:

dY = (a− αY )dt+
1√
N

√
a+ βY dW, (29)

donde W (t) es un proceso de Wiener cuyos incrementos dW = W (t + ∆t) − W (t) son

independientes y distribuidos normalmente con media 0 y varianza ∆t. En este caso, puede

simularse una trayectoria muestral de la EDE con la misma eficiencia computacional con

la que se simula la de una ODE, lo que supone una mejora muy sustancial con respecto al

modelo de cadena de Markov de estados discretos. Un método sencillo para la resolución

de EDEs es el método de Euler-Maruyama, que aplicado a la ecuación (29) llevaŕıa a la

siguiente expresión:

y(t+ ∆t) = y(t) + [a− αy(t)] ∆t +
1√
N

√
a+ βy(t)∆Wt, (30)

donde ∆t es el intervalo temporal y ∆Wt es un incremento de Wiener.

En las ecuaciones anteriores es necesario garantizar que el proceso de difusión Y (t)

permanece en el intervalo [0, 1] en todos los instantes de tiempo t. Esto, junto con el

hecho de que la integral de P (y, t) debe ser 1, lleva a que
∫ 1

0
P (y, t)dy = 1 y, por tanto,

∂
∂t

∫ 1

0
P (y, t)dy = 0. Tal como se ha descrito en [18], si se intercambian la integral y la

derivada con respecto a t y se utiliza la relación dada en la ecuación (28), se tiene que:

(a− αy(t))P (y, t)− 1

2N

∂

∂y
[(a+ βy)P (y, t)] = 0, (31)

en las fronteras del intervalo [0, 1], esto es, para y = 0 e y = 1 [34]. Al proceso Y (t) que

resulta como solución de esta ecuación se le denomina difusión reflejada y la probabilidad

de que tome valores fuera del intervalo [0, 1] es 0. No obstante, las soluciones de la EDE
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que describe las trayectorias individuales, tal como se ha formulado en la ecuación (29),

podŕıan tomar valores fuera de [0, 1] con probabilidad positiva. Para imponer ĺımites a las

soluciones de esta EDE, se ha propuesto expresar Y (t) = X(t) + K(t) [18], donde X(t)

está definida según (29) y determina el comportamiento de Y (t) en (0, 1) y K(t) puede

entenderse como el mı́nimo proceso que fuerza a Y (t) a permanecer en el intervalo [0, 1].

Para garantizar que K(t) solo cambia en aquellos instantes donde Y (t) se encuentra en la

frontera del intervalo [0, 1] y lo hace de tal forma que refleja el proceso Y (t) hacia el interior

del intervalo (es decir, en sentido positivo cuando Y (t) = 0 y en sentido opuesto cuando

Y (t) = 1), se imponen condiciones como las que se definen en [18]. La EDE que satisface

Y (t) es:

dY = (a− αY )dt+
1√
N

√
a+ βY dW + dK, (32)

con condición inicial Y (0) = y0 ∈ [0, 1]. Esta ecuación se denomina EDE reflejada, ya que

Y (t) es reflejado cuando alcanza los ĺımites del intervalo. En la resolución de esta EDE, el

proceso K(t) se aproxima numéricamente.

3.4. Modelización matemática de la variabilidad temporal: canales iónicos con múltiples

estados

Los canales iónicos de las células card́ıacas presentan, en general, múltiples estados

conformacionales y experimentan transiciones de unos a otros. Se hace, por tanto, necesario

considerar la extensión de las EDEs descritas en el apartado anterior para el caso de un

canal que puede estar en uno de M posibles estados diferentes en cada tiempo t. Para

un número total N de canales, donde N es constante en el tiempo, el vector de estados

del sistema es Y(t) = (Y1(t), . . . , YM(t))T , donde Yi(t), i = 1, . . . ,M , es la proporción de

canales en el estado i en el tiempo t.

De la misma forma que para el modelo sencillo de un canal con dos estados, en este caso

las trayectorias individuales del proceso de estados continuos vienen dadas por la siguiente

EDE de Langevin:

dY = A(Y)dt+
1√
N

√
B(Y)dW, (33)

donde dW es un vector de incrementos de Wiener y las matrices A(Y) y B(Y) toman

formas espećıficas en función del modelo de múltiples estados con el que se trabaja. Como

la ecuación anterior contiene la ráız cuadrada de una matriz y presenta limitaciones en
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términos de eficiencia computacional, algunos trabajos han considerado simplificaciones,

por ejemplo extendiendo la definición de las compuertas del modelo de Hodgkin-Huxley

mediante EDEs de este tipo. Aunque esta formulación se asocia con tiempos de cálculo

mucho menores, los resultados que proporciona son inconsistentes con respecto a los del

modelo de cadena de Markov de estados discretos, mientras que la ecuación (33) śı que es

consistente.

Debido a la estructura especial del sistema, en [43] se demuestra que puede descompo-

nerse la matriz B(Y) como producto de dos matrices y la ecuación (33) puede escribirse

de la siguiente forma:

dY = A(Y)dt+
1√
N

EF(Y)dW, (34)

donde E es una matriz que contiene valores 0, 1 y −1 y F(Y) es una matriz diagonal cuyos

elementos de la diagonal son de la forma
√
kijyi + kjiyj, siendo kij la tasa de transición del

estado i al estado j. En [18,58,70] se muestran ejemplos de las matrices E y F(Y) para un

modelo de célula ventricular humana, un modelo de célula ventricular canina y el modelo

de Hodgkin-Huxley, respectivamente.

Al igual que en el caso del modelo sencillo de canales con dos estados, en este caso

se hace también necesario garantizar que Y(t) tiene sentido biológico, para lo cual debe

cumplirse que Yi(t) pertenezca al intervalo [0, 1], i = 1, . . . ,M , ya que Yi(t) representa la

proporción de canales en el estado i en el tiempo t. La extensión al caso de múltiples canales

implica que las trayectorias individuales del proceso, que se calculan según la ecuación (33),

deben estar en un hipercubo M -dimensional limitado por intervalos [0, 1]. Además, como el

número N de canales es constante, la suma de las proporciones de canales en cada uno de

los estados debe ser 1 y, por tanto, Y(t) está en el hiperplano dado por
M∑

i=1

Yi(t) = 1 dentro

del hipercubo. Si D denota el dominio reflejado del proceso Y(t) y quiere garantizarse

que las soluciones de la ecuación (33) estén en D, puede descomponerse el proceso Y(t)

mediante Y(t) = X(t) + K(t), donde X(t) define el comportamiento de Y(t) en el interior

de D y K(t) refleja Y(t) hacia D. De forma análoga al caso de canales de dos estados, en

este caso las realizaciones individuales del proceso están definidas por:

dY = A(Y)dt+
1√
N

EF(Y)dW + dK, (35)

Las condiciones que se imponen al proceso K(t) son una extensión de las que se exigen para

canales de dos estados. Hay distintas técnicas numéricas utilizadas en la literatura para
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resolver EDEs reflejadas. En [18] se ha propuesto la utilización del método de proyección,

que aproxima la solución a la EDE sin reflejar y, si la solución numérica cae fuera del dominio

D, la proyecta en este dominio. Este método garantiza que las soluciones numéricas a las

EDEs reflejadas permanecen siempre en el dominio de interés.

3.5. Modelización matemática de la variabilidad temporal: ecuaciones para un modelo de

célula card́ıaca

El modelo matemático de Hodgkin-Huxley para una célula asume que el número de

canales es tan grande que las fluctuaciones en las corrientes iónicas asociadas son despre-

ciables. Bajo esa asunción, el modelo expresa la proporción de canales abiertos como el

producto de las proporciones de compuertas abiertas, donde la dinámica de cada una de

las variables de compuerta se expresa a través de una ODE, tal como se ha descrito en

la sección 2.2. Cuando las fluctuaciones iónicas son relevantes, las dinámicas de cada ca-

nal pueden modelarse a través de las ecuaciones formuladas en las secciones 3.3 y 3.4. Si

cada posible configuración de compuertas abiertas y cerradas se representa mediante un

estado distinto del canal, las dinámicas de los canales de sodio y potasio en el modelo de

Hodgkin-Huxley vienen dadas por los diagramas que se muestran en la Figura 9.

Figura 9: Diagramas de estado para los canales de potasio (arriba) y sodio (abajo). Tomada de [18].

Denotando por yij a la proporción de canales de sodio con i compuertas de tipo m abier-

tas y j compuertas de tipo h abiertas en el tiempo t y por xi a la proporción de canales de

potasio con i compuertas abiertas de tipo n en el tiempo t, se cumplirá que pNa,o = y31(t) y

pK,o = x4(t), ya que un canal estará abierto cuando todas sus compuertas lo estén. El estado

de los canales de potasio en el tiempo t está dado por el vector x(t) = (x4, x3, x2, x1, x0)T

y el estado de los canales de sodio, por y(t) = (y31, y21, y11, y01, y30, y20, y10, y00)T .
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Las correspondientes EDEs reflejadas para ambos canales son:

dy = HNa(y)dt+
1√
NNa

ENaFNa(y)dWNa + dKNa, (36)

dy = HK(y)dt+
1√
NK

EKFK(y)dWK + dKK, (37)

donde ENa, EK, FNa, FK, HNa y HK son las matrices que definen los términos estocásticos

y deterministas cuyas definiciones pueden encontrarse en [18] y KNa y KK son los procesos

que reflejan las soluciones de las EDE hacia el dominio de interés.

Para modelos celulares más complejos, como el modelo de Decker [19] de un cardiomio-

cito ventricular canino, los diagramas de estado, las EDEs reflejadas y las correspondientes

matrices F, E y H que definen las dinámicas de los canales ICaL, IKs, IKr e Ito pueden en-

contrarse en [58]. De manera similar, los digramas, definiciones y ecuaciones para el modelo

de cardiomiocito ventricular humano de O’Hara [47] se proporcionan en [70].

3.6. Modelización matemática de la variabilidad temporal: estimación del número de ca-

nales

Las ecuaciones estocásticas descritas en los apartados anteriores dependen del número

de canales de cada una de las familias de canales presentes en la membrana de la célula que

se está modelizando matemáticamente. Este número de canales debe estimarse a partir de

datos experimentales disponibles, fundamentalmente de corrientes macroscópicas, esto es,

de corrientes que representan la suma de las corrientes a través de todos los canales de un

mismo tipo en la célula. Uno de los métodos más habitualmente empleados para estimar el

número de canales se basa en la realización de un análisis de fluctuaciones [30]. Mediante la

técnica de patch-clamp es posible obtener medidas de corrientes iónicas macroscópicas tras

la inducción de cambios de tipo escalón en el potencial transmembrana, a partir de los cuales

se alcanzan niveles de potencial estables desde un valor inicial prefijado. Considerando que

los canales individuales de cada familia de canales tienen comportamientos independientes

unos de otros y que la corriente que circula a través de cada uno de estos canales individuales

es ik si el canal está abierto y 0 si está cerrado, puede demostrarse que la relación entre la

media mk y la varianza σk de la corriente iónica macroscópica sigue una ecuación parabólica

[30, 57]. Ajustando este modelo parabólico a los datos experimentales obtenidos mediante

patch-clamp, puede obtenerse una estimación del número de canales asociados a la familia

estudiada.
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En otras ocasiones se dispone, a partir de estudios experimentales disponibles en la

literatura, de estimaciones de la conductancia unitaria, esto es, la conductancia asociada

a cada canal individual. Si se conoce el valor de la conductancia global asociada a todos

los canales de esa misma familia a partir del modelo matemático celular empleado, puede

estimarse el número de canales como el cociente entre la conductancia global celular y la

conductancia unitaria por canal [57].

3.7. Modelización matemática de la variabilidad espacial

Además de la variabilidad temporal en la dinámica de la actividad eléctrica de una

célula card́ıaca, existe también variabilidad entre distintas células de un mismo corazón e

incluso entre distintos corazones, tal como se ha descrito en el apartado 3.1. Esta variabi-

lidad se debe a fluctuaciones o variaciones externas a la dinámica celular que llevan a que

distintas células presenten comportamientos diferentes frente a un mismo est́ımulo. Al igual

que en el caso de la variabilidad temporal, la mayoŕıa de modelos matemáticos card́ıacos

publicados en la literatura no tienen en cuenta la variabilidad espacial y se centran en

describir un modelo único representativo de la población global analizada. No obstante, en

los últimos años se ha publicado un número considerable de trabajos que analizan pobla-

ciones de modelos matemáticos en lugar de un modelo único, es decir, generan múltiples

réplicas del mismo modelo matemático pero con distintos valores de los parámetros. La

utilización de estas poblaciones de modelos puede ser muy relevante en estudios de arrit-

mias card́ıacas para comprender por qué, ante unas mismas condiciones, algunas células

presentan comportamientos eléctricos irregulares y otras, no.

La forma de modelizar matemáticamente la variabilidad espacial vaŕıa notablemente de

unos estudios a otros. En algunos estudios se incorpora la variabilidad en una población

celular mediante la variación del número de canales asociados a cada familia presente

en la membrana celular [26, 38, 57]. En concreto, se asume que dicho número de canales

sigue una distribución estad́ıstica concreta, estimada a partir de datos experimentales, y se

simulan distintas células generando aleatoriamente el número de canales a partir de dicha

distribución.

En otros estudios se construyen poblaciones de modelos variando las conductancias de

las distintas corrientes iónicas utilizando técnicas como Latin Hypercube sampling o métodos

de Monte-Carlo [58, 71]. Una vez construida esta población, se calibra mediante datos
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experimentales para garantizar que ciertas propiedades de las respuestas eléctricas celulares

de la población simulada se encuentran dentro de rangos fisiológicamente plausibles [10,58]

o reproducen distribuciones de probabilidad evaluadas experimentalmente [37,84].

Los métodos que acaban de describirse proporcionan estimaciones de los valores de

los parámetros de un modelo matemático para una población completa de células, pero

no permiten identificar los parámetros que corresponden a cada célula individualmente

de forma que puedan replicarse sus propias medidas eléctricas. En trabajos más recientes

se han propuesto métodos que, partiendo de las señales eléctricas registradas en células

individuales, son capaces de estimar los valores espećıficos de los parámetros de un modelo

matemático para reproducir las señales correspondientes a cada una de dichas células. Estos

métodos utilizan filtros no lineales adaptativos, como el filtro de Kalman Unscented (UKF),

para inferir los valores de los parámetros y las variables de estado del modelo matemático

celular [20, 70]. En concreto, la integración numérica de la ecuación (35) se transforma en

una representación estado-espacio de la forma:

xb(k) = f(xb(k − 1),q(k − 1), θ) (38)

yb(k) = h(xb(k)) + r(k). (39)

En esta representación estado-espacio, la ecuación (38) es la ecuación de proceso y recoge el

conjunto discretizado de ecuaciones que definen las variables de estado del modelo eléctrico

celular, representadas en el vector xb(k). Este vector contiene, pues, el potencial transmem-

brana, las concentraciones iónicas intracelulares y la proporción de canales en cada posible

estado para cada una de las familias de canales en la membrana celular. La función no

lineal f tiene tres vectores de entrada: el vector xb(k) de variables de estado del modelo; el

vector q(k) de ruidos de proceso no aditivos, que están relacionados con los incrementos de

Wiener; y el vector θ de parámetros del modelo. En [70] puede encontrarse una descripción

completa de estos vectores para un modelo de célula ventricular humana. En la ecuación

(39), llamada ecuación de medida, yb(k) es la variable que contienen las mediciones de la

señal eléctrica registrada. En el caso de que la señal registrada sea el potencial transmem-

brana, yb(k) = v(k) + r(k), donde v(k) representa el potencial transmembrana sin ruido de

registro y r(k) es ruido aditivo blanco Gaussiano. Por tanto, en ese caso, la función h en la

ecuación (39) es lineal, ya que solo consiste en la componente de xb(k) correspondiente al

potencial transmembrana v(k).

Para estimar conjuntamente los valores de los parámetros y las variables de estado
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del modelo estocástico celular cuando se parte de una señal eléctrica de potencial trans-

membrana registrada en una célula, en [70] se propone utilizar un método de aumento

de estados en el que el vector θ se reemplaza por un vector de variables que vaŕıan a

lo largo del tiempo y se incorporan los ruidos de proceso q(k) como variables de estado

adicionales. Los detalles acerca de las ecuaciones correspondientes a la nueva formulación

estado-espacio pueden encontrarse en [70]. Para la estimación de las variables de la represen-

tación estado-espacio aumentada se utiliza el filtro UKF, que, para problemas no lineales,

presenta mejores prestaciones que otros filtros como el Extended Kalman Filter sin suponer

una carga computacional tan elevada como la de otros métodos de Monte-Carlo tales como

los Filtros de Part́ıculas.

En otros trabajos el método que acaba de describirse se ha extendido para combinar

el filtro UKF con técnicas de reducción de dimensiones, como Double Greedy Dimension

Reduction (DGDR). Esta técnica DGDR se utiliza en primer lugar para extraer unas pri-

meras estimaciones de los parámetros mediante la proyección de los datos disponibles en un

subespacio de dimensión reducida a través de una combinación lineal de propiedades tales

como la duración, amplitud y variabilidad entre latidos cuantificadas a partir de las señales

eléctricas [71]. Estas estimaciones obtenidas mediante DGDR se utilizan para inicializar

o para actualizar las estimaciones que proporciona la metodoloǵıa anteriormente descrita

basada en representaciones estado-espacio y la utilización del filtro UKF.

4. Aplicaciones

4.1. Variabilidad espacio-temporal y riesgo de arritmias

Diversos estudios de la literatura han investigado la modelización matemática de la

estocasticidad en la apertura y cierre de los canales iónicos de las membranas celulares

card́ıacas y, en algunos casos, han determinado su impacto sobre la actividad eléctrica y su

relación con el riesgo de arritmias. Estos estudios han utilizado metodoloǵıas consistentes

en la incorporación de una corriente global de fluctuación [55], en la determinación de los

estados y tiempos caracteŕısticos de las compuertas de los canales [39] o en la utilización

de EDEs [36, 57, 72, 81]. Solo algunos de los estudios publicados llevan a cabo un análisis

de señales eléctricas recogidas experimentalmente y ajustan los modelos matemáticos a los

resultados del procesamiento de dichas señales para dar sentido biológico a las implicaciones

que pueden derivarse.
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En [57] se introduce la estocasticidad en la corriente IKs, que contribuye a la repolari-

zación de las células card́ıacas, formulando una EDE en sustitución de la ODE que define

la compuerta asociada a este canal en los modelos de células humanas y de cobaya emplea-

das en estudios previos. De todas las corrientes iónicas presentes en las membranas de los

cardiomiocitos ventriculares, la dinámica lenta y el menor número de canales asociados a

IKs hacen que las fluctuaciones en esta corriente puedan ser de mayor magnitud que las

de otras con números mayores de canales. Además, IKs juega un papel muy importante

en la estabilidad de la repolarización, particularmente en condiciones con reserva de la re-

polarización reducida, es decir, donde otras corrientes que contribuyen a la repolarización

presentan contribuciones atenuadas. Para que la introducción de la estocasticidad en IKs

sea fisiológicamente realista, en [57] se realiza un análisis de fluctuaciones como el descrito

en el apartado 3.6 a partir del cual se obtiene una estimación del número de canales aso-

ciados basada en datos experimentales que se procesan como parte del estudio. Además,

para modelizar no solo la variabilidad temporal sino también la variabilidad espacial, se

consideran distintos números de canales para distintas células, los cuales se extraen de una

distribución estad́ıstica acorde con datos experimentales disponibles. Se demuestra que las

fluctuaciones estocásticas en IKs y la variación en su número de canales genera notable

variabilidad temporal y espacial en los APs de células aisladas, tal como se muestra en la

Figura 10. Cuando las células se acoplan entre śı formando parte de un tejido, las interac-

ciones electrotónicas existentes entre ellas enmascaran el efecto de la estocasticidad en IKs,

disminuyendo de forma importante la variabilidad temporal y espacial en comparación con

las células aisladas (Figura 10).

Bajo condiciones patológicas que implican desacoplamiento inter-celular o reducción

en la reserva de repolarización, se magnifica el efecto de las variaciones en IKs, tanto a

nivel celular como de tejido, dando lugar a niveles de variabilidad exageradamente altos y

a anormalidades pro-arŕıtmicas como despolarizaciones y alternancias [57]. La Figura 11

presenta un ejemplo de irregularidades eléctricas que solo ocurren en células aisladas y bajo

condiciones patológicas como consecuencia de la estocasticidad introducida en los modelos

matemáticos de células card́ıacas. Estas conclusiones se han confirmado en otros trabajos

que han introducido estocasticidad en otras corrientes iónicas [26,38].
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Figura 10: Variabilidad temporal y espacial en la duración del AP tanto en células aisladas como en células

acopladas formando parte de un tejido. Se observa concordancia entre los resultados de las simulaciones con

modelos matemáticos que incorporan estocasticidad y las señales registradas experimentalmente. Tomada

de [57].

Figura 11: Variabilidad temporal y presencia / ausencia de posdespolarizaciones pro-arŕıtmicas en los

APs de células aisladas y células acopladas. Puede comprobarse la concordancia entre las simulaciones

realizadas con los modelos matemáticos estocásticos y las señales eléctricas recogidas experimentalmente.

Tomada de [57].
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4.2. Variabilidad espacio-temporal y predicción del efecto de fármacos

Los trabajos descritos en el apartado anterior modelizan matemáticamente la variabili-

dad espacial en la función eléctrica card́ıaca asignando a cada célula un número de canales

extráıdo de una distribución estad́ıstica representativa de datos experimentales adquiridos

para cada una de las familias de canales consideradas. Para hacer más realista la modeliza-

ción, en otros estudios se ha propuesto que, en lugar de considerar un tipo de distribución

prefijada, por ejemplo, Gaussiana, Gaussiana truncada o de Poisson, podŕıa considerarse

una calibración de la población de modelos celulares que garantice que las propiedades de

los APs simulados permanecen dentro de rangos experimentales [10, 58] o que reproducen

densidades de probabilidad obtenidas experimentalmente [37,84].

En [58] se introduce estocasticidad en los estados de cuatro familias de canales iónicos

que presentan actividad durante la fase de repolarización, como son las asociadas a las

corrientes Ito, IKr, IKs e ICaL. Para ello se proponen nuevas EDEs reflejadas de la forma

descrita en el apartado 3.4 y se estima la corriente unitaria que circula por cada canal

individual mediante el procesamiento de señales de corrientes eléctricas y la aplicación de

los métodos de análisis de fluctuaciones descritos en el apartado 3.6. Además de la varia-

bilidad temporal aśı introducida, se incorpora también variabilidad espacial a través de

la construcción de una población de modelos matemáticos representativos de un amplio

conjunto de células. Se comienza construyendo una población generada variando las con-

ductancias máximas de las corrientes del modelo de Decker [19] para células ventriculares

caninas utilizando la técnica de Latin Hypercube sampling. El número de canales asociado

a cada una de las corrientes se considera que vaŕıa en la misma proporción que la con-

ductancia, ya que se ha mostrado en estudios experimentales que la corriente unitaria por

canal no vaŕıa de una célula a otra. La población construida se calibra posteriormente de

forma que solo se retienen aquellos modelos que presentan propiedades eléctricas dentro de

ĺımites experimentales, tanto en condiciones basales como en respuesta a la administración

de fármacos que inhiben corrientes iónicas. Utilizando la población calibrada se demuestra

que es posible reproducir los rangos de variabilidad temporal y espacial reportados expe-

rimentalmente. Además, mediante análisis de correlación parcial pueden identificarse los

mecanismos que llevan a incrementos sustanciales en dicha variabilidad, los cuales podŕıan

asociarse con una mayor vulnerabilidad a sufrir eventos arŕıtmicos inducidos por acciones

farmacológicas. La Figura 12 ilustra ejemplos de células reales y simuladas con distintos
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grados de variabilidad y, en consecuencia, distintos grados de riesgo arŕıtmico.

Figura 12: Panel superior: Series temporales de APD en células reales y simuladas con distintos grados

de variabilidad temporal. Panel inferior: Medidas de variabilidad temporal en experimentos y simulaciones.

Tomada de [58].

Trabajos posteriores basados en metodoloǵıas similares han probado que las poblaciones

de modelos calibradas con datos experimentales pueden predecir efectos adversos de tera-

pias farmacológicas y de otros tipos [10,41,51,78,79]. En otros estudios se han desarrollado

metodoloǵıas que calibran las poblaciones de modelos de acuerdo con las distribuciones

estad́ısticas de un conjunto de medidas experimentales, de forma que permiten replicar de

manera más precisa la variabilidad experimental que si se utilizara únicamente la informa-

ción presente en los ĺımites superior e inferior de las medidas experimentales [37, 84]. En

este sentido, la calibración basada en distribuciones permite estratificar mejor los conjuntos

de datos de corazones sanos y enfermos según sus caracteŕısticas iónicas subyacentes [37].

4.3. Variabilidad espacio-temporal y respuesta a cambios en el SNA

Las poblaciones de modelos referidas en los apartados anteriores se han calibrado a

partir de rangos o distribuciones de probabilidad de propiedades eléctricas definidas a
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partir de la duración, morfoloǵıa o amplitud del AP. Aunque estas poblaciones permiten

obtener conclusiones muy relevantes acerca del impacto de la variabilidad eléctrica en la

generación de arritmias, el método empleado en su construcción no permite asegurar que

cada modelo de la población represente las caracteŕısticas de un cardiomiocito. Es por

ello que otros trabajos han desarrollado modelos de AP que se ajustan exactamente a los

datos de una célula individual. Entre estos, cabe destacar los basados en la formulación de

representaciones estado-espacio y el uso de filtros adaptativos no lineales para estimar las

conductancias de las corrientes iónicas de un modelo partiendo únicamente del potencial

eléctrico registrado en una célula, tal como se ha descrito en el apartado 3.7. Utilizando esta

metodoloǵıa, en [70] se prueba que es posible reproducir no solo las caracteŕısticas en estado

estacionario sino también las dinámicas a lo largo del tiempo de manera personalizada para

cada registro eléctrico disponible, como se ilustra en la Figura 13.
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Figura 13: Distribuciones estad́ısticas de APD y variabilidad a corto plazo (STV) para un conjunto de

datos de entrada y para la población de modelos de AP estimada a partir de estos datos. Tomada de [70].

Dada la relevancia de la regulación de la actividad eléctrica card́ıaca por parte del SNA,

otros trabajos han extendido la metodoloǵıa que acaba de describirse para reproducir ma-

temáticamente los datos de potencial eléctrico de una célula tanto en condiciones basales

como también en respuesta a incrementos en la estimulación β-adrenérgica [71]. En este

caso, se estiman los valores de las conductancias iónicas y los factores de fosforilación de los

sustratos celulares afectados por la estimulación β-adrenérgica. Además, en [71] se combi-

nan los filtros adaptativos no lineales con el método DGDR de reducción de dimensiones y

se prueba que se incrementa la precisión de las estimaciones a la vez que se reduce sustan-

cialmente el tiempo de cálculo de dichas estimaciones, tal como se ilustra en la Figura 14.
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Figura 14: AP de entrada para una célula individual y para el modelo matemático de la población ajustado

a dicha célula en condiciones basales (izquierda) y bajo estimulación β-adrenérgica. Tomada de [71].

4.4. Variabilidad espacio-temporal en el electrocardiograma como marcador cĺınico

La variabilidad temporal y espacial en los APs celulares y tisulares tiene su repercusión

en la actividad del órgano completo y, por tanto, sobre la señal ECG registrada en la su-

perficie del cuerpo. Además del análisis de la variabilidad asociada a las variaciones en el

ritmo card́ıaco (HRV, por las siglas en inglés de Heart Rate Variability) [7,9,27,28], múlti-

ples estudios han investigado la variabilidad de la repolarización ventricular cuantificada a

partir de la onda T y el intervalo QT del ECG [59,61,62,75]. La ventaja de estos métodos es

que proporcionan marcadores no invasivos que pueden utilizarse como soporte en la toma

de decisiones médicas relativas al diagnóstico, monitorización y terapia de enfermedades

card́ıacas.

En [23] se analiza la variabilidad temporal del intervalo QT, en particular la que sucede

en forma de oscilaciones de baja frecuencia (entre 0.03 y 0.15 Hz), en pacientes con y sin

enfermedad de las arterias coronarias. Como la variabilidad del intervalo QT se cuantifica

durante una prueba de esfuerzo en un cicloergómetro en la que el ritmo card́ıaco presenta

grandes variaciones en su valor medio y en su variabilidad como reflejo de los cambios en

el SNA [8], se aplica un método basado en transformaciones tiempo-frecuencia [50] para

separar las fracciones linealmente relacionadas y no relacionadas con la variabilidad del

ritmo card́ıaco. Se demuestra que las oscilaciones lentas del intervalo QT no relacionadas con

las del ritmo card́ıaco permiten identificar pacientes con enfermedad coronaria utilizando

únicamente los primeros minutos de la prueba de esfuerzo.

Otros trabajos han cuantificado la variabilidad en el ángulo entre los vectores de on-

das T consecutivas del ECG, analizando también las oscilaciones de baja frecuencia no
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relacionadas con las del ritmo card́ıaco. En [29] se ha desarrollado la metodoloǵıa para lle-

var a cabo tal cuantificación y se ha concluido que entre un 50 y un 70 % de las oscilaciones

de baja frecuencia del ángulo de la onda T no están linealmente relacionadas con las del

ritmo card́ıaco. Estas oscilaciones aumentan con el incremento en la activación simpática

inducido por el ejercicio y vaŕıan notablemente en función de caracteŕısticas como la edad

y la condición f́ısica. En pacientes con insuficiencia card́ıaca crónica, las oscilaciones de

baja frecuencia del ángulo de la onda T permiten identificar pacientes con alto riesgo de

sufrir muerte súbita card́ıaca, particularmente cuando se combinan con otros ı́ndices de

variabilidad de la repolarización ventricular como las alternancias de onda T [53]. Este

mismo método ha mostrado también ser de gran utilidad para calcular el segundo umbral

ventilatorio, es decir, el punto en el que el ejercicio f́ısico de alta intensidad deja de poder

mantenerse [42] aśı como para determinar los efectos de la microgravedad sobre el sistema

cardiovascular [52].

La variabilidad de la onda T del ECG se ha cuantificado también a través del análisis

de variaciones morfológicas. En [65] se propone un nuevo método basado en la técnica de

deformación temporal que permite evaluar de forma robusta la variabilidad en la forma

de la onda T. Este método se aplica en [63, 64] y se demuestra su valor como predictor

de muerte súbita card́ıaca y muerte por fallo de bombeo en pacientes con insuficiencia

card́ıaca.
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[64] J. Ramı́rez, M. Orini, A. Mincholé, V. Monasterio, I. Cygankiewicz, A. Bayés de Luna, J.P.

Mart́ınez, E. Pueyo, y P. Laguna, T-wave morphology restitution predicts sudden cardiac

death in patients with chronic heart failure, Am. Heart J. 6 (2017), no. 5, e005310.

[65] J. Ramı́rez, M. Orini, J.D. Tucker, E. Pueyo, y P. Laguna, Variability of ventricular repola-

rization dispersion quantified by time-warping the morphology of the T-waves, IEEE Trans.

Biomed. Eng. 64 (2017), no. 7, 1619–1630.

[66] D.M. Roden, Taking the “idio” out of “idiosyncratic”: predicting torsades de pointes, Pacing

Clin. Electrophysiol. 21 (1998), no. 5, 1029–1034.

[67] Y. Rudy y J.R. Silva, Computational biology in the study of cardiac ion channels and cell

electrophysiology, Q. Rev. Biophys. 39 (2006), no. 1, 57–116.

[68] D.A. Sampedro-Puente, J. Fernández-Bes, B. Porter, S. van Duijvenboden, P. Taggart, y

E. Pueyo, Mechanisms underlying interactions between low-frequency oscillations and beat-

to-beat variability of celullar ventricular repolarization in response to sympathetic stimulation:

Implications for arrhythmogenesis, Front. physiol. 10 (2019), 916.

[69] D.A. Sampedro-Puente, J. Fernández-Bes, N. Szentandrássy, P.P. Nánási, P. Taggart, y
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Resumen

Los sensores SQUID han sido utilizados desde los años ochenta para estudiar el

magnetismo de la materia en la nanoescala. Sin embargo, desde los experimentos pio-

neros de Wolfgang Wernsdorfer ha habido pocos grupos que hayan conseguido aplicar

esta técnica de manera exitosa. En este artículo de revisión repasaremos los concep-

tos teóricos que nos permitirán comprender el funcionamiento y diseño de sensores

nanoSQUID y las posibles dificultades de su uso. Analizaremos también un número

de dispositivos capaces de explotar los beneficios de diferentes uniones Josephson y

haremos un repaso extenso sobre ejemplos relevantes de medidas nanoSQUID aplica-

das a problemas interesantes en magnetismo. Finalmente, veremos otros usos de las

uniones Josephson muy relevantes en tecnologías cuánticas.
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1. Introducción

Los SQUID, del inglés Superconducting Quantum Interference Device, son una de las
manifestaciones más bellas de coherencia cuántica. Un sensor SQUID dc consiste en dos
secciones superconductoras unidas débilmente formando un anillo. Su funcionamiento re-
sulta de la unión del efecto Josephson, que repasaremos en la Sección 2, y la cuantización
del flujo en un anillo superconductor, que veremos en la Sección 3. Como consecuencia, se
produce la interferencia de las funciones de onda macroscópicas de ambas secciones, dando
lugar a una dependencia periódica de las propiedades eléctricas del dispositivo en función
del flujo magnético que atraviesa el anillo. En primera instancia, esta estructura sirvió para
demostrar la existencia del efecto Josephson [45]. Además, los SQUID permiten transducir
flujo magnético en voltaje siendo, por lo tanto, estupendos sensores de campo magnético,
corriente, imanación o, incluso, posición [20, 53].

La aplicación más extendida de los SQUID es el estudio del magnetismo de la materia.
A ella dedicaremos gran parte de este artículo de revisión (ver Sección 4). Estos sensores
pueden encontrarse en MPMS (del inglés, Magnetic Property Measurement System) de
laboratorios de física y química de todo el mundo. En estos dispositivos, el campo magnético
B creado por la muestra se acopla a una bobina captora que está, a su vez, inductivamente
acoplada a un anillo SQUID (ver Fig. 1a). Las bobinas captoras suelen tener áreas en el
rango de los mm2 o cm2. La figura de mérito del magnetómetro es el ruido magnético
√
SB =

√
SΦ/Aeff, donde SΦ es el ruido de flujo y Aeff es el área efectiva del SQUID. Para

disminuir el ruido magnético es necesario aumentar Aeff. Pero, como veremos a continuación,
el ruido de flujo depende linealmente de la inductancia del SQUID L, por lo que ésta
debe mantenerse lo más baja posible. Para cumplir estos dos requisitos irreconciliables se
introdujo el SQUID tipo washer (ver Fig. 1b). El área efectiva de este anillo superconductor
se convierte en Aeff = dD, donde d (D) es el diámetro interno (externo) de la bobina. Por
otra parte, la inductancia se aproxima a L ≈ 1,25µ0d, con µ0 la permeabilidad del vacío.
Esto permite aumentar Aeff (D ∼ 100 µm) mientras que L se mantiene por debajo del rango
de los 100 pH (d ∼ 10 µm). En cuanto a los materiales, el niobio es el superconductor más
utilizado actualmente y las uniones Josephson suelen consistir en multicapas de Nb/Al-
AlOx/Nb [38].

Al profundizar en la teoría de ruido térmico en SQUIDs [104], se comprobó que la
resolución en energía de un SQUID dc dependía directamente de su inductancia según
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ε = SΦ/(2L). De esta manera, reducir L permite disminuir el ruido del SQUID [56]. Esto
último originó la investigación en SQUIDs microscópicos en los años 80 [111] para estudiar
pequeños sistemas magnéticos. Los primeros dispositivos de este tipo fueron introducidos
por Ketchen en 1984 [50] en forma de microsusceptómetros y su legado todavía es explotado
por el grupo de Kathryn Moler en la universidad de Stanford para desarrollar microsco-
pios magnéticos de barrido [11]. Probablemente, el auténtico pionero en el desarrollo de
nanoSQUIDs capaces de detectar la señal de nanopartículas magnéticas individuales es
Wolfgang Wernsdrofer quien puso en práctica esta técnica en la década de los 90 [117, 113].
Más recientemente, destaca la aparición del SOT (del inglés, SQUID-on-tip) introducido
por Eli Zeldov en el Instituto Weizmann [30, 108]. En este dispositivo, el anillo SQUID es
construido directamente en la punta de una nanopipeta de cuarzo, llevando la sensibilidad
al límite de un espín individual.

Actualmente existen numerosos grupos de investigación centrados en el desarrollo de
dispositivos nanoSQUID aplicados al estudio de pequeños sistemas magnéticos o nanopar-
tículas individuales. Sin embargo, muchos de estos sensores no llegan nunca a cumplir su
objetivo. El motivo principal es que son dispositivos restringidos a rangos de temperatura
muy reducidos, o que no pueden ser utilizados bajo la aplicación de campos magnéticos
elevados. Estas dos últimas características son fundamentales para extraer información in-
teresante de medidas de caracterización magnética. En este trabajo nos centraremos en
experimentos exitosos de detección de nanopartículas magnéticas con nanoSQUIDs dc (ver
Sección 5). Existen también otras técnicas ultra-sensibles como los sensores basados en
vacantes en diamante [96, 105] (más difícil de implementar a bajas temperaturas y bajo
campos magnéticos variables) o los sensores de fuerza [29] (menos versátiles que los mag-
netómetros nanoSQUID). Además, los sensores miocro-Hall [61] o la microscopia MOKE
[29] se suelen aplicar al estudio de materiales magnéticos pero son órdenes de magnitud
menos sensibles que un sensor nanoSQUID. El lector interesado puede encontrar artículos
de revisión sobre estas técnicas en las referencias [95], [80], [90] y [78], respectivamente.

Aparte de su aplicación para estudiar materiales magnéticos, los magnetómetros SQUID
se utilizan también, por ejemplo, para detectar las señales magnéticas minúsculas que pro-
duce el cerebro o el corazón humano. También han sido utilizados en el sector aeroespacial
para detectar fallos en componentes y en investigación arqueológica o geológica no des-
tructiva [10]. Un SQUID conectado inductivamente a una fuente de voltaje en serie con
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una resistencia resulta en un voltímetro de altísima precisión. Además, el efecto Josephson
persiste hasta frecuencias enormemente altas (≈ 100 GHz) permitiendo imaginar aplica-
ciones en un ancho de banda enorme [21]. Por ejemplo, los SQUIDs constituyen excelentes
amplificadores rf para medidas de resonancia magnética nuclear usando campos magnéti-
cos reducidos. Las uniones Josephson sirven como detectores de radiación o pueden usarse
para leer sensores de fotones individuales tipo TES (del inglés, Transition-Edge Sensor)
que permiten detectar rayos X en telescopios espaciales. Las uniones Josephson también
constituyen la esencia del patrón de voltio más utilizado en la actualidad (ver Apéndice 7.1).

a b

d

DM
Bobina captora



Figura 1: a: Esquema típico de un magnetómetro SQUID acoplado inductivamente (M) a una bobina
captora que puede tener forma gradiométrica para ser insensible a campos magnéticos homogéneos. Esta
bobina capta la señal magnética de una muestra con momento magnético µ. b: Implementación real del
esquema anterior con láminas delgadas. El anillo SQUID (rojo, con las uniones Josephson representadas
con una cruz) se acopla a una bobina captora de varias vueltas (verde). Esta configuración permite alcanzar
un buen acoplo entre la bobina captora y el SQUID que, gracias a su configuración tipo washer alcanza
áreas efectivas grandes (para mejorar la resolución de campo) manteniendo la inductancia pequeña (para
reducir el ruido). La fabricación se lleva a cabo mediante técnicas convencionales de litografía óptica en
láminas delgadas de niobio y multicapas de Nb/Al-AlOx/Nb para las uniones Josephson.

Pero la física tras un SQUID es enormemente rica y no se limita sólo a la interferencia
cuántica sino que resulta, también, en un objeto altamente no-lineal cuya inductancia
puede modularse fácilmente. Estas dos características han ligado de manera inseparable
los SQUID y las uniones Josephson con el desarrollo de circuitos superconductores para
tecnologías cuánticas. Los circuitos Josephson son parte de los bits cuánticos (qubits) más
utilizados hasta la fecha (ver Apéndice 7.2) y, también, permiten construir los amplificadores
criogénicos más sensibles de la actualidad, los amplificadores paramétricos (ver Apéndice
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7.3). Estos basan su operación en circuitos resonantes superconductores cuya frecuencia
de resonancia puede ser rápidamente modulada. Los SQUID también son muy utilizados
en investigación fundamental. Un ejemplo es la optomecánica cuántica de cavidades [94]
o la electrodinámica cuántica de cavidades donde estos dispositivos permitieron observar
experimentalmente por primera vez las partículas virtuales que componen el vacío cuántico
[119]. Recientemente, la física del efecto Josephson ha permitido también diseñar circuitos
caloritróinicos donde las corrientes térmicas pueden ser controladas de manera coherente
(ver Apéndice 7.4).

2. La unión Josephson

Tal y como describe la teoría de Bardeen-Cooper-Schrieffer [7] (BCS), los electrones que
componen un superconductor forman pares de Cooper por debajo de una cierta temperatura
crítica (Tc). Además, aparece un gap de energía ∆ en la densidad de estados de los electrones
desapareados (cuasipartículas):

2∆(T = 0) = 3,53kBT.

Esta energía (2∆) es precisamente el costo de romper un par de Cooper. En el estado su-
perconductor, estos pares están fuertemente correlacionados compartiendo un único centro
de masas. En este estado, todo el condensado superconductor puede describirse con una
función de onda macroscópica (o parámetro de orden) Ψ = Ψ0e

iϕ donde |Ψ0|2 es propor-
cional a la densidad de pares de Cooper ns. En un superconductor, incluso en ausencia de
campos electromagnéticos, el gradiente de esta fase ∇ϕ origina el movimiento del fluido de
pares de Cooper (de hecho ~∇ϕ es el momento p). Según la segunda ecuación de Ginzburg
Landau, la densidad de corriente puede escribirse como:

(1) js =
qsns
ms

(
~∇ϕ− qsA

)
=
qsns
ms

~∇φ,

con qs = 2e, ms = 2m, A el potencial magnético vector (∇×A = B),

(2) φ = µ0λ
2
L

∮
jsdl = ϕ− qs

~

∫ r

r0
Adr = ϕ− 2π

Φ0

∫ r

r0
Adr,

la fase invariante de gauge y λL =
√
ms/µ0q2

sns la longitud de penetración de London.
Tenemos, por lo tanto, que js ∝ ns∇φ donde, recordemos, ns y φ dependen de la posición.

60



Una unión Josephson puede definirse de manera general como una unión débil entre
dos electrodos superconductores. Ésta puede ser de varios tipos. En su trabajo original,
Josephson consideró una lámina delgada de material aislante donde los pares de Cooper
son capaces de pasar por efecto túnel. También, una barrera metálica normal exhibe pro-
piedades de unión Josephson, aunque el transporte esté dominado por procesos de reflexión
de Andreev [86]. Una constricción, punto de contacto o puente de Dayem suficientemente
estrecho es otro ejemplo de unión Josephson [2]. En este caso, la constricción tiene que
tener dimensiones comparables o menores que la longitud de coherencia (ξ, que da idea
del “tamaño” de un par de Cooper). En el caso de uniones Josephson cortas, que satisfa-
cen aproximadamente la relación de fase sinusoidal que veremos en la eq. (3), es también
necesario que su longitud sea menor que la longitud de penetración de London (λL que da
idea de la penetración del campo magnético dentro del superconductor). Incluso, en el caso
de los superconductores de cuprato (e.g., YBa2Cu3O7), una frontera de grano o defectos
cristalinos se comportan como una unión débil [42]. Esto se debe a que, en estos materiales,
la longitud de coherencia es enormemente pequeña y anisotrópica. Las fronteras de grano
se comportan por tanto como diminutos puntos de contacto en paralelo. En la Tabla 1 se
resumen algunas propiedades relevantes de superconductores utilizados habitualmente para
fabricar uniones Josephson y SQUIDs.

Material Tc (K) λL (nm) ξ (nm) Bc1 (T) Bc2 (T) ∆ (meV)

Pb 7.2 37 83 - - 2.7
Al 1.18 16 1600 - - 0.34
Nb 9.25 39 38 0.2 0.27 3.0
YBa2Cu3O7 92 140⊥ 1,5ab 0,085⊥ 130⊥ 50-60

700|| 0,3c 0,025||

Tabla 1: Temperatura crítica (Tc), longitud de penetración London (λL), longitud de coherencia ( ξ),
campo crítico (Bc1 y Bc2) y gap superconductor (∆) de distintos materiales superconductores.

Los materiales con Tc (y, por lo tanto, ∆) elevado son siempre ventajosos. La longitud
de solapamiento de las funciones de onda superconductora en ambos electrodos es del orden
de ξ por lo que también es útil utilizar materiales con longitud de coherencia elevada. Para
minimizar la penetración del flujo magnético y el atrapamiento de vórtices de Abrikosov
en el material, conviene que λL sea bajo. Esto hace que los superconductores tipo II (para
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los cuales ξ <
√

2λL, e.g., YBa2Cu3O7 y Nb) parezcan menos atractivos para aplicaciones
Josephson. No obstante, estos materiales también exhiben campos críticos elevados (con
Bc1 como inicio de la penetración de vórtices de Abrikosov y Bc2 como límite para la
destrucción del estado superconductor) lo que permite su operación bajo la aplicación de
campos magnéticos. Esto último representa una ventaja importante en aplicaciones de
magnetometría.

En todos estos tipos de uniones se produce un solapamiento de las funciones de onda
superconductoras de ambos electrodos que permite el paso de los pares de Cooper por
efecto túnel sin disipar energía. La densidad de supercorriente js tiene que ser constante en
el espacio a lo largo de la unión Josephson. Como la densidad de pares de Cooper cae en la
región no superconductora de la unión, tenemos que φ debe exhibir un pico y, por lo tanto,
∇φ debe hacer un salto en la barrera. La supercorriente resultante será función de esta
diferencia de fase en la unión Josephson δ = φ1′ − φ1 (donde los subíndices 1, 1′ se refieren
a ambos superconductores a la derecha e izquierda de la barrera). Además, las fases son
periódicas 2π lo que, intuitivamente, hace pensar que la supercorriente será una función
periódica de δ. Teniendo en cuenta que la invariancia bajo inversión temporal cancela la
aparición de términos tipo coseno, la corriente a través de una unión débil toma la forma
de la famosa primera ecuación de Josephson [48, 3]:

(3) I = I0 sen δ,

donde I0 es la corriente crítica de la unión Josephson. Para profundizar un poco más en la
derivación original de Josephson y su primera ecuación ver el apéndice 7.4.

En general, I0 se aproxima bien a la relación de Ambegaokar-Baratoff:

I0 =
π∆(T )

2eR
tanh

∆(T )

2kBT
.

Aquí, ∆(T ) es el gap superconductor del material dependiente de la temperatura y R es la
resistencia de la unión Josephson en estado normal. En el límite de muy baja temperatura
(T � TC), la relación de Ambegaokar-Baratoff se reduce a:

(4) I0 =
π∆

2eR

Como hemos visto, un gradiente espacial de la fase origina una supercorriente. Además,
la variación temporal de la fase puede causar un voltaje o, dicho de otra manera, que el
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material entre en el estado disipativo. Esto puede verse fácilmente derivando δ respecto del
tiempo:

(5)
δ =

ms

qsns~

∫ 1′

1

jsdr = ϕ1′ − ϕ1 −
2π

Φ0

∫ 1′

1

Adr.

δ̇ = ϕ̇1′ − ϕ̇1 −
2π

Φ0

∫ 1′

1

Ȧdr.

Teniendo en cuenta que la función de onda Ψ ∝ e−iEt/~ se entiende que la diferencia ϕ̇1′−ϕ̇1

equivale a la diferencia de energía de los dos superconductores ϕ̇1′ − ϕ̇1 = (E1′ − E1)/~.
Además, la derivada temporal del potencial magnético vector equivale al potencial inducido
−2π/Φ0

∫ 1′

1
Ȧdr = 2eUind/~. Así, se ve fácilmente que la derivada temporal de la fase

equivale a la diferencia de potencial total en la barrera (2eU/~). De esta manera Josephson
obtuvo su segunda ecuación [48, 3]:

(6) V(t) =
~
2e
δ̇ =

Φ0

2π
δ̇.

con Φ0 ≈ 2,07× 10−15 Vs el cuanto de flujo que definiremos a continuación. El voltaje total
resultante se obtiene como el promedio temporal V = 〈V(t)〉T = 1

T

∫ T
0
V(t)dt.

/e

V

I

I0

ba

Ds

2eV

Ds

E

EF

Figura 2: a: Unión Josephson polarizada en voltaje. La corriente de cuasipartículas es cero para voltajes
|V | < 2∆/e. Cuando el voltaje supera esta cantidad, los electrones desapareados pueden atravesar la barrera
por efecto túnel. Experimentalmente, es muy difícil polarizar a |V | ∼ 0 una unión Josephson debido a la
impedancia no nula de una fuente de voltaje real. Como la resistencia de la unión tiende a cero cuando
|V | ∼ 0, la fuente se comporta en la práctica como una fuente de corriente que se detecta como un pico de
supercorriente. b: Representación esquemática de la densidad de estados de cuasipartículas Ds en una unión
débil entre dos superconductores idénticos caracterizados por un gap ∆. La aplicación de una diferencia de
potencial desplaza el nivel de Fermi EF de una electrodo respecto del otro una cantidad eV .
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Las ecuaciones de Josephson permiten entender el comportamiento de una unión Jo-
sephson polarizada en voltaje (ver Fig. 2a). En esta configuración, la unión se comporta
como una sonda para inspeccionar la densidad de estados y el gap superconductor del
material. Para entenderlo, debemos imaginar la forma de la densidad de estados de las
cuasipartículas en un superconductor que exhibe un gap de energía alrededor del nivel de
Fermi. Cuando el voltaje aplicado es igual a cero, no hay procesos túnel de cuasipartículas.
Solo los pares de Cooper pueden atravesar la barrera dando lugar a un pico de corriente
dc característico e igual a I0. Al aumentar el voltaje, la unión entra en estado disipativo y
el paso de pares de Cooper sigue la segunda ecuación de Josephson. Es decir, la diferencia
de fase comienza a depender del tiempo como δ(t) = δo + 2π

Φ0
V t. Insertando esta relación

en la primera ecuación de Josephson (eq.3) obtenemos I = I0 sen(δ0 + ωJt). Es decir, la
corriente de pares de Cooper oscila a la frecuencia de Josephson fJ ≡ ωJt

2π
= V

Φ0
= 483,6

GHz/mV V . Esto convierte a la unión Josephson en una fuente de altas frecuencias con-
trolable mediante voltaje. Esta corriente es difícilmente observable en un experimento dc
ya que la fase oscila rápidamente haciendo que el promedio temporal 〈sen δ〉T = 0, lo que
da lugar a una supercorriente dc nula. Por otra parte, debido a la existencia del gap, las
cuasipartículas tampoco pueden pasar por efecto túnel. De esta forma la corriente total es
cero. Al ir aumentando el voltaje progresivamente, se desplaza el potencial químico de un
electrodo respecto del otro hasta que, eventualmente, las cuasipartículas pueden atravesar
la barrera. Esto da lugar a un salto brusco de la corriente de cuasipartículas que permite
caracterizar experimentalmente la magnitud del gap superconductor (ver Fig. 2b).

Resulta interesante fijarse también en la inductancia de la unión Josephson LJ . El
voltaje que atraviesa un inductor satisface la relación

(7) V(t) = LJ
∂I

∂t
.

Expresando ∂I
∂t

como ∂I
∂δ

∂δ
∂t

y usando las ecuaciones de Josephson (eqs. 3 y 6):

∂I

∂δ
=I0 cos δ,

∂δ

∂t
=

2π

Φ0

V(t).

Insertando las expresiones anteriores en eq. (7) obtenemos:

(8) LJ(I) =
LJ0

cos δ
=

LJ0√
1− I2/I2

0

,
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con LJ0 = Φ0

2πI0
. Es decir, la unión Josephson es un inductor modulable a través de la

corriente LJ(I). Esta definición puede considerarse la inductancia efectiva diferencial. Es
decir, da idea de la impedancia efectiva de la unión Josephson cuando ésta se conecta a
un circuito rf, por ejemplo. Un inductor es un objeto capaz de almacenar energía. En un
inductor convencional, la corriente aumenta gradualmente al aplicarse un voltaje constante.
Este no es el caso de la unión Josephson donde la corriente comienza a oscilar según la
segunda ecuación de Josephson.

Podemos también calcular la energía Josephson EJ como la integral de la potencia
obtenida desde t = 0 cuando comenzamos a aplicar una corriente hasta t = t0 cuando la
corriente deja de aumentar:

(9) EJ =

∫ t0

0

I(t)V(t)dt.

Insertando las relaciones de Josephson para I(t) (eq. 3) y V(t) (eq. 6) obtenemos:

EJ =

∫ t0

0

(I0 sen ϕ̃)

(
Φ0

2π

dϕ̃

dt

)
dt =

Φ0I0

2π

∫ ϕ

0

sen ϕ̃dϕ̃,

con ϕ̃(t = 0) = 0 y ϕ̃(t = t0) = ϕ. Integrando obtenemos la expresión para la energía
Josephson:

(10) EJ = EJ0(1− cosϕ),

con EJ0 = Φ0I0
2π

. Esta es la energía de acoplo de los dos electrodos superconductores unidos
en una unión Josephson.

2.1. Modelo RCSJ

Resulta muy útil detenerse a analizar el famoso modelo RCSJ (del inglés, Resistively
and Capacitively Shunted Junction [103, 79, 19], ver Figura 3) que describe uniones Joseph-
son polarizadas en corriente. El modelo considera que la corriente que fluye por la unión
Josephson se divide en tres canales paralelos: la supercorriente Is (eq. 3), una corriente de
cuasipartículas disipativa Iqp = U/R atravesando una resistencia R y una corriente de des-
plazamiento Id = C ∂U/∂t que atraviesa un condensador C. También se pueden considerar
efectos de ruido (térmico) en un término adicional como una fuente de ruido IN. Nosotros
despreciaremos este término por el momento. Usando la ley de Kirchhoff para circuitos
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eléctricos y las ecuaciones de Josephson, podemos obtener la ecuación del movimiento para
la diferencia de fase invariante de gauge δ:

Φ0

2πR
δ̇ +

Φ0C

2π
δ̈ = I − I0 sen δ.

Que se puede reescribir como:

(11)
Φ0

2πR
δ̇ +

Φ0C

2π
δ̈ = −2π

Φ0

∂UJ
∂δ

,

con:

(12) UJ = EJ0(1− cos δ)− I

I0

δ.

Esta ecuación es equivalente a la ecuación del movimiento de una partícula puntual que
se mueve en un potencial ondulado (cos δ) inclinado (tilted washboard potential) como el
mostrado en la Fig. 3b:

ξẋ+mẍ = −∂[w(x)− Fdx]

∂x
.

Siguiendo la analogía, la masa de la partícula (m) se identifica con la capacidad C, la
fricción (ξ) se corresponde a la conductividad 1/R, la fuerza (Fd) que inclina el potencial
es la corriente I y, finalmente, la velocidad corresponde al voltaje U .

I

UId Iqp Is

INI0RC

a b


UJ

i = 0

i = 1/2

i = 1

 

Figura 3: a: Circuito equivalente del modelo RCSJ. La corriente que atraviesa la unión se divide en
una corriente de desplazamiento, una corriente de cuasipartículas, una corriente de pares de Cooper y un
término de ruido que no consideraremos aquí. b: Representación del potencial ondulado inclinado por una
fuerza I por el que se desplaza la partícula imaginaria de masa C con fricción 1/R y a velocidad δ̇ ∝ U .
Cuando la corriente aumenta alcanzando i = I/I0 = 1, los mínimos metaestables desaparecen y la partícula
comienza a rodar, i.e., la unión Josephson exhibe una caída de potencial.
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Resulta también interesante reescribir estas ecuaciones en función de las corrientes nor-
malizadas i = I/I0, iN = IN/I0 y la energía normalizada uJ = UJ/EJ0. Introducimos la
frecuencia de plasma ωp,I como la frecuencia del circuito LJ(I)C de la unión:

ωp,I(I) =
1√

LJ(I)C
= ωp(1− I2/I2

0 )1/4, con ωp =

√
2π

Φ0

I0

C
.

Es importante resaltar que la frecuencia de plasma depende del cociente I0/C. Tanto la
corriente crítica como la capacidad escalan con el área de la unión así que ωp es indepen-
diente del área y depende solamente de parámetros de fabricación así como del tipo de
unión. En uniones típicas Nb/Al-AlOx/Nb se alcanzan densidades de corriente crítica del
orden de 100−1000 A/cm2. En cuanto a la capacidad por unidad de área A, típicamente se
usan espesores de material aislante de d ∼ 1 nm y constante dieléctrica ε ∼ 10 con lo que
C/A = εε0/d ∼ 10−5 F/cm2, donde ε0 = 8,8× 10−12 F/m. Con esto se obtienen frecuencias
de plasma en el rango de ωp/2π . 100 GHz.

La frecuencia característica ωc es la frecuencia de Josephson al voltaje característico
Vc = I0R:

ωc =
2π

Φ0

I0R.

Finalmente, ωRC es la frecuencia del circuito R-C:

ωRC =
1

RC
.

Notar que ω2
p = ωcωRC. Usando estos nuevos parámetros, además del conocido parámetro

de Stewart-McCumber:

(13) βc =
2π

Φ0

I0R
2C =

(
ωc
ωp

)2

=

(
ωp
ωRC

)2

=
ωc
ωRC

,

obtenemos:

(14)
δ̈

ω2
p

+
δ̇

ωc
= −∂uJ

∂δ
,

o bien:

(15) βc
δ̈

ω2
c

+
δ̇

ωc
= −∂uJ

∂δ
.

Este modelo permite entender intuitivamente el comportamiento de una unión Joseph-
son polarizada en corriente (ver Fig. 4). Mientras la corriente es baja (I < I0), la partícula
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Figura 4: Característica IV de uniones Josephson polarizadas en corriente (teoría y experimento). a:
Unión cortocircuitada con una resistencia de carga en régimen subamortiguado (βc = 5). Por encima de
I0, V (I) se aproxima a la dependencia lineal de una unión resistiva R. La corriente Ir corresponde al valor
necesario para que la partícula vuelva a quedar atrapada en un pozo de potencial al disminuir I. El inset
muestra la dependencia de Ir(βc) que se aproxima a Ir/I0 = 4/(πβ

1/2
c ) en el límite βc � 1 [33]. b: Unión

túnel sin resistencia de carga. Al aumentar la corriente desde cero la unión se comporta de manera similar
al caso anterior. Cuando la corriente disminuye desde el estado disipativo a valores I < I0 se obtiene
δ̇ ∝ V = 2∆/e ≈ cte. En ambos paneles las flechas indican el sentido del ciclo de histéresis. c: Curva
experimental obtenida en una unión tipo frontera de grano en YBCO con resistencia de carga de 3,5 Ω

(βc < 1). d: Curva experimental obtenida en una unión tipo túnel Al/AlOx/Al sin resistencia de carga a
distintas temperaturas. La resistencia en el estado disipativo corresponde a R ∼ 1,5 kΩ.

permanece atrapada en un mínimo de potencial. Esto significa que δ̇ = 0 y el voltaje re-
sultante es igual a cero. La partícula oscila a la frecuencia de plasma según la corriente,
siendo máxima (ωp,I = ωp) para I = 0 y disminuyendo conforme aumenta la corriente
hasta hacerse nula para I = I0. En este estadio, los pares de Cooper fluyen sin disipar
energía. Cuando se alcanza la corriente crítica I = I0, desaparece el mínimo metaestable
y la partícula comienza a deslizarse (δ̇ 6= 0) con el consiguiente aumento del voltaje de
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acuerdo con la segunda ecuación de Josephson (eq. 6). Al aumentar la corriente I > I0,
el transporte comienza a estar dominado por electrones sin aparear o cuasipartículas, que
disipan energía dando lugar a un voltaje.

Cuando la corriente disminuye de nuevo desde I > I0, el potencial ondulado vuelve poco
a poco a su posición horizontal. El comportamiento de la partícula dependerá fuertemente
de las características de la unión, i.e., la masa m = (~/2e)2C, la fricción 1/R y la existencia
o no de una resistencia de carga. Este comportamiento se cuantifica mediante el parámetro
de Stewart-McCumber que da idea del cociente entre la frecuencia característica de la unión
y la frecuencia del circuito equivalente RC. En el caso βC > 1, la dinámica de la fase es más
rápida que la velocidad de carga y descarga del condensador. Esto significa que la energía
cinética de la partícula es elevada y continua rodando para valores I < I0. Finalmente,
la partícula se reatrapará en un valor Ir < I0, dando lugar a un proceso histerético. Por
ejemplo, la Fig. 4a muestra resultados teóricos obtenidos numéricamente para el caso βc = 5.
En el inset se aprecia claramente el aumento de la histéresis (disminución de Ir) para valores
crecientes de βc. El comportamiento de la fase (y, por lo tanto, del voltaje en la unión) para
βc = 0,1 y βc = 10 puede verse en la Fig. 5 obtenido a partir de simulaciones numéricas.

En el límite fuertemente subamortiguado (βc � 1), nos encontramos ωc � ωRC. Esto
hace que la dinámica de la unión Josephson se reduzca al comportamiento de un simple
circuito RC, lo que da lugar a un comportamiento óhmico puro (histéresis completa). Es
decir, la unión disipa energía al disminuir la corriente hasta llegar al valor I = 0. Para
eliminar la histéresis, es necesario satisfacer βC . 1. Como es difícil modificar la capacidad
de la unión, este objetivo se suele lograr añadiendo una resistencia de carga en paralelo
con la unión. Si esta resistencia es lo suficientemente baja se alcanza el límite fuertemente
amortiguado (βc � 1), en el cual la masa de la partícula es despreciable. Es decir, la
partícula queda atrapada en un mínimo del potencial para I = I0. Resolviendo la ecuación
15 para βc = 0 e I > I0 se obtiene u(t) = (i2− 1)/(i+ cosωt) con ω = ωc

√
i2 − 1. Es decir,

el voltaje u oscila a frecuencia ω que aumenta al ir aumentando la corriente. El voltaje
resultante promediado en el tiempo V es cero para I < I0 (no-histerético) y aumenta
al ir aumentando la corriente como V = I0R

√
(I/I0)2 − 1. Este comportamiento puede

apreciarse en la medida experimental mostrada en la Fig. 4c obtenida con una unión tipo
frontera de grano en YBCO con una resistencia de carga de 3,5 Ω a T = 4,2 K.

El comportamiento de uniones no cortocircuitadas es ligeramente distinto (con βc � 1).
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Figura 5: Respuesta de la diferencia de fase a dos pulsos diferentes de corriente en función del tiempo
normalizado τ = tωc. a: Pulso de corriente subcrítico. La fase responde inmediatamente a cambios de
corriente para βc = 0,1 mientras que oscila cuando βc = 10, en ambos casos el valor medio del voltaje es
nulo (δ̇ = 0). b: Pulso supercrítico. La fase comienza a cambiar al aumentarse la corriente I > I0. En el
caso βc = 0,1, la partícula comienza a deslizar al desaparecer el mínimo metaestable (δ̇ ∝ U 6= 0) pero
vuelve a quedar atrapada cuando disminuye la corriente (δ̇ ∝ U = 0). En el caso βc = 10 la partícula
continúa deslizando incluso al disminuir la corriente mostrando δ̇ ∝ U 6= 0 [33].

En este caso, la aproximación del modelo RCSJ de sustituir el canal de transporte de las
cuasipartículas por una resistencia en paralelo es poco realista. El motivo es que dicho
canal dista mucho de ser una resistencia lineal sino que R es aproximadamente óhmica
para voltajes |V | ≥ 2∆/e, pero tiende a infinito para |V | < 2∆/e. Cuando disminuimos la
corriente desde el estado disipativo hasta I = I0, la resistencia equivalente de la unión ya
no es R sino R→∞ con lo cual la pendiente de la curva I(V ) se hace cero (conductancia
nula). Esto significa que la partícula continua desplazándose por el potencial sinusoidal a
velocidad constante para todos los valores de I hasta que se anula la corriente. La Fig.
4d muestra una medida experimental obtenida con una unión túnel tipo Al/AlOx/Al a
T = 300 mK. La resistencia en el estado normal de esta unión era R ∼ 1,1. kΩ.
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3. El SQUID dc

La primera ecuación de Josephson está detrás del principio de operación de los SQUIDs.
El segundo elemento que necesitamos considerar es la cuantización del flujo magnético que
atraviesa un anillo superconductor [62]. Esta última propiedad es fácil de entender en base
a lo que hemos introducido al principio de la Sección 2. Imaginemos un superconductor
sometido a un campo magnético. Si nos movemos en un camino cerrado dentro del super-
conductor, la fase ϕ solo puede cambiar un múltiplo de 2π para que la función de onda no
interfiera destructivamente. Esto es,

∮
∇ϕdl = 2πn con n = 0, ±1, ±2,... Hay dos propie-

dades que afectan a la fase de la función de onda (eq. 1): el movimiento de pares de Cooper
(js) y el campo magnético (A). De esta manera:

2πn =

∮
∇ϕdl =

ms

qsns~

∮
jsdl +

qe
~

∮
Adl

Introduciendo la longitud de penetración de London y el cuanto de flujo Φ0 = h/2e obte-
nemos la condición de cuantización del flujo:

(16) nΦ0 = µ0λ
2
L

∮
jsdl + Φ.

Normalmente, la densidad de corriente disminuye rápidamente dentro del material super-
conductor y la eq. (16) se reduce a Φ = nΦ0.

3.1. La cuantización del flujo en el SQUID dc

Esta relación tiene importantes consecuencias en un SQUID dc, donde el anillo super-
conductor es interrumpido por dos uniones Josephson (ver Fig. 6). Como vamos a demostrar
a continuación, la cuantización del flujo y la relación fase-corriente descubierta por Joseph-
son vinculan las diferencias de fase invariantes de gauge de ambas uniones Josephson con
el flujo magnético aplicado. Usando la eq. (5) obtenemos:

De 1 −→ 1′:
δ1 = ϕ′1 − ϕ1 −

2π

Φ0

∫ 1’

1
Adr

De 1′ −→ 2′:
ms

qsns~

∫ 2’

1’
jsdr = ϕ′2 − ϕ′1 −

2π

Φ0

∫ 2’

1’
Adr

De 2′ −→ 2:
−δ2 = ϕ1 − ϕ′2 −

2π

Φ0

∫ 2

2’
Adr

71



De 2 −→ 1:
ms

qsns~

∫ 1

2
jsdr = ϕ1 − ϕ2 −

2π

Φ0

∫ 1

2
Adr.

Como sabemos, en un camino de integración cerrado dentro del anillo la fase de la función
de onda superconductora podrá cambiar múltiplos enteros de 2π, i.e.,

δ1 +
2π

Φ0

∫ 1’

1
Adr +

ms

qsns~

∫ 2’

1’
jsdr +

2π

Φ0

∫ 2’

1’
Adr− δ2 +

2π

Φ0

∫ 2

2’
Adr+

ms

qsns~

∫ 1

2
jsdr +

2π

Φ0

∫ 1

2
Adr = 2πn.

Sumando los términos que van conA se obtiene el flujo total que atraviesa el anillo. Además,
podemos asumir que la supercorriente js que fluye por el interior de los electrodos super-
conductores es exponencialmente pequeña, lo que nos permite despreciar estos términos.
Con todo obtenemos:

(17) δ1 − δ2 +
2π

Φ0

ΦT = δ1 − δ2 +
2π

Φ0

(Φa + LJ) = 2πn,

donde ΦT es el flujo total que atraviesa el anillo. Este es debido al flujo externo aplicado
(Φa = BAeff) y, en el caso de anillos con inductancia L no despreciable, al flujo generado
por el propio SQUID (LJ , donde J es la corriente circulante inducida). Es importante notar
que la inductancia L = Lg + Lk tiene dos contribuciones [52]: la inductancia geométrica
Lg y la inductancia cinética Lk. Esta última se debe a la energía cinética de los pares de
Cooper que crean la corriente circulante. Este término puede despreciarse en muchos casos
pero suele ser relevante en tecnología nanoSQUID donde la anchura w y/o el espesor t del
material superconductor puede ser w/t . λL. En este caso:

(18) Lk =
µ0λ

2
Ll

wt
,

donde l es la longitud del electrodo superconductor. La contribución de la inductancia suele
cuantificarse mediante el parámetro βL (en inglés, screening parameter):

(19) βL =
2LI0

Φ0

=
1

π

L

LJ0

.

Este parámetro representa el cociente entre la inductancia del anillo L = Lg + Lk y la
inductancia Josephson de la unión LJ0 = Φ0

2πI0
.
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Figura 6: Esquema de un SQUID dc. Dos uniones Josephson idénticas colocadas en paralelo en las que
se produce una diferencia de fase δ1 y δ2. El SQUID es polarizado con una corriente I. La aplicación de
un flujo externo Φa induce la aparición de una corriente circulante J que, junto con I resulta en sendas
corrientes I1 e I2 atravesando las uniones Josephson. V es el voltaje promedio resultante en bornes del
SQUID. La línea de puntos es un camino de integración que nos permite obtener la eq. (17).

3.2. Ecuaciones básicas

El SQUID dc fue introducido por Jaklevic et al en 1964 [45]. Según el esquema presen-
tado en la Fig. 6a, la corriente que circula por cada una de las uniones Josephson puede
escribirse como I1 = I/2 + J e I2 = I/2− J , respectivamente. Asumimos aquí que ambas
uniones Josephson son idénticas, es decir tienen la misma corriente crítica I0, capacidad
C y resistencia R. Recordando el modelo RCJS introducido en la Sección 2.1, estos dos
términos resultan en:

I

2
+ J = I0 sen δ1 +

Φ0

2πR
δ̇1 +

Φ0C

2π
δ̈1,(20)

I

2
− J = I0 sen δ2 +

Φ0

2πR
δ̇2 +

Φ0C

2π
δ̈2.(21)
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Junto con la eq. (17), estas ecuaciones son la base del funcionamiento del SQUID dc.
Supongamos que el SQUID está en el estado superconductor, i.e., δ̇ = 0:

I

2
+ J = I0 sen δ1,(22)

I

2
− J = I0 sen δ2,(23)

δ1 − δ2 +
2π

Φ0

ΦT = 2πn.(24)

La corriente total I puede escribirse como

I = I0(sen δ1 + sen δ2) = 2I0 cos

(
δ2 − δ1

2

)
sen

(
δ2 + δ1

2

)
.

Utilizando la cuantización del flujo esto resulta en:

I = 2I0 cos
(πΦT

Φ0

)
sen
(
δ1 +

πΦT

Φ0

)
,

con ΦT = Φa+LJ . Esta ecuación tiene que ser maximizada para obtener la corriente crítica
máxima que puede atravesar la unión. Para valores genéricos de βL esto solo puede hacerse
numéricamente pero para el caso sencillo βL � 1, i.e., ΦT = Φa se puede ver fácilmente
que I es máxima para sen(δ1 + πΦT

Φ0
) = ±1. De esta manera puede escribirse:

(25) Ic = 2I0

∣∣∣∣cos

(
πΦa

Φ0

)∣∣∣∣ .

Es decir, cuando la inductancia del anillo es despreciable, la corriente crítica toma valores
entre el máximo 2I0 y cero, con periodo Φ0. En los casos intermedios de βL 6= 0, tenemos
que resolver la ecuación numéricamente pero el comportamiento es similar. La corriente
crítica toma valores entre el máximo 2I0 y un valor intermedio dependiente de βL > 0, con
periodo Φ0. Este comportamiento puede verse en la Fig. 7b y puede usarse como método
experimental para estimar el valor de L. Por ejemplo, para βL = 1 la modulación se reduce
a la mitad, es decir, Ic modula entre el máximo 2I0 y el mínimo I0. Para valores βL � 1,
la modulación ∆Ic/Ic,max = 1/βL [20].

Para finalizar esta sección, resulta interesante notar también los efectos que una ca-
pacidad no despreciable, i.e., βc > 0, tienen en el comportamiento del SQUID. Para ello
veamos qué sucede en un caso típico βc = βL = 1. Curiosamente, en este caso, la corriente
Josephson ac inducida en las uniones es capaz de excitar la resonancia LC del anillo SQUID.
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Figura 7: a: Modulación de la relación corriente-voltaje (IVC) para distintos valores del flujo aplicado
(para un SQUID con βL = 0). Este efecto induce también la modulación de la corriente crítica como | cos |
con periodo π. Cuando βL aumenta, la modulación de la corriente crítica disminuye como puede verse en la
figura inferior (curvas calculadas para βc = 0,5). Esta variación de Ic puede explotarse experimentalmente
polarizando al dispositivo con una corriente de polarización I ∼ Ic = 2I0. De esta forma el SQUID trabaja
siempre en estado disipativo, exhibiendo un voltaje de salida π-periódico con el flujo. La modulación del
voltaje se maximiza para I ∼ 2I0. Las curvas mostradas han sido calculadas para βc = 0,5 y βL = 1. b:
Dependencia de la modulación ∆Ic/Ic,max con el parámetro βL (para βc = 0,5) [33].

Para ello imaginemos que la frecuencia Josephson fJ = U/Φ0 coincide con la frecuencia de
resonancia fLC = 1

2π
1√

L(C/2)
. Cuando ΦT = 0 las dos uniones oscilan en fase y no pueden

excitar la resonancia LC. Sin embargo, para ΦT = Φ0/2 ambas uniones oscilan fuera de
fase, excitando fuertemente el circuito y haciendo que el voltaje U disminuya respecto al
que esperaríamos en ausencia de este efecto. Debido a esto, la forma de la curva IVC del
SQUID exhibe una especie de modulación que permite estimar el valor de βc en ciertos
casos. Definiendo Vres como el voltaje para el cual se observa el máximo de la modulación
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de la curva V (I), βc puede obtenerse de la relación [99]:

Vres
IcR

=
1√
π
2
βcβL

.

3.3. Funcionamiento de un SQUID dc

La dependencia de Ic con el flujo y, por tanto, con el campo magnético que atraviesa el
anillo, puede explotarse como método para detectar pequeñas señales magnéticas. De hecho,
fue el método de operación de los primeros microSQUIDs desarrollados por Wernsdorfer
para estudiar nanopartículas magnéticas. Este método requiere la obtención de una curva
IVC para cada punto de medida. Para cada uno de ellos, el SQUID tiene que transitar
del estado superconductor al estado disipativo y, posteriormente, volver a enfriarse hasta
el estado superconductor (∼ 1 µs) siendo un método de caracterización engorroso y lento.
La ventaja es que permite operar SQUIDs altamente histeréticos como los basados en
constricciones o puentes de Dayem.

Resulta mucho mas ventajoso operar el SQUID en el estado disipativo. Para ello es
un requisito indispensable que el dispositivo cuente con uniones Josephson no histeréticas
(βC . 1). Como ya hemos visto, esto se suele conseguir cortocircuitando las uniones con
resistencias (de unos pocos Ω). Cuando esto es posible, se polariza el anillo con una corriente
igual o ligeramente mayor que la corriente crítica máxima (I & Ic,max = 2I0) de forma que el
sistema se encuentra siempre en el estado disipativo. De esta manera, el voltaje de salida será
directamente una función periódica del flujo magnético que atraviesa el anillo. Una pequeña
variación del flujo δΦ producirá una pequeña variación del voltaje δV = (∂V/∂Φ) δΦ. El
punto de operación del sensor se elige de tal manera que la pendiente de la curva V (Φ) es
máxima definiendo así la función de transferencia VΦ = (∂V/∂Φ)max. Mediante simulaciones
numéricas se puede demostrar que, a bajas temperaturas [20]:

VΦ ∝
1

1 + βL
para βL � 1(26)

VΦ ≈
R

L
para βL ∼ 1(27)

La amplitud máxima de la modulación en voltaje puede estimarse fácilmente para el caso
βL � 1 y βc � 1. En este caso:

Vpp = V (Φa = Φ0/2)− V (Φa = 0) = I0R.
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En vista de esto, es evidente que interesa que el SQUID tenga un voltaje característico
Vc = I0R y resistencia R lo más elevados posible (dentro del límite sobreamortiguado), y
una inductancia L baja.

Este método de operación es sencillo y rápido, permitiendo también utilizar técnicas de
lectura más sofisticadas para linealizar la curva V (Φ) como el FLL (del inglés, Flux Locked
Loop [26]). En el modo FLL, el SQUID se polariza en corriente para trabajar en un punto de
operación óptimo y se le fuerza a proporcionar siempre un voltaje nulo. Cualquier pequeña
variación del flujo magnético δΦ modifica el punto de operación, haciendo aparecer un
voltaje. Esta señal se amplifica, se integra y se realimenta al SQUID mediante una corriente
que pasa por una resistencia de realimentación Rf y una bobina inductivamente acoplada
al anillo SQUID. El voltaje de salida a través de Rf es, por lo tanto, proporcional a la
señal de entrada δΦ. La respuesta dinámica en este modo de operación está limitada por el
llamado slew rate, es decir, la velocidad a la que responde el circuito de realimentación. En
el mejor de los casos, el ancho de banda estará limitado por los retrasos acumulados entre
la electrónica de realimentación (a temperatura ambiente) y el SQUID. Para distancias
típicas de 1 m esto se extiende hasta unos 20 MHz.

Operado en modo disipativo, la sensibilidad del SQUID viene limitada por fluctuaciones
en voltaje, que se pueden cuantificar por la densidad espectral de ruido en voltaje SV . Esta
cantidad suele expresarse en su equivalente de flujo SΦ = SV /V

2
Φ o en ruido de flujo rms

√
SΦ en unidades de Φ0/

√
Hz. A frecuencias bajas,

√
SΦ escala típicamente como 1/f (ver

Fig. 8). Las fuentes de este tipo de ruido son variadas y todavía desconocidas. Algunas de
ellas son posibles fluctuaciones de la corriente crítica de la unión o el movimiento térmico
de vórtices de Abrikosov en el superconductor [57]. También se ha propuesto que parte del
ruido 1/f se deba a ruido magnético producido por espines fluctuando en las superficies de
los materiales superconductores [55]. Este efecto se ha comprobado en diversos materiales
en la forma de una señal paramagnética que sigue la ley de Curie-Weiss en temperatura
[100, 12, 74].

Al aumentar la frecuencia, SΦ se hace independiente de f y se convierte en ruido blanco.
Esta contribución SΦ,w se debe principalmente al ruido tipo Johnson-Nyquist asociado al
transporte de cuasipartículas en las resistencias de carga o en la propia unión. Este ruido
se suele estudiar usando la aproximación de Langevin. Para ello se consideran dos términos
fluctuantes independientes en las ecuaciones de sendas uniones Josephson (eqs. 21). Por
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Figura 8: Ruido de flujo rms de un sensor SQUID dc de niobio con uniones tipo Nb/Al-AlOx/Nb medido
a 4.2 K y 13 mK [75]. Ruido blanco medido a distintas temperaturas en distintos sensores similares al del
panel anterior. El ruido blanco SΦ,w depende de T tal y como se espera de la teoría hasta unos ∼ 100 mK
donde satura.

medio de simulaciones numéricas se obtiene SΦ,w vs βL, βC con el parámetro de ruido
Γ ≡ kBT/EJ = 2πkBT/(I0Φ0) [57, 19]. Para el caso βC . 1, βL > 0,4 y ΓβL < 0,1, esto
resulta en:

(28) SΦ ≈ 4(1 + βL)
Φ0kBTL

I0R
.

Para βL . 0,4, SΦ aumenta al disminuir βL. Mediante simulaciones numéricas se puede
demostrar que βL ∼ 1 resulta típicamente en valores óptimos de ruido así que los SQUID
dc suelen diseñarse así. En este caso la eq. (28) se simplifica [104]:

(29) SΦ ≈ 16kBTL
2/R.

Esta dependencia lineal del ruido con T satura a muy bajas temperaturas debido al efecto
de los electrones calientes [112] que produce el bajo acoplo electrón-fonón (ver Fig. 8). Es
importante resaltar la dependencia

√
SΦ ∝ L (para βL ≈ 1). Como adelantamos en la

introducción, este efecto hace que sea interesante fabricar anillos nanoscópicos para reducir
la inductancia geométrica y, por lo tanto, el ruido de flujo. También conviene tener cuidado
ya que una reducción excesiva en las dimensiones del electrodo superconductor conllevan
un aumento elevado de la inductancia cinética, que pasa a ser el término dominante.

Además existen otras fuentes de ruido blanco como son el ruido de disparo (en inglés,
shot noise, consecuencia de la naturaleza discreta de los portadores de carga) y el ruido
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cuántico (consecuencia del principio de incertidumbre de Heisenberg). Estas fuentes suelen
ser menos relevantes que el término Johnson-Nyquist. Para el caso βL = 1, el ruido de
disparo es SΦ ≈ hL [104], mientras que el ruido cuántico de las fluctuaciones de punto cero
es SΦ ≈ hL/π [56].

3.4. Del SQUID al nanoSQUID

Los nanoSQUID nacen con la misión de ser sensibles a fuentes nanoscópicas de momento
magnético como nanopartículas magnéticas o materiales con inhomogeneidades magnéticas,
e.g., paredes de dominio en ferromagnetos o vórtices de Abrikosov en superconductores. La
sensibilidad o la resolución espacial de cualquier magnetómetro depende críticamente de su
tamaño. Idealmente, las dimensiones del sensor deben acercarse lo más posible a las de la
muestra bajo estudio. Esta propiedad puede cuantificarse en el llamado factor de acoplo:

(30) φµ ≡
Φ

µ
,

donde µ = |µ| es el momento magnético de la muestra. Es decir, da idea del flujo magnético
Φ acoplado al anillo SQUID por un dipolo magnético puntual, dividido entre su momento
magnético µ. Además, hemos visto que el ruido de flujo de un anillo SQUID escala lineal-
mente con su inductancia por lo que reducir su tamaño lo más posible resulta también
en una disminución de L y, por tanto, de

√
SΦ. Teniendo en cuenta estas dos propiedades

importantes definiremos la sensibilidad del nanoSQUID:

(31)
√
Sµ =

√
SΦ

φµ
,

que se mide en unidades de µB/
√

Hz, donde µB es el magnetón de Bohr. De esta manera√
Sµ expresa el momento magnético que puede detectarse por unidad de ancho de banda.
La optimización del factor de acoplo φµ es complicada ya que este factor depende de las

dimensiones del nanoSQUID, pero también de la ubicación del momento magnético bajo
estudio rµ y su orientación êµ = µ/µ. Otro problema añadido es que esta cantidad es
difícilmente medible en un experimento, siendo normalmente calculada con aproximaciones
analíticas o simulaciones numéricas. Una buena aproximación al factor de acoplo es la
obtenida por Ketchen et al. [49]. Asumiendo un dipolo magnético en el centro de un anillo
ideal de radio a, con êµ perpendicular al plano del anillo se obtiene:

(32) φµ =
µ0

2a
≈ (2,8µm/a) · (nΦ0/µB).
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El factor de acoplo aumenta cuando la partícula se sitúa lo más cerca posible del propio
SQUID [14] pero es más difícil de estimar. El motivo es que es necesario tener en cuenta las
dimensiones del electrodo superconductor y el efecto de focalización de flujo [107]. Para ello
hay que calcular el campo magnético que el dipolo µ crea (teniendo en cuenta la cercanía de
un electrodo superconductor) y, de ahí, obtener el flujo acoplado al anillo Φ. Este problema
se puede simplificar enormemente teniendo en cuenta que las fuentes y los campos creados
pueden ser intercambiados. Es decir, basta conocer el campo magnético BJ(rµ) que una
corriente J crea en la ubicación del dipolo magnético rµ (ver Fig. 9). Esto puede resumirse
en:

(33) ΦJ = µBJ(rµ).

Introduciendo el campo normalizado bJ = BJ/J , el factor de acoplo puede expresarse como
[14, 84]:

(34) φµ(rµ, êµ) = êµ · bJ(rµ).

De esta forma es posible calcular φµ para cualquier posición del dipolo magnético. La
complicación del problema se reduce al cálculo de bJ a partir de la distribución de (su-
per)corrientes en el anillo que puede obtenerse usando programas de simulación numérica
como COMSOL o 3D-MLSI.



J

BJ(r)

Figura 9: El dipolo µ crea un campo magnético que acopla un cierto flujo Φ en un anillo de dimensiones
y forma arbitrarias. Este problema es equivalente a una corriente J que circula por el anillo creando un
campo BJ(rµ) en la ubicación del dipolo magnético rµ.

COMSOL es un potente software basado en elementos finitos que permite, entre otras
cosas, resolver el potencial eléctrico y magnético vector usando la ley de Ampere y la con-
servación de la corriente en un metal normal. Sin embargo, la supercorriente que circula por
un superconductor no es homogénea ya que, como sabemos, se concentra en la superficie del
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material y decae hacia su interior en una región comparable a la longitud de penetración de
London λL. En primera aproximación, el efecto Meissner puede simularse imponiendo un
potencial magnético vector constante en el interior del material que dé lugar a la corriente
deseada. Una aproximación mejor se puede obtener teniendo en cuenta el efecto pelicular
en metales según el cual la corriente ac transmitida por un metal normal se concentra en
su superficie. Para ello, se pueden emplear corrientes alternas a una frecuencia determina-
da ωac tal que la longitud de penetración pelicular λskin = (2/σωacµ)1/2 = λL, con σ la
conductividad y µ la permeabilidad del conductor [47].

Para simular superconductividad, 3D-MSI es más conveniente [51]. Este software tam-
bién está basado en elementos finitos y permite resolver directamente las ecuaciones de
London en el material superconductor, teniendo en cuenta su geometría específica y λL. El
programa simula la corriente que circula en dos planos bidimensionales en la superficie su-
perior e inferior del material. Cuando las regiones de interés están muy cerca de la superficie
del material (a una distancia del orden de λL) la aproximación anterior produce resultados
inconsistentes. En esos casos conviene asumir que la supercorriente fluye a través de un
número (≥ 11) de láminas bidimensionales que se distribuyen uniformemente de manera
homogénea. Este método ha sido aplicado con éxito para calcular el acoplo de nanopartícu-
las individuales a anillos nanoSQUID. Tal y como demuestran estas simulaciones, valores
óptimos del factor de acoplo se acercan a φµ = 10− 20 nΦ0/µB.

4. nanoSQUIDs basados en distintas uniones Josephson

Desde el uso de los primeros SQUID para caracterización magnética de nanopartículas
ha habido muchos grupos desarrollando sensores con tamaños cada vez más reducidos y
propiedades muy interesantes. Sin embargo es importante notar que muy pocos grupos han
aplicado con éxito estos dispositivos al estudio de problemas interesantes en magnetismo.
Los motivos pueden ser varios. Por un lado, los sensores SQUID, al estar basados en mate-
riales superconductores, operan de manera óptima sólo a bajas (o muy bajas) temperaturas
y en ausencia de campos magnéticos. Estas dos variables suelen ser importantes a la hora
de extraer información relevante de un material magnético. Además, estos dispositivos sue-
len ser complejos y requieren de mucha experiencia por parte del usuario, haciendo difícil
que su uso se extienda de manera general. En esta Sección resumimos los ejemplos más
relevantes de nanoSQUIDs basados en diferentes tipos de uniones Josephson. Haremos hin-
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capié solamente en aquellos dispositivos que han sido aplicados a estudios de nanopartículas
magnéticas.

4.1. Uniones túnel tipo SIS

La tecnología más extendida para fabricar uniones Josephson se basa en la tricapa
Nb/Al-AlOx/Nb. Esta configuración resulta en uniones con corriente crítica jc desde ∼ 0,1

hasta unos cuantos kA/cm2 a 4.2 K. Estos valores son demasiado bajos para fabricar
uniones Josephson en escala submicrométrica así que se suele reservar para dispositivos
más grandes. Además, también suelen resultar en valores altos de la capacidad parásita
debido al gran tamaño de las capas superconductoras necesarias. Por este motivo, estas
uniones suelen ser cortocircuitadas con resistencias de carga para disminuir βC y elimi-
nar la histéresis. Aunque no sea una técnica óptima para desarrollar nanoSQUIDs, esta
tecnología resulta muy útil para fabricar diseños complicados como, por ejemplo, trans-
formadores, susceptómetros o gradiómetros avanzados. De hecho, el primer microsuscep-
tómetro SQUID concebido para estudiar nanopartículas magnéticas se basó en uniones
Nb/NbOx/Pb (

√
SΦ ∼ 0,84µΦ0/

√
Hz a 4.2 K) [50]. Otros dispositivos similares han sido

también integrados en microscopios SQUID de barrido [34, 43].
En el CSIC – Universidad de Zaragoza junto con el laboratorio metrológico alemán

PTB de Berlín desarrollamos también microsusceptómetros SQUID basados en uniones ti-
po Nb/Al-AlOx/Nb. Para ello se usó como punto de partida sensores SQUID no-histeréticos
con ruido característico

√
SΦ,w ∼ 800 nΦ0/

√
Hz a T = 4,2K de dos tipos: (i) Sensores de

alta inductancia que incorporan un transformador intermedio y (ii) sensores de baja in-
ductancia en los cuales la señal de entrada es acoplada directamente al SQUID a través de
un gradiómetro paralelo de cuatro bobinas [25]. Estos sensores fueron modificados usando
milling por haz focalizado de iones (FIB, del inglés Focused Ion Beam) y deposición de
material superconductor asistido por FIB (FIBID, del inglés Focused Ion Beam Induced
Deposition) basado en tungsteno W(CO)6. El material resultante de este depósito es su-
perconductor con Tc ∼ 5 K y sirve para reparar y modificar circuitos superconductores
[73, 75]. De esta manera, usando dispositivos tipo (i) fue posible convertir el transformador
intermedio en un susceptómetro en serie acoplado inductivamente al SQUID. En el caso
de los sensores tipo (ii) y modificando el anillo SQUID también se obtuvieron susceptóme-
tros más sensibles, en los que la muestra es acoplada directamente al anillo SQUID. Dado
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Figura 10: a: SQUID diseñado y fabricado por el PTB y modificado en el CSIC - Universidad de Zara-
goza para convertirlo en un microsusceptómetro. b: Susceptómetro integrado en el cual un pequeño anillo
nanoscópico ha sido definido mediante FIB milling para aumentar su sensibilidad. Ambos dispositivos se
fabrican usando Nb y uniones tipo Nb/Al-AlOx/Nb. Exhiben un enorme ancho de banda de 1mHz - 1MHz
y operan en un rango de temperaturas T = 0,013− 5K.

el gran éxito de estos susceptómetros en el estudio de dinámica de espines moleculares a
bajas temperaturas, nuevos diseños de microsuceptómetros SQUID fueron integrados en
las máscaras de fabricación del PTB [27, 97]. Además, también se estudió la posibilidad
de aumentar la sensibilidad mediante la definición de pequeños anillos nanoscópicos (diá-
metro interno 450 nm, anchura de línea 250 nm) mediante FIB milling en la propia bobina
captora. Todos estos dispositivos exhiben un enorme ancho de banda (1mHz - 1MHz) y
pueden ser operados a muy bajas temperaturas (T = 0,013− 5K).

4.2. Uniones tipo SNS

Las uniones consistentes en una capa de metal normal presentan una ventaja principal:
permiten obtener densidades de corriente crítica muy elevadas (≈ 105 A/cm2 a 4.2 K) y
están intrínsecamente cortocircuitadas con una resistencia de carga de manera que son no-
histeréticas a muy bajas temperaturas. Por otro lado presentan el problema de poder ser
utilizadas en rangos de temperatura muy reducidos. Esto es así debido a que la presencia
de un metal normal hace que exhiban también histéresis de origen térmico cuando operan
a temperaturas más cercanas a la temperatura crítica del material superconductor.
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En la universidad de Tübingen junto con el laboratorio metrológico alemán PTB de
Braunschweig hemos desarrollado nanoSQUIDs basados en la tricapa Nb/HfTi/Nb y un
método de pulido químico-mecánico. Estas uniones, desarrolladas originalmente para cons-
truir sintetizadores Josephson arbitrarios [39], permiten construir uniones de tamaños muy
reducidos, desde 200 × 200 nm2 (

√
SΦ ∼ 110 nΦ0/

√
Hz a 4.2 K) [83, 121] hasta incluso

diámetros de tan solo ∼ 80 nm (
√
SΦ ∼ 80 nΦ0/

√
Hz a 4.2 K) [81]. Una de las ventajas de

esta técnica es la posibilidad de diseñar circuitos complejos como, por ejemplo, magnetó-
metros en los que el anillo SQUID es perpendicular al substrato o gradiómetros en serie y
en paralelo, insensibles al campo externo homogéneo [83, 121, 8]. El plano de las uniones
Josephson es también paralelo al substrato permitiendo operar los sensores bajo campos
magnéticos relativamente intensos de hasta 0.5 T [121]. También es posible acoplar flujo al
anillo SQUID por medio de una línea superconductora lo que permite operar los sensores
en modo FLL.

Gracias a su enorme flexibilidad, estos nanoSQUID nos sirvieron también para dise-
ñar magnetómetros vectoriales que combinan tres anillos nanoSQUID ortogonales [68]. El
objetivo es poder distinguir las tres componentes del momento magnético vector de una
partícula colocada en una posición determinada. El diseño (ver Fig. 11) incluye dos nanoS-
QUID, SQx and SQy, sensibles a las componentes x e y respectivamente. En una primera
aproximación, el tercer nanoSQUID (SQz) consistía en un gradiómetro paralelo, insensible
a campos externos homogéneos aplicados en la dirección z pero sensible al campo magnético
inducido por una partícula colocada en una de las bobinas. Posteriormente, este diseño fue
mejorado con la implementación de un gradiómetro en serie y la inclusión de líneas super-
conductoras tipo dummy para garantizar la simetría del sensor y mejorar la cancelación de
campos magnéticos homogéneos perpendiculares al plano. Estos tres nanoSQUID pueden
ser operados simultáneamente en modo FLL.

4.3. Uniones Josephson basadas en constricciones

Como adelantamos en la Sección 2, una constricción en un electrodo superconductor (o
puente de Dayem [2]) puede mostrar efecto Josephson si sus dimensiones son comparables
o menores que λL y ξ. Estas uniones suelen ser histeréticas debido al calor disipado cuando
entran en el estado disipativo. La histéresis puede evitarse en algunos casos mediante una
capa metálica que actúa como resistencia de carga. Es relativamente sencillo fabricar anillos
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Figura 11: a: Arriba puede verse un esquema del nanoSQUID 3D. Los SQUID SQx y SQy son anillos
simples perpendiculares al plano y ortogonales entre sí. El SQUID SQz es un gradiómetro en serie insensible
a campos externos homogéneos aplicados a lo largo de la dirección z. La figura inferior muestra una imagen
SEM con colores falsos del dispositivo final donde las uniones Josephson están resaltadas mediante cruces.
b: El esquema anterior se optimizó sustituyendo SQz por un gradiómetro en serie y añadiendo líneas dummy
que mejoran la simetría del gradiómetro. Se han realizado también los primeros test incluyendo partículas
magnéticas (abajo).

SQUID dc basados en constricciones mediante un proceso simple de litografía electrónica
sobre una lámina delgada de Nb, Al o Pb. El primer ejemplo de esta tecnología fue introdu-
cido por Voss et al en 1980 [111]. Debido al reducido tamaño de la unión Josephson, estos
SQUIDs suelen proporcionar valores muy elevados del factor de acoplo φµ. Su desventaja es
que los parámetros de la unión son más difíciles de controlar. Además, las dimensiones tan
reducidas de las constricciones normalmente conllevan valores muy elevados de inductancia
cinética, llegando incluso a dominar la inductancia total del anillo. Como hemos visto esto
tiene consecuencias negativas en el ruido del dispositivo.

Desde los años 80, muchos grupos han reportado nanoSQUIDs prometedores pero muy
pocos han servido para hacer medidas reales con nanopartículas magnéticas. Hasta donde
se, solo dos grupos han conseguido hacer esto último de manera sistemática. El primero
de ellos es Wolfgang Wernsdorfer [117, 113, 114]. Los SQUID desarrollados en esta época
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consistían principalmente en Al o Nb y eran fabricados mediante litografía de electrones
[41]. Típicamente tenían áreas de unas pocas µm2 con anchos de línea de unos 200 nm en
substratos de tan solo 30 nm de espesor. Para conseguir modulación Josephson, se usaron
constricciones de unos 30 nm × 300 nm (anchura × longitud). Estos números son bastante
mayores que la longitud de coherencia ξ del Nb lo que daba lugar a relaciones fase-corriente
altamente no-sinusoidales. Por este motivo, la relación Ic(Φ) se alejaba mucho de ser ideal
y exhibía una modulación total ∆Ic/Ic,max muy reducida. Además la inductancia estaba
dominada por la componente cinética de la constricción (hasta 100 pH) [28]. Estos números
se traducían en un ruido de flujo de ∼ 40µΦ0/

√
Hz para Al y ∼ 100µΦ0/

√
Hz para Nb

[41]. El uso de substratos tan delgados también conllevaba ventajas, como la operación
bajo campos magnéticos elevados (0.5T para Al y 1T para Nb). Las uniones eran también
altamente histeréticas lo que hacía que estos sensores solo pudieran operar como hemos
explicado en la Sección 3.3, i.e., mediante la detección de la corriente de transición al estado
disipativo. Wernsdorfer y colaboradores también presentaron una interesante propuesta de
nanoSQUID utilizando nanotubos de carbono a modo de unión Josephson [22]. Debido
al efecto proximidad con el Al de los electrodos, el nanotubo debería exhibir propiedades
superconductoras modulables mediante un voltaje eléctrico. Se logró demostrar modulación
de la corriente crítica del dispositivo pero este nunca logró ser aplicado como magnetómetro.

El segundo nanoSQUID basado en constricciones que ha sido aplicado con éxito al es-
tudio del magnetismo en superficies y en nanopartículas es el SOT (del inglés, SQUID-On-
Tip) introducido inicialmente por el grupo de Eli Zeldov en el insituto Weizmann [30, 108].
En este caso, el anillo nanoSQUID se deposita directamente en la punta afilada de una
pipeta de cuarzo con diámetro interior de tan solo ∼ 40 nm. Las uniones Josephson se con-
siguen mediante un proceso de evaporación a tres ángulos de Al, Nb o Pb, sin necesidad de
máscaras litográficas. Hasta ahora, el Pb ha proporcionado los resultados más útiles pero
su evaporación es complicada ya que requiere de un sistema in situ de refrigeración por
helio para evitar la nucleación de gránulos de Pb. La inductancia final de estos dispositivos
se reduce a valores por debajo de los 10 pH (dominada principalmente por la contribución
cinética) lo que resulta en valores excepcionales de

√
SΦ,w ∼ 50 nΦ0/

√
Hz y la sensibilidad

teórica más baja reportada hasta la fecha (0,38µB/
√

Hz). Las uniones son altamente histe-
réticas pero el dispositivo puede ser operado con polarización en voltaje y lectura mediante
un amplificador basado en una cadena de SQUIDs en serie. Debido al reducido espesor
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del substrato, el SOT puede operar en campos magnéticos elevados (∼ 1 T) pero estos no
pueden ser variados durante la medida ya que cambian el punto de operación. Usando un
diapasón de cuarzo, este dispositivo se combina con un sistema de microscopía de barrido
que permite estudiar también la topografía del material bajo estudio. Además, el SOT per-
mite distinguir señales magnéticas paralelas o perpendiculares al plano de la muestra [1]
además de realizar termometría ultrasensible en la nanoescala [40].

4.4. NanoSQUIDs de cuprato

Los cupratos (e.g., Bi2Sr2CaCu2O8+x o BISCO, YBa2Cu3O7 o YBCO) son los materiales
superconductores con temperatura crítica más alta a presión atmosférica conocidos. Sus
propiedades eléctricas son enormemente anisotrópicas. En el caso del YBCO, ξ ∼ 1− 2 nm
en el plano a − b mientras que ξ ∼ 0,3 nm en el eje c. Estos valores tan reducidos de ξ
complican la fabricación de uniones Josephson tipo Dayem (aunque no es imposible [4]). Por
suerte, esta anisotropía también hace que el transporte eléctrico (y la corriente crítica del
material) dependa dramáticamente de defectos cristalinos. De hecho, las fronteras de grano
(GB, del inglés, Grain Boundary) exhiben comportamiento Josephson. La fabricación de
sensores nanoSQUID de YBCO y uniones GB es muy atractiva debido a su alta temperatura
crítica y a la posibilidad de operación bajo campos magnéticos elevadísimos. El problema
es que es difícil reducir el tamaño de las uniones Josephson tipo GB hasta la nanoescala ya
que el oxígeno tiende a difundir fuera del material, disminuyendo su temperatura crítica
hasta que se convierte en un conductor pobre.

Junto con la universidad de Tübingen logramos encontrar una solución a ese problema
utilizando un protocolo cuidadoso de definición de las uniones Josephson GB mediante
FIB milling [84, 98, 99]. Estos sensores se fabrican a partir de substratos de YBCO (con
espesor 50− 300 nm) crecido epitaxialmente en bicristales de SrTiO3 (con un ángulo entre
cristales de 24◦) cubiertos con unos 60 nm de Au que sirve de resistencia de carga y protege
el substrato. Con experiencia, es posible distinguir la GB en un microscopio electrónico y,
gracias al uso de un doble haz, el anillo nanoSQUID se abre en la posición deseada mediante
milling FIB. Típicamente, los anillos tienen un diámetro interior de 200-500 nm y las
uniones Josephson se reducen a dimensiones de 100-300 nm (ver Fig. 12). También se define
una constricción estrecha por la que se puede circular una corriente de modulación Imod lo
que permite operar el sensor en modo FLL. Esta constricción es la zona más sensible en la

87



GB
Imod

Ibias

Ibias

500 nm

GB
constricción

Ibias

Ibias

Imod

a b

Figura 12: Esquema (a) e imagen SEM (b) de un sensor nanoSQUID de YBCO. Las fronteras de grano
(GB) son transferidas al substrato de YBCO crecido epitaxialmente sobre un bicristal de STO. Ambas
imágenes muestran las direcciones de las corrientes de polarización Ibias y de modulación Imod. Esta
corriente puede acoplar flujo magnético directamente al anillo SQUID lo que permite caracterizarlo y,
también, operarlo en lazo cerrado.

que una partícula magnética acopla la mayor cantidad de flujo al anillo. Los nanoSQUID
de YBCO son también muy flexibles en cuanto a dimensiones y espesor lo que permite
optimizar su inductancia geométrica y cinética para obtener valores record de ruido de
flujo a 4.2 K de

√
SΦ,w ∼ 50 nΦ0/

√
Hz (a 7MHz). Teniendo en cuenta el factor de acoplo

calculado numéricamente φµ = 13 nΦ0/µB, estos dispositivos presentan una sensibilidad de
espín muy prometedora de tan solo 3,7µB/

√
Hz a 7MHz [99].

Uno de los grandes éxitos de estos nanoSQUID es su capacidad de operar en rangos
enormes de temperatura desde los mK hasta ∼ 80K (siendo no-histeréticos) y bajo campos
magnéticos enormes de hasta 3 T. Para ello, el campo magnético tiene que ser alineado
cuidadosamente paralelo al anillo del SQUID y perpendicular a las fronteras de grano.
Sorprendentemente, el sensor también soporta operar bajo campos magnéticos variables de
hasta más de 1 T, permitiendo por tanto observar ciclos de histéresis en nanopartículas.
Recientemente, demostramos también la posibilidad de fabricar este tipo de nanoSQUID en
otros substratos como el MgO, que resultan muchísimo más interesantes para aplicaciones
de radiofrecuencia [60]. Otra vía de estudio muy prometedora es la fabricación de estos
dispositivos por medio de escritura directa de uniones Josephson usando un microscopio
de He [23]. Los haces de He (de tan solo ∼ 0,5 nm) permiten modificar localmente las
propiedades del YBCO (principalmente provocando la pérdida de oxígeno) dando lugar a
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regiones no superconductoras, o incluso, aislantes. Esta técnica permite evitar el uso de
bicristales haciendo que las uniones Josephson puedan situarse en lugares arbitrarios del
substrato aportando flexibilidad y aliviando enormemente el proceso de fabricación [82].
Al no depender de bicristales, se pueden usar también otos substratos interesantes para
aplicaciones de radiofrecuencia como LSAT.

5. NanoSQUIDs aplicados al nanomagnetismo. Medidas experimentales

Las nanopartículas magnéticas [65] y las texturas magnéticas en la nanoescala [122] son
muy relevantes para aplicaciones en electrónica (discos duros, RAM magnética, dispositi-
vos basados en el efecto magnetorresistivo, spin valves...), la refrigeración (desimanación
adiabática) y la biotecnología (imagen de tejidos y órganos, resonancia magnética, tera-
pias contra el cáncer, magnetotermia, drug delivery...). Además los espines individuales y
las moléculas magnéticas son muy prometedoras en aplicaciones tan importantes como la
computación cuántica [59, 32, 18], los sensores cuánticos [95] o la espintrónica molecular
[13]. En esta Sección repasaremos ejemplos en los que este tipo de física y aplicaciones ha
sido investigada por medio de sensores nanoSQUID 1.

5.1. Nanohilos magnéticos

Los nanohilos magnéticos han sido estudiados durante muchos años por su potencial pa-
ra construir memorias basadas en dominios magnéticos [87], nano-resonadores para imagen
de alta resolución [89] o actuadores [110]. Las primeras medidas de nanohilos magnéticos
individuales fueron presentadas por Wernsdorfer et al. [116]. Usando nanohilos de níquel
con diámetros de 40 − 100 nm, estos experimentos permitieron, entre otras cosas, confir-
mar el modelo de curling para la inversión del momento magnético. Según este modelo, en
nanohilos carentes de anisotropía magnetocristalina, la inversión se produce a partir de un
estado en el que los momentos magnéticos se curvan en una estructura de vórtice, mante-
niéndose paralelos a la superficie del nanohilo. Este proceso suele nuclear en una pequeña
región del nanohilo y después transmitirse rápidamente por toda la partícula.

1Existen otros sensores denominados SQUID rf en los que hay una única unión Josephson. En ellos,
el término SQUID es un abuso del lenguaje ya que no se produce interferencia de las funciones de onda
superconductoras. Estos dispositivos son poco utilizados a día de hoy. En este trabajo nos centraremos en
medidas realizadas exclusivamente con SQUIDs dc.
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5mm20mm

Figura 13: Proceso de fabricación de un nanohilo de Co sobre una paleta de Cu. La primera imagen
muestra el nanohilo resultante. En la segunda imagen vemos cómo la punta del micromanipulador es
adherida a la paleta mediante un pequeño depósito de Pt-FEBID que actúa como pegamento. Finalmente
la paleta recortada mediante milling FIB es adherida de nuevo de tal manera que el nanohilo queda
fuertemente acoplado al anillo nanoSQUID.

En colaboración con la Universidad de Tübingen y el Laboratorio de Microscopías Avan-
zadas (LMA) de la universidad de Zaragoza también realizamos un extenso estudio de
nanohilos individuales de Co usando sensores nanoSQUID de YBCO. Estos nanohilos se
crecieron por medio de un haz focalizado de electrones (FEBID, del inglés, Focused Electron
Beam Induced Deposition) usando el gas precursor Co2(CO)8. La fabricación de materiales
FEBID y FIBID es enormemente interesante para aplicaciones. Esta técnica permite crear
estructuras superconductoras, aislantes, metálicas y magnéticas, con formas arbitrarias in-
cluso fuera del plano, en complicadas estructuras tridimensionales [24, 73]. Sin embargo,
presenta un problema, el bajo contenido metálico de los depósitos resultantes. Estos suelen
tener grandes cantidades de carbono y son propensos a la oxidación. En el caso del Co, el
material depositado consiste en una matriz carbonosa con diminutos nanocristales de Co
amorfo. Estas propiedades pueden mejorarse controlando los parámetros de la deposición,
como la intensidad de corriente o la presión de gas precursor, pero siempre resultan en
contenidos relativamente bajos siendo difícil superar el 90%. Una técnica interesante para
mejorar la cristalinidad y aumentar la pureza de las nanopartículas de Co-FEBID consiste
en realizar un calentamiento controlado posterior al crecimiento [44]. Nuestro estudio per-
mitió analizar las propiedades magnéticas de estos nanohilos individuales, tarea imposible
de realizar utilizando otro tipo de sondas menos sensibles como Hall o MOKE.

Nos centramos en una serie de cuatro nanohilos calentados a temperaturas diferentes,
i.e., 150, 300, 450 y 600 grados (denotados 150-NW, 300-NW, 450-NW y 600-NW, respecti-
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vamente), además de un nanohilo sin calentar (que denotamos 0-NW). Las muestras tienen
longitudes de unas ∼ 2 µm y radios 30 < r < 39 nm. Estos hilos fueron depositados en
la región mas sensible de sendos sensores nanoSQUID de YBCO. Para ello fue necesario
desarrollar una técnica de transporte que permitía crecer el nanohilo en la cámara del mi-
croscopio de doble-haz sobre una paleta de Cu, calentarlo hasta la temperatura deseada
en la cámara de otro microscopio, y, finalmente, colocarlo con precisión nanométrica cer-
ca del anillo nanoSQUID. Para esto último se utilizó un nanoposicionador comercial (ver
Fig. 13). Los sensores que contenían los nanohilos fueron enfriados en un insert de tempe-
ratura variable que incluía un rotador y permitía alinear el campo externo creado con un
imán superconductor para orientarlo paralelo al nanohilo (y, al mismo tiempo, paralelo al
plano del nanoSQUID y perpendicular a las uniones Josephson). En esta configuración, el
campo magnético puede inducir la inversión de la imanación del nanohilo que es captada
por el anillo SQUID sin interferir en su operación.

La Fig. 14 muestra diversas imágenes SEM de los nanohilos estudiados y los respectivos
ciclos de histéresis obtenidos a 4.2 K. Como puede verse, los ciclos tenían forma cuadrada,
como es típico en partículas monodominio. La muestra 0-NW exhibía también una serie
de saltos intermedios, típicos de muestras magnéticas amorfas y llenas de defectos, donde
las paredes de dominio quedan atrapadas. Los campos a los que se producía la inversión
del momento magnético (campo de nucleación Bn) fueron consistentes con un modelo de
inversión tipo curling según el cual Bn = κMs(λex/r)

2, con λE =
√

2A/µ0M2
s , Ms la

imanación de saturación, A el canje y κ = 3,39 para un cilindro infinito. En la práctica,
los valores de Bn obtenidos para 0-NW, 150-NW y 300-NW fueron ligeramente menores
de lo que se esperaría en un curling puro debido a la nucleación temprana de pequeños
dominios que posteriormente se propagan por el material, como es habitual en nanohilos
reales. Por otra parte, en el caso de 450-NW y 600-NW, los valores de Bn fueron bastante
mayores. Esto sugiere la aparición de un término extra de anisotropía magnetocristalina
debido, aparentemente, a que estos nanohilos recuperan su estructura cristalina con el
calentamiento. Esta suposición está apoyada por experimentos de HRTEM (del inglés, High
Resolution Transmission Electron Microscopy) que permitieron observar cómo aumenta la
cristalinidad de la muestra con la temperatura de calentamiento. Esto puede verse en los
insets mostrados en el panel superior de la Fig. 14 y, con mucha más claridad, observando
las transformadas de Fourier (FFT) de estas imágenes en la parte inferior de la Fig. 14.
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Figura 14: Resumen de los experimentos realizados en la serie de nanohilos calentados a distintas tempe-
raturas. Los paneles centrales muestran las medidas nanoSQUID. Se muestran diversos ciclos de histéresis
obtenidos con nanohilos individuales a 4.2 K y los correspondientes valores de pureza estimados con el
apoyo de simulaciones numéricas. Además mostramos el comportamiento de Bn promediado tras varios
ciclos de histéresis en función de la temperatura. Los experimentos de HRTEM y la FFT de las imágenes
resultantes permiten observar el aumento de la cristalinidad de los nanohilos al aumentar la temperatura de
calentamiento. Los experimentos de EELS proporcionan información química sobre el contenido metálico
de las muestras y permiten también obtener un mapa espacial de los distintos elementos que lo componen
como el oxígeno y el Co.
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La señal total captada por el anillo SQUID (en unidades de Φ0) nos permitió estimar la
pureza total de los nanohilos. Para ello fue necesario calcular numéricamente el factor de
acoplo de la partícula magnética teniendo en cuenta su volumen y su posición relativa al
nanoSQUID. Los valores obtenidos se aproximan muy bien a los valores de pureza estimados
en experimentos de EELS (del inglés, Electron Energy Loss Spectroscopy). Estos números
pueden verse resumidos en la Fig. 14.

Finalmente, realizamos también medidas a temperatura variable. En la Fig. 14 puede
verse la evolución de Bn en función de la temperatura para todos los nanohilos. El valor
absoluto de Bn disminuía siempre al aumentar T , como se espera típicamente en un pro-
ceso térmicamente activado, pero lo hace de manera diferente para cada nanohilo. Resulta
muy interesante el caso de los nanohilos calentados a temperaturas intermedias. En estos
casos Bn vs T exhibía saltos llegando, incluso, a aumentar con la temperatura. Este com-
portamiento se encuentra típicamente en partículas con una contribución importante de
especies antiferromagnéticas. El conocido fenómeno del exchange bias, hace que parte del
material ferromagnético quede fijo debido al fuerte acoplo con una capa antiferromagnética
adyacente. Esta contribución antiferromagnética puede ser producida por la presencia de
especies de Co oxidadas. Por ejemplo CoO o Co3O4 con temperatura de orden TN ∼ 30−40

K. Esta hipótesis es muy plausible como muestra el análisis químico mediante EELS de los
nanohilos. Como se ve en la Fig. 14, estas medidas mostraron claramente la presencia de
pequeñas regiones ricas en oxígeno que podrían constituir nanopartículas de óxidos de Co.
Para los nanohilos calentados a las temperaturas más elevadas, el oxígeno desaparece casi
por completo, dando lugar al comportamiento esperado para un nanohilo prácticamente
cristalino.

En resumen, los nanoSQUIDs de YBCO nos ofrecieron información sobre la pureza, la
estructura cristalina, las vías de inversión magnética e, incluso, la presencia de especies oxi-
dadas en nanohilos magnéticos. Un aspecto importante es que la enorme sensibilidad de los
nanoSQUIDs permitió estudiar estos nanohilos de forma individual. Esto es tremendamen-
te interesante ya que evita la interpretación de medidas realizadas con muestras de muchos
nanohilos. Más aún en este caso particular, debido a la imposibilidad de crecer una cantidad
suficiente de nanohilos que permitiera usar técnicas de caracterización comerciales.

La Universidad de Tübingen junto con la Universidad de Basel utilizaron los nanoS-
QUID basados en uniones Nb/HfTi/Nb que introdujimos en la Sección 4.2 para el estudio
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de nanotubos magnéticos individuales. Nanotubos huecos de Ni [16] y Py [17] fueron estu-
diados combinando magnetometría nanoSQUID con medidas de torque realizadas usando
un cantilever. En el primer caso se observaron efectos adscritos a la formación de estados
tipo vórtice en distintos segmentos del nanotubo. En el segundo caso se observaron signos
distintivos de exchange bias que fueron adscritos a la presencia de una fina capa de material
oxidado en la superficie del nanotubo. El mismo grupo de la universidad de Basel, usando
un microscopio SOT realizó también imagen con resolución espacial de la configuración
magnética de nanotubos de CoFeB en distintos estadios de su inversión magnética [109].

a
B

M
/M

s

b

Ba

Bn

B = 0

B  Ba

Figura 15: a: Esquema de configuración de un vórtice magnético. b: Ciclo de histéresis asistido por
nucleación (a campo Bn) - desplazamiento (zona lineal con pendiente χ) - aniquilación (a campo Ba) de
un vórtice magnético.

5.2. Vórtices magnéticos

Los estados tipo vórtice corresponden al estado de mínima energía en estructuras mag-
néticas mesoscópicas como discos (diámetros de d ∼ 100 nm - 2 µm y espesores de t > 10

nm). Este estado se alcanza para minimizar la energía dipolar de la partícula. Para evitar
la creación de cargas magnéticas superficiales, los momentos magnéticos se curvan en una
espiral (ver Fig. 15a) que va en sentido de las agujas del reloj (CW, del inglés, Clock Wise)
o en el sentido contrario a las agujas del reloj (CCW, del inglés, Counter Clock Wise). En
el centro del vórtice esta situación no es sostenible y, para poder minimizar la energía de
canje, los momentos magnéticos salen fuera del plano definiendo la polaridad del núcleo del
vórtice hacia arriba o hacia abajo. La nucleación de vórtices magnéticos durante un ciclo
de histéresis es fácilmente distinguible por la presencia de dos lóbulos histeréticos que se
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corresponden a los procesos no reversibles de nucleación-aniquilación del vórtice (ver Fig.
15b). Para campos magnéticos aplicados bajos, el vórtice magnético se desplaza por el na-
nodisco en un proceso reversible y, por tanto, no histerético. La dirección de desplazamiento
del vórtice depende de su circulación, favoreciendo la región del disco cuya imanación apun-
ta en la dirección del campo aplicado (ver Fig. 15a). Este comportamiento suele dar lugar
a una susceptibilidad lineal y un estado remanente con imanación nula, i.e., con el vórtice
centrado en el disco. Tanto los campos de nucleación y aniquilación como la susceptibili-
dad lineal dependen de la imanación de saturación del material (Ms) y de la relación de
aspecto del disco t/d. Los vórtices magnéticos son muy atractivos para aplicaciones como
unidades ultra-estables de grabación [88], nano-osciladores [91], o generadores de ondas de
espín coherentes [120].

También fue Wolfgang Wernsdorfer el primero en observar inversión magnética a través
de estados tipo vórtice en nanodiscos [117]. Para ello se utilizaron partículas de Ni, Co,
y Co81Zr9Mo8Ni2 de unos 200 − 1000 nm de diámetro y espesor de ∼ 50 nm fabricadas
a través de milling o técnicas de litografía por electrones. El nanoSQUID de Al o Nb se
fabricaba posteriormente junto a la partícula, maximizando el acoplo.

5 m 2 m 3 m

Figura 16: Proceso de acoplo de un nanodisco de Py al anillo nanoSQUID. En la primera imagen puede
verse el sensor antes de la deposición. En la segunda imagen el micromanipulador con la paleta adherida
se acerca al substrato. Aquí puede apreciarse bien la posición del nanodisco (resaltada con una flecha)
respecto del SQUID. En la última imagen se ve la paleta pegada al substrato mediante tres parches de
Pt-FEBID.

Usando nanoSQUIDs de YBCO realizamos un extenso estudio de las propiedades de
vórtices magnéticos estabilizados en discos de Py [70]. Los discos fueron definidos por FIB
milling a partir de substratos de Py depositados sobre membranas de nitruro de silicio de
200 nm de espesor. Los discos finales tenían diámetros de 500 nm −1,5 µm y espesor de
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Figura 17: a: Imagen SEM de un nanodisco circular con d = 600 nm y t = 60 nm y ciclos de histéresis
magnética obtenidos con un nanoSQUID de YBCO a distintas temperaturas. La forma de estas curvas
evidencia la nucleación - desplazamiento - aniquilación del vórtice y permite estimar la magnitud de la
barrera de energía creada por la anisotropía de forma. b: Utilizando discos asimétricos como el mostrado
en la imagen SEM es posible demostrar control sobre la circulación del vórtice. Como se explica en el
esquema de flechas, la circulación (y la consiguiente ubicación del vórtice) dependen del signo de Bn.
Esto se demuestra determinando Ba experimentalmente para ciclos de histéresis completos [que producen
vórtices CCW nucleados en campos negativos (Bn,→) aniquilándose a campos Ba(CCW)] y ciclos de
histéresis incompletos [que producen vórtices CW nucleados en campos positivos (Bn,←) aniquilándose
a campos Ba(CW)]. Las diferencias entre Ba(CCW) y Ba(CW) experimentales se evidencian en función
de la temperatura.

∼ 60 nm. Estas membranas se recortaron formando paletas de unas cuantas µm que fueron
posteriormente colocadas sobre el nanoSQUID usando un micromanipulador. Al igual que
hicimos para depositar los nanohilos de Co de la Sección 5.1, esta técnica garantiza un
acoplo óptimo de los nanodiscos, que quedan situados a unos pocos ∼ 100 nm sobre la
superficie del sensor (ver Fig. 16).

Las medidas nanoSQUID realizadas evidencian la formación de vórtices magnéticos y su
desplazamiento por el material a medida que el campo externo varía. Como puede verse en la
Fig. 17a, los ciclos de histéresis obtenidos son prueba de ello. Realizando medidas a distintas
temperaturas vemos cómo los campos Ba y Bn dependen de la temperatura, disminuyendo
a medida que aumenta T . Esto es típico de un proceso térmicamente activado sobre una
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barrera de energía creada, en este caso, por la anisotropía de forma (energía dipolar). Estas
medidas permiten estimar la magnitud de esta barrera U0/kB ∼ 106 K. Este número tan
elevado da idea de la enorme estabilidad del estado vórtice, que es el estado fundamental
y único estado energéticamente posible en nanodiscos de estos tamaños.

La posibilidad de realizar experimentos en discos únicos nos permitió demostrar una
interesante propiedad para aplicaciones, el control sobre la circulación del vórtice. Esto se
logra simplemente controlando el signo del campo magnético al cual se crea el vórtice y
asumiendo un cierto grado de ruptura de simetría del disco. Por ejemplo, para un disco
incompleto con un lado plano como el mostrado en la Fig. 17b. Como puede verse en el
esquema mostrado en la figura, para el caso de un vórtice nucleado en un campo positivo
(i.e., ← campo disminuyendo desde el estado cuasi-uniforme), solo dos configuraciones son
posibles, denominadas CW(Bn,←) y CCW(Bn,←). Es interesante notar que la ubicación del
vórtice en sí mismo dependerá del sentido de circulación. Atendiendo al diagrama naif de
flechas mostrado, vemos que el dominio magnético favorecido por el campo (rojo) es mayor
en el caso de CW(Bn,←). Esta configuración será, por lo tanto, favorecida energéticamen-
te, como también hemos demostrado mediante simulaciones micromagnéticas. Lo mismo
sucederá para vórtices nucleados a campo negativo (i.e., → campo aumentando desde el
estado cuasi-uniforme), donde la configuración CCW(Bn,→) será favorecida. Este efecto
puede demostrarse experimentalmente teniendo en cuenta que la energía magnética de la
partícula y, por tanto Ba, depende de la circulación y de la ubicación del núcleo del vórtice.
De esta manera, realizando experimentos con un ciclo de histéresis completo obtendremos
vórtices CCW nucleados en campos negativos (Bn,→) aniquilándose a campos Ba(CCW).
Por otra parte, para ciclos de histeresis incompletos obtendremos vórtices CW nucleados
en campos positivos (Bn,←) aniquilándose a campos Ba(CW). Las diferencias en los valores
Ba de ambos tipos de curvas son fácilmente apreciables en la Fig. 17b lo que demuestra
inequívocamente el control sobre la circulación de la imanación.

En resumen, nuestras medidas permitieron demostrar la estabilidad del vórtice magné-
tico frente a fluctuaciones térmicas. Ademas pudimos demostrar el control absoluto sobre
la circulación de la imanación, parámetro que puede servir para almacenar información
en forma de bit clásico. Es interesante notar que las diferencias observadas en los campos
de nucleación Ba(CW) y Ba(CCW) hubieran quedado enmascaradas en medidas realizadas
con muestras formadas por cientos de nanodiscos. Esto demuestra, de nuevo, la importancia
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de realizar medidas nanoSQUID que permiten caracterizar nanopartículas individuales.

5.3. Vórtices nanoscópicos

La enorme sensibilidad de los nanoSQUID de YBCO también nos permitió observar los
vórtices más pequeños reportados hasta la fecha [72]. Para ello utilizamos nanopartículas de
Co-FEBID, depositadas directamente en la superficie del sensor (ver Fig. 19a). Esta técnica
nos permitió crecer discos nanoscópicas desde tan solo d = 100 nm y t = 35 nm hasta
tamaños de d = 200 nm y t = 35 (debido a su reducido tamaño estos discos son más bien
semiesferas). El momento magnético de las muestras es también considerablemente pequeño
debido a la reducida pureza del Co-FEBID depositado en estas condiciones (∼ 60%). Estas
partículas son tan pequeñas que el estado vórtice convive con el estado monodominio en
una situación de bi-estabilidad, siendo uno de los dos el estado de mínima energía y el
otro un estado metaestable. Para entender esto, realizamos simulaciones micromagnéticas
que nos permitieron obtener el diagrama de fases de los estados energéticos en función del
radio (r = d/2) y el espesor (t) de partículas semiesféricas (ver Fig. 18). Las dimensiones
de la partícula se comparan con su longitud de canje λE =

√
2A/µ0M2

s ∼ 5,9 nm para
el Co-FEBID. Como puede verse, las regiones I, II, y III corresponden a estados vórtice,
monodominio contenido en el plano y monodominio fuera del plano, respectivamente. Estos
estados son los únicos permitidos para la partícula, es decir, cualquier otra configuración
es energéticamente inestable. Sin embargo, existen también regiones de bi-estabilidad. En
la zona II’ el estado monodominio es el estado de más baja energía mientras que el estado
vórtice es metaestable. En la región I’ ocurre lo contrario, el vórtice es el estado de menor
energía y el monodominio es metaestable. En esta zona esperamos encontrar, por lo tanto,
los vórtices más pequeños que pueden estabilizarse a campo cero frente a fluctuaciones
térmicas.

El diagrama de fases muestra puntos correspondientes a distintas nanopartículas de
Co-FEBID estudiadas con nanoSQUIDs de YBCO. P#1, P#2 y P#3 (que repasaremos
en la siguiente Sección 5.4) exhibieron ciclos de histéresis cuadrados mientras que Disc1,
Disc2 y Disc3 mostraron signos de nucleación - desplazamiento - aniquilación de vórtices
magnéticos (ver Fig. 19b). Es interesante resaltar el hecho de que las simulaciones pre-
sentadas en la Fig. 18 asumen una contribución nula de la anisotropía magnetocristalina
(debido a que el Co-FEBID es policristalino) y una forma semiesférica perfecta. Con estas
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Figura 18: Diagrama de fases de una nanopartícula semiesférica en función de r y tmag. El espesor magné-
tico tmag se definirá en la Sección 5.4 y corresponde al espesor del core magnético de la partícula, estimado
a través de los resultados experimentales. Observamos tres regiones en las que sólo un estado magnético es
posible (representado esquemáticamente). I: vórtice. II: monodominio en el plano. III: monodominio fuera
del plano. Además hay dos regiones de bi-estabilidad. II’ corresponde a un estado estable tipo monodo-
minio con el vórtice metaestable mientras que lo contrario ocurre en I’. Los puntos coloreados indican los
valores r/tmag para los que se realizó la simulación. Los puntos negros con barras de error indican diferentes
nanopartículas de Co-FEBID descritas en el texto.

aproximaciones, las simulaciones numéricas predicen un ciclo de histéresis cuadrado para
partículas situadas tanto en la región II’ como en la I’ (que contiene a P#2, Disc1, Disc2 y
Disc3). No nos es posible investigar experimentalmente el diagrama energético de P#2 ya
que los experimentos solo nos mostraron el estado monodominio pero si podemos obtener
mucha información de Disc1, Disc2 y Disc3 donde pudimos observar la nucleación de vór-
tices magnéticos ultra diminutos. Esto se debe probablemente a pequeñas imperfecciones
en la partícula o una pequeña componente de anisotropía uniaxial de origen desconocido
que hacen que, experimentalmente, sea posible nuclear el vórtice desde un estado saturado
al disminuir el campo. Esto puede verse mediante simulaciones numéricas añadiendo una
constante de anisotropía uniaxial Ku ∼ 2 KJm−3 (que estimamos como Ku = U0/Vmag

obtenidos experimentalmente en la Sección 5.4). Haciendo esto, logramos reconciliar los re-
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sultados experimentales con las simulaciones como vemos en la Fig. 19b. Los resultados de
estas simulaciones nos permiten también tener una idea de la configuración magnética de
la nanopartícula al variar el campo. Esto se muestra en la Fig. 19d para distintos estadios
del ciclo de histéresis de Disc1 resaltados en el panel b.
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Figura 19: a: Imagen SEM del nanoSQUID de YBCO donde se depositó Disc1 junto con una imagen
de microscopía de fuerza atómica (AFM, del inglés, Atomic Force Microscopy) de la partícula. También
se muestra una imagen de holografía de electrones obtenida en un disco idéntico con d = 100 nm y
t = 35. b: Ciclos de histéresis experimentales junto con los resultados de simulaciones micromagnéticas.
c: Dependencia de los campos de nucleación y aniquilación con la temperatura. De aquí podemos inferir
que el campo Boff es positivo y, por tanto, el estado de mínima energía de estas partículas es el vórtice
magnético. d: Representación de la dependencia espacial de la imanación de la partícula Disc1 durante su
inversión magnética. e: Esquema mostrando la dependencia de las barreras de energía para aniquilación y
nucleación del vórtice en función del campo. Notar que los diferentes estadios de la inversión representados
en los paneles d y e están indicados también en el panel b.

Los ciclos de histéresis experimentales (Fig. 19b) muestran todos un estado remanente
con imanaciónM 6= 0. Esto indica que el estado monodominio pervive al disminuir el campo
magnético desde la saturación. Es decir, el campo de nucleación observado al disminuir el
campo desde valores positivos (Bn,←) es negativo, mientras que el campo de nucleación
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experimental cuando aumentamos el campo desde valores negativos (Bn,→) es positivo. Este
hecho puede hacernos dudar de si el estado de mínima energía a campo cero es realmente el
estado tipo vórtice. Para demostrarlo nos basamos en lo siguiente. Las barreras de energía
para la aniquilación (Ua) nucleación (Un) del vórtice varían con el campo aplicado. Para
entender esto resulta útil fijarse en el esquema de la Fig. 19e. La aniquilación del vórtice
a campo Ba sucede cuando desaparece el mínimo metaestable correspondiente al estado
vórtice (i.e., Ua ∼ 0). Igualmente, la nucleación tendrá lugar cuando Un ∼ 0. Definimos
Boff el campo para el cual Ua = Un = U0, que puede ser negativo (cuando el estado
monodominio sea el de mínima energía) o positivo (cuando el estado vórtice sea el de
mínima energía). El signo de Boff puede obtenerse realizando medidas en función de la
temperatura y determinando la dependencia de Bn(T ) = (〈Bn,←〉 − 〈Bn,→〉)/2 y Ba(T ) =

(〈Ba,←〉 − 〈Ba,→〉)/2, donde 〈〉 indican promedio de los datos experimentales obtenidos en
30 − 50 medidas. Los resultados pueden verse en el panel c de la Fig. 19 para Disc1 y
Disc3. Ajustando estos datos a una ley de Kurkijärvi modificada obtenemos valores de
Boff positivos para ambas partículas, confirmando el hecho de que el estado vórtice es
el de mínima energía posible. Esto se confirma también realizando imagen magnética a
temperatura ambiente, donde las fluctuaciones térmicas reducen la influencia mínimo de
energía metaestable, haciéndolo casi despreciable. Para confirmarlo realizamos medidas
de holografía de electrones en partículas similares, que confirmaron inequívocamente la
presencia de vórtices magnéticos ultra diminutos y estables (ver Fig. 19a).

En resumen, las medidas nanoSQUID nos permitieron confirmar la existencia de vórtices
magnéticos estabilizados en las nanopartículas más pequeñas reportadas hasta la fecha, con
dimensiones de tan solo d = 100 nm y t = 35 nm El espesor efectivo de las partículas es,
realmente, todavía menor, como veremos en la Sección siguiente, alcanzando valores de
tan solo tmag = 20 nm. Estos estudios fueron posibles gracias a la enorme sensibilidad de
los sensores nanoSQUID de YBCO y a la posibilidad de realizar medidas bajo campos y
temperaturas variables, que nos permitieron estudiar experimentalmente la dependencia de
las barreras de energía con el campo aplicado.

5.4. Nanopartículas magnéticas

Al igual que vimos en los ejemplos anteriores, las primeras medidas nanoSQUID con
partículas nanométricas monodominio fueron realizados por Wolfgang Wernsdorfer. En
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estos experimentos se consiguió observar importantes leyes del magnetismo como el modelo
Stoner-Wohlfarth para la inversión de la imanación y el modelo Néel-Brown de relajación
asistida térmicamente en nanopartículas individuales de Co (25 nm, 106 µB) [115]. También
se consiguió producir la inversión de la imanación en nanopartículas de Co de 20 nm asistida
por pulsos rf [106] y, más recientemente, se observaron los efectos del exchange bias en una
partícula de Co recubierta de óxido CoO [58].

Como adelantamos en la Sección precedente, los nanoSQUID de YBCO también nos sir-
vieron para estudiar nanopartículas monodominio de Co-FEBID. En concreto, P#1, P#2

y P#3 exhibieron todas ciclos de histéresis cuadrados como puede verse en la Fig. 20a.
Además, P#1 y P#3 se encuentran en las regiones II’ y II, respectivamente, del diagrama
de fases mostrado en la Fig. 18 lo que nos lleva a pensar que su estado de mínima energía
corresponde efectivamente al estado monodominio o cuasi-uniforme. En cambio, P#2 se
encuentra en la región I’. El estado de mínima energía de esta partícula es difícil de saber
pero, en los experimentos realizados, mostraba también indicios de exhibir una imanación
cuasi-uniforme. En cualquier caso, pudimos también observar ciclos de histéresis a tempe-
ratura variable y, de ahí, determinar la dependencia con la temperatura de los campos de
nucleación (Bn, ver Fig. 20b). Aplicando el modelo de Neél-Brown y la ecuación de Kurki-
järvi pudimos estimar las barreras de energía U0 para la inversión del momento magnético
en estas partículas. Este parámetro es importante ya que cuantifica la memoria magnética
de la partícula y su estabilidad frente a fluctuaciones térmicas. También pudimos observar
la dependencia espacial de Bn (ver Fig. 20c). Aplicando el campo magnético en distintas
direcciones dentro del plano pudimos observar la aparición sistemática de dos campos de
inversión representados con puntos negros y azules. Los datos muestran una clara simetría
doble ligeramente inclinada (∼ 8◦) respecto a la dirección perpendicular a las fronteras de
grano) con una pequeña componente cuadruple (∼ 98◦). Esto refleja probablemente los
efectos de la anisotropía de forma de segundo orden y un término adicional de orden mayor
debido a no-uniformidades (especialmente en los bordes) de la partícula.

Estos experimentos nos permitieron también entender mejor el proceso de crecimiento
del Co-FEBID. Gracias al conocimiento preciso de la ubicación y tamaño exacto de las
nanopartículas, realizamos simulaciones numéricas del factor de acoplo φµ al nanoSQUID.
Combinando esto con la señal magnética total captada por los sensores, pudimos determi-
nar de manera precisa el momento magnético de las nanopartículas y, de ahí, el volumen
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Figura 20: a: Imágenes SEM de los distintos sensores nanoSQUID de YBCO con las partículas de Co-
FEBID junto con distintos ejemplos de ciclos de histéresis obtenidos experimentalmente a distintas tem-
peraturas. b: Dependencia del campo de nucleación Bn con la temperatura y valores estimados para las
barreras de energía U0 que separan ambas direcciones de imanación. c: Dependencia angular de Bsw para
P#1.

magnético de las mismas Vmag. Este valor puede ser comparado con el volumen geométrico
Vgeo de las nanopartículas, obtenido de las imágenes SEM. En todos los casos obtuvimos
Vmag < Vgeo, que implica la existencia de una capa no-magnética de unos ∼ 20 nm de
espesor en la base de la nanopartícula. Interpretamos estos resultados de la siguiente ma-
nera. En los primeros estadios del crecimiento FEBID se produce una alta concentración
de depósito de carbono. No es hasta que la partícula ha alcanzado una altura considerable,
i.e., de unos ∼ 20 nm que el Co comienza a cristalizar formando pequeños cristalitos o grá-
nulos dentro de la matriz carbonosa. Esta primera capa no es magnética y no contribuye
a la señal magnética de la muestra. El core magnético de todas las partículas estudiadas
(P#1, P#2, P#3, Disc1, Disc2 y Disc3) es, por lo tanto, considerablemente menor de lo
que sugiere su tamaño geométrico. Por ejemplo, la partícula más pequeña estudiada en esta
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serie (P#3) tiene 50 nm de diámetro y una altura magnética estimada (tmag) de tan solo
14 nm lo que resulta en un momento magnético de unos 106 µB.

En resumen, en este caso las medidas nanoSQUID de YBCO nos permitieron obtener
información relevante de los depósitos de Co-FEBID, muy útil para futuras aplicaciones.
Nuestros datos parecen indicar que, en los primeros estadios del crecimiento, el material
depositado es no-magnético (probablemente paramagnético), debido a una alta densidad
de carbono. Esta capa paramagnética alcanza una altura de unos 20 nm.

5.5. Susceptometría ac e imanes moleculares

La dinámica de espines paramagnéticos es accesible mediante estudios de susceptometría
magnética χ = ∂M/∂B. Ésta proporciona mucha información acerca de la anisotropía mag-
nética, los mecanismos de relajación al equilibrio o transiciones de fase. La susceptibilidad
alterna se mide normalmente acoplando la muestra de interés a un circuito gradiométrico
(bobina secundaria) que es, por tanto, insensible a cualquier variación del campo homo-
géneo, pero sensible a la señal magnética de la muestra. El campo de excitación se crea
con una bobina (primaria) acoplada inductivamente al circuito secundario (ver esquema
en la Fig. 22b). Cuando el campo de excitación es alterno, χ tiene dos contribuciones, una
real χ′ (en fase con el campo aplicado), y la otra es imaginaria χ′′ (fuera de fase). La ven-
taja de esta técnica es que es posible hacer una detección lock in que permite fácilmente
filtrar el ruido 1/f que, de otra forma, suele dominar la señal. Otra alternativa es el estu-
dio del ruido

√
SΦ(f) que está directamente relacionada con χ′′ a través del teorema de

fluctuación-disipación [93]. El problema es que la susceptibilidad de pequeñas colecciones
de espines o moléculas es, si cabe, todavía más difícilmente accesible desde el punto de vista
experimental. Por ejemplo, el imán molecular mas arquetípico, el Mn12, tiene un momento
magnético de unos ∼ 20 µB. Sin embargo, a temperaturas de 1 K, esa misma molécula
exhibe una polarización magnética de tan solo ∼ 0,007 µB para un campo de excitación de
unas 30 µT lo que hace que su detección sea un auténtico reto.

En colaboración con el Centro de Investigación en Nanociencia y Nanotecnología (CIN2)
de Barcelona, fuimos capaces de detectar la diminuta señal producida por una monocapa
de moléculas de ferritina en un experimento de susceptibilidad magnética [66]. Para ello
utilizamos los microsusceptómetros SQUID desarrollados junto con el PTB - Berlín y des-
critos en la Sección 4.1. Las partículas utilizadas en este experimento fueron diminutos
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clusters de óxido de Co de tan solo ∼ 2 nm de diámetro (∼ 12 µB) sintetizados en el inte-
rior de apoferritina (ver Fig. 21a). La ferritina es la proteína encargada de la distribución
del hierro en los seres vivos. Fue también protagonista de otro controvertido experimento
con microsusceptómetros SQUID en el que se aseguró haber observado coherencia cuántica
en moléculas de ferritina natural [6]. Esta molécula exhibe histéresis magnética en su for-
ma natural y es a menudo considerada un imán molecular (que definiremos más adelante)
debido a su reducidísimo espín neto.

Nuestras moléculas fueron depositadas en la superficie del sensor, alcanzando un aco-
plo óptimo con el anillo SQUID. Para determinar la ubicación de estas zonas resulta útil
redefinir el factor de acoplo φµ (eq. 30) haciéndolo más apropiado para un experimento de
susceptibilidad:

(35) φχ =
Φ

µi

Bp

ip
,

donde µi es el momento magnético inducido por un campo Bp producido por el circuito
primario por el que circula una corriente ip. En la Fig. 21b mostramos un esquema donde
puede verse la dependencia de φχ en función de la posición respecto de la bobina primaria
y secundaria, siendo esta última el propio anillo microSQUID.

Las moléculas de Co-ferritina fueron depositadas exactamente en estas posiciones, con
resolución nanométrica. Para ello se utilizó la técnica Dip Pen que utiliza una punta de AFM
(la “pluma”) para distribuir moléculas en solución (la “tinta”) sobre un sustrato (el “papel”).
Esta técnica permite controlar también el número promedio de partículas depositadas [9].
De esta manera se distribuyeron tres filas de gotas de tan solo ∼ 1 µm de diámetro en
las regiones más sensibles del sensor. Cada una de estas gotas depositadas sobre Nb/SiO2

contenía unos 105/106 moléculas de Co-ferritina (ver Fig. 21b). Medidas de AFM realizadas
sobre una muestra equivalente demostraron, además, que estas gotas contenían una única
capa de moléculas (ver Fig. 21c). Estas muestras fueron enfriadas hasta temperaturas de
unos pocos mK por encima del cero absoluto. La enorme sensibilidad de los microSQUID
unido al elevado acoplo conseguido permitió observar la susceptibilidad ac de esta muestra.
Además, pudimos comprobar cómo las propiedades de las moléculas de Co-ferritina se
mantienen intactas al ser depositadas en superficie. Fijándonos en las medidas de χ′ vs
T mostradas en la Fig. 21c vemos cómo la susceptibilidad muestra una dependencia clara
con la frecuencia para T < 100 mK. Esto marca el inicio del bloqueo superparamagnético
de la susceptibilidad o, dicho de otro modo, los momentos magnéticos de las partículas no
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Figura 21: a: Esquema y dimensiones de una molécula de ferritina, la vasija en la que las partículas de
óxido de Co fueron sintetizadas alcanzando un tamaño de tan solo ∼ 2 nm de diámetro (∼ 12 µB). b:
Imagen SEM del sensor donde pueden verse las gotas que contienen las moléculas de Co-ferritina. Estas
gotas se han depositado en las regiones donde φχ es máximo. Se muestra también una representación
esquemática de la técnica Dip Pen utilizada para depositar las moléculas junto con la dependencia del
factor de acoplo en función de la posición. c: Medidas AFM realizadas sobre una serie de gotas depositadas
bajo las mismas condiciones que las anteriores que demuestra que son, efectivamente, una monocapa. d:
Medidas experimentales de susceptibilidad magnética real llevadas a cabo en un refrigerador de dilución.

son capaces de seguir las rápidas variaciones del campo de excitación. Cuando el inverso
de la frecuencia de excitación coincide con el tiempo característico de relajación de los
nanoimanes, se produce un claro pico de la susceptibilidad dependiente de la frecuencia.
Este efecto sirve también para estimar la memoria magnética de estas partículas pues el
bloqueo superparamagnético se debe a la existencia de una barrera de energía creada por
la anisotropía U0/kB < 1 K.

Terminaremos esta Sección hablando de imanes moleculares o SMM (del inglés, Single
Molecule Magnet). Los SMM son moléculas formadas por uno o varios átomos magnéticos
fuertemente acoplados entre sí dando lugar a un espín efectivo, e.g., S = 10 en el caso del
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Mn12. El comportamiento SMM se refiere normalmente a que la molécula presenta memoria
magnética, es decir, posee una anisotropía magnética intrínseca que le hace exhibir histéresis
o relajación lenta a bajas temperaturas [101], normalmente de unos pocos ∼ K. Estas
temperaturas se han logrado aumentar recientemente llegando incluso hasta los ∼ 80 K
[37] utilizando los llamados iones moleculares (SIM, del inglés, Single Ion Magnet) basados
en lantánidos [77]. Sin embargo, la síntesis de SIM con memoria magnética a temperatura
ambiente, muy atractiva para aplicaciones, parece complicada. Por otra parte, la enorme
sencillez de estas moléculas, unida a sus interesantes propiedades cuánticas, convierten a
los SIMs en candidatos muy fuertes para actuar como bits cuánticos o qubits [32, 18].

Fijaremos ahora nuestra atención en dos familias de SIMs con mucho potencial para
aplicaciones en tecnologías cuánticas. La primera familia consiste en un único átomo de
lantánido encapsulado en un grupo de polioxometalato, sintetizada por el Instituto de
Ciencia Molecular de Valencia (ICMoL). El campo de los ligandos creado por estos iones de
polioxometalato determinan fuertemente las propiedades del SIM proporcionando una vía
de control químico. Los lantánidos exhiben una elevada interacción espín-orbita que, unida
al campo de los ligandos creado por los átomos circundantes, resulta en una elevadísima
anisotropía magnética intrínseca (e.g., ∼ 500 K en el caso del ErW10, es decir, decenas
de THz). Sin embargo, al buscar materiales útiles para tecnologías cuánticas actuales,
nos interesarán sistemas con anisotropías reducidas (< 10 GHz). Esto es así ya que estas
tecnologías se basan en el uso de circuitos superconductores y electrónica de microondas
estándar. Por este motivo decidimos centrarnos en el ión Gd que presenta dos ventajas
importantes. La primera es que exhibe el espín electrónico más alto de la tabla periódica S =

7/2. La segunda es que su momento orbital está anulado resultando, por tanto, en una nube
electrónica esférica. La anisotropía final será débil y dependerá únicamente de la cápsula
de polioxometalato. Para investigar esto en más detalle estudiamos dos configuraciones
diferentes. La molécula GdW30 tiene forma de rosquilla y el ión Gd está sometido a una
simetría tipo C5v mientras que el GdW10 está compuesto por dos nubes de polioxometalato
dando lugar a una simetría tipo C4d (ver Fig. 22a). Estas diferencias tendrán consecuencias
dramáticas en la anisotropía y la dinámica de las moléculas.

Para verlo, realizamos experimentos de calor específico y resonancia paramagnética
electrónica que nos permitieron determinar experimentalmente los parámetros del Hamil-
toniano de ambos compuestos. En el caso del GdW30 se observó una anisotropía planar con
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un eje preferente en la dirección y. Por otra parte, el GdW10 posee anisotropía uniaxial a
lo largo de la dirección z. En la Fig. 22a mostramos sendos diagramas de probabilidad del
espín S de apuntar en las distintas direcciones del espacio. Además, en ambos casos com-
probamos la existencia de términos no diagonales en el Hamiltoniano que mezclan estados
a ambos lados de la barrera permitiendo el efecto túnel de espín. Esto es especialmen-
te notable en el caso del GdW30 en el que los estados de espín permitidos corresponden
a combinaciones de las proyecciones clásicas de S en las tres direcciones del espacio (ver
esquema de niveles en el panel c).

Realizamos experimentos de susceptometría ac usando pequeñas cantidades de GdW30

y GdW10 en polvo depositado sobre la bobina captora de un microsusceptómetro SQUID
utilizando grasa Apiezon. El sensor fue enfriado hasta ∼ 13 mK inmerso en el baño de
He3-He4 de un refrigerador de dilución. Las medidas de χ′ y χ′′ mostraron señales claras de
relajación lenta sólo a temperaturas muy bajas < 1 K (ver Fig. 22b). Mostramos también los
tiempos de relajación τ obtenidos de estas medidas. La dependencia τ(T ) resalta todavía
mejor las enormes diferencias en la dinámica de espín de ambas moléculas. Observamos
también como el tiempo de relajación se aproxima bien al tiempo estimado de la teoría
clásica de relajación espín-fonón para temperaturas T > 100 mK. Sin embargo, τ se aleja
de esta predicción haciéndose independiente de la temperatura para T < 100 mK. Por otro
lado, la susceptibilidad de equilibrio sigue la ley de Curie-Weiss χeq ∝ 1/T hasta 1/TN =

1/39 mK ∼ 26 mK−1 (ver inset en la Fig. 22b). Esto indica que el baño de espines es capaz
de “sentir” la temperatura del baño de fonones hasta TN = 39 mK donde tiene lugar una
transición a un estado magnético ordenado mediado por la interacción dipolar. Encontramos
también que, en este rango de temperaturas, i.e., 39 < T < 100 mK, τ coincide bien con las
tasas de inversión por efecto túnel derivadas de la teoría de Prokof’ev y Stamp [92]. Resulta
sorprendente que la relajación al estado de equilibrio térmico ocurra a la misma velocidad
que el efecto túnel de espín, un proceso que no involucra ningún intercambio de energía con
el baño fonónico. Además, el ordenamiento dipolar a 39 mK parece bloquear la relajación al
equilibrio haciendo aumentar τ enormemente como comprobamos también en experimentos
similares con el compuesto ErW10 [63]. Estos hechos intrigantes no tienen todavía una
explicación clara y podrían estar relacionados con la emisión colectiva de fonones. El efecto
túnel permitiría a los espines visitar distintas configuraciones a una velocidad τ−1. Algunas
de estas configuraciones dipolares serían capaces de relajar eficientemente emitiendo un
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Figura 22: a: Vista esquemática de las moléculas GdW30 y GdW10. El primero tiene anisotropía planar
con eje fácil y mientras que el segundo es uniaxial a lo largo del eje z como se esquematiza en los diagramas
de probabilidad de la derecha. b: Medidas de susceptibilidad ac real e imaginaria realizadas con el microsus-
ceptómetro SQUID esquematizado en el inset. A la derecha se resume la dependencia térmica del tiempo
de relajación τ obtenido a partir de ajustes Cole-Cole de χ′(f) y χ′′(f). El inset muestra la susceptibilidad
de equilibrio χeq vs T evidenciando la buena termalización del baño de espines que es capaz de seguir la
ley de Curie-Weiss hasta 1/TN = 1/39 mK ∼ 26 mK−1 cuando el orden dipolar bloquea este efecto. c:
Esquema de niveles de energía para un campo Bybias = 10 mT aplicado en la dirección y. Dos estados son
accesibles con fotones de energía ~ω = 6,7 GHz y sirven para definir el qubit. El estado fundamental |g〉
corresponde al espín apuntando mayoritariamente en la dirección y. El estado excitado |e〉 corresponde al
espín apuntando mayoritariamente en la dirección x.

fonón de manera colectiva [63].
Además de estas interesantes observaciones, las medidas de susceptibilidad magnética

ac nos permitieron también verificar los niveles de energía de las moléculas. En el caso
del GdW30 obtuvimos valores muy prometedores para la implementación de estos iones
como qubits de espín [67]. Esta molécula permite romper la degeneración de los dobletes
fundamentales aplicando un pequeño campo de polarización de unos pocos mT a lo largo
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del eje y. Por ejemplo, aplicando By
bias = 10 mT serviría para desdoblar estos niveles 2

GHz, más que suficiente para garantizar la inicialización del qubit al 99.99% a 10 mK (ver
Fig. 22c). Bajo estas circunstancias, es posible definir los estados del qubit fundamental
|g〉 y excitado |e〉 accesibles usando fotones de ~ω = 6,7 GHz, compatibles con resonadores
superconductores habituales para manipular y leer qubits. El acoplo magnético de qubits
GdW30 a circuitos superconductores se estudió también de manera teórica [47]. Estima-
mos que valores de g/2π ∼ 50 kHz por molécula serían alcanzables utilizando resonadores
superconductores coplanares. De hecho, utilizado radicales libres, hemos obtenido valores
experimentales muy esperanzadores que alcanzan g/2π ∼ 1 kHz por molécula [36]. Estos
números subirían hasta G/2π ∼ 200 MHz para cristales de GdW30. El acoplo debe com-
pararse con el tiempo de decoherencia (T2) de las moléculas que normalmente se mide en
cristales donde las interacciones dipolares y la presencia de espines nucleares disminuyen
enormemente T2. Aún así, se han obtenido valores muy prometedores del orden de T2 ∼ 10

µs en condiciones no-ideales. Esto hace pensar que los tiempos de decoherencia de moléculas
aisladas podrían alcanzar fácilmente el rango de los milisegundos como, de hecho, ocurre en
defectos nitrógeno-vacante en diamante. De esta manera, el régimen de acoplo fuerte, i.e.,
g/2π ∼ 50 kHz � 1/T2 ∼ 1 kHz, sería alcanzable usando moléculas individuales. Por otra
parte, el GdW30 es enormemente interesantes porque también podría albergar un qudit, es
decir, tres qubits independientes [46]. Además, esta molécula presenta una elevada entropía
magnética, lo que la convierte en una excelente candidata para refrigeración magnética de
muy baja temperatura integrada en chips [71].

La segunda familia de SIMs que revisaremos consistía, realmente, en dos iones magné-
ticos acoplados formando un dímero. Buscábamos un buen candidato para formar puertas
cuánticas o qugates de dos espines. Para ello, necesitábamos dos qubits de espín diferen-
ciados y con cierta interacción entre ellos. Una de las puertas lógicas más prácticas es la
versión cuántica de la puerta NOT controlada o CNOT. Esta, junto con las puertas de un
solo qubit rotación (R) y Hadamard (H) forman un conjunto universal de qugates, capaces
de ejecutar cualquier operación cuántica. La puerta CNOT invierte el estado de un qubit
(diana) en función del estado del otro qubit (control). Su implementación requería añadir
un requisito más a nuestro dímero: la asimetría. Esto es complicado en la práctica ya que la
naturaleza tiende a favorecer la simetría. En colaboración con el Departamento de Química
Inorgánica de la Universidad de Barcelona pudimos estudiar un dímero de iones Dy en el
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Figura 23: a: Molécula de Dy2, los qubits tienen ejes de anisotropía magnética no colineares. El esquema
de niveles de energía muestra un ejemplo para operar la molécula como puerta CNOT cuántica. Para
campos de polarización Bbias = 0,28 T y, usando fotones de la banda-X, es posible inducir la transición
|01〉 → |00〉 mientras que las otras quedan prohibidas. En el inset se muestra una imagen óptica del proceso
de depósito Dip Pen de moléculas de Dy2 en el interior de la bobina captora del microSQUID junto con
una imagen AFM de la muestra resultante. b: Medidas de susceptibilidad ac vs T realizadas para una
muestra macroscópica y el depósito molecular fabricado por Dip Pen. Las medidas de AFM sobre este
último muestran que la altura máxima de la capa corresponde a 5 moléculas. Las medidas de χ′(f) y χ′′(f)

obtenidas con la muestra cristalina y la capa molecular son formalmente idénticas.

que es posible combinar dos entornos de coordinación bien distintos (ver Fig. 23a). Esto
hace que los espines exhiban anisotropías magnéticas diferentes dando lugar a un espectro
de excitaciones anarmónico. De esta manera, es posible seleccionar una transición particu-
lar combinando un campo de polarización con la elección de la energía de la radiación. Por
ejemplo, para Bbias = 0,28 T y usando fotones de la banda-X, i.e., 9.7 GHz, sería posible
inducir una única transición que deja intacto al qubit control e invierte el qubit diana si y
solo si el qubit control está en estado |0〉 (ver esquema en la Fig. 23a).

El dímero Dy2 fue estudiado en detalle con nuestros microsusceptómetros SQUID usan-
do dos tipos de muestras: cristales macroscópicos adheridos a la superficie del sensor me-
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diante grasa Apiezon y capas moleculares depositadas en superficie mediante Dip Pen en
colaboración con miembros de nuestro instituto. Las muestras masivas sirvieron, en primer
lugar, para determinar con precisión la asimetría de la molécula a través de medidas de
susceptibilidad de equilibrio a muy bajas temperaturas [64]. En una segunda etapa, pudo
comprobarse como las propiedades del Dy2 se mantienen intactas al ser depositados en
superficie. Para ello se usó la muestra que contenía, tan solo, 5 capas moleculares de Dy2

como puede verse en las medidas AFM mostradas en la Fig. 23b. Las medidas de susceptibi-
lidad ac realizadas fueron formalmente idénticas a los datos de χ′(f) y χ′′(f) obtenidos con
el monocristal (ver Fig. 23b). Estos experimentos demuestran la viabilidad de estructuras
para computación cuántica basadas en iones moleculares en superficie.

6. Perspectiva

Hemos repasado la teoría detrás del funcionamiento de los sensores nanoSQUID para
poder entender su (todavía) escaso uso práctico en el estudio de magnetismo en la nanoes-
cala. Hemos repasado también en detalle los ejemplos más relevantes de sensores y medidas
experimentales en los que he tenido la suerte de participar. Espero que el enorme potencial
de esta técnica haya quedado claro y que este trabajo sirva para que otros investigadores
la conozcan y la apliquen. Todavía queda mucho por hacer en este campo. Sería especial-
mente deseable explotar las capacidades de los sensores SQUID para operar en un amplio
ancho de banda que cubre desde el dc hasta el THz. Esto daría acceso al estudio de todo
tipo de procesos magnéticos: dc (inversión magnética asistida por fluctuaciones térmicas),
mili-microsegundos (velocidad actual de las cabezas lectoras magnéticas inductivas, tasas
de relajación en espines moleculares y efecto túnel), nano - 100 picosegundos (frecuencias
características de excitaciones magnéticas y procesos de relajación) hasta los picosegundos
(ondas de espín o dinámica inducida por láser). Existen distintas aproximaciones dirigidas a
este objetivo. Especialmente interesantes son la lectura dispersiva de sensores nanoSQUID,
las técnicas estroboscópicas basadas en la transición del dispositivo al estado disipativo o
el acoplo directo de anillos nanoSQUID a circuitos de radiofrecuencia. Todas estas técnicas
requerirán de un importante esfuerzo para hacerlas accesibles a la comunidad científica
general y así poder sacar el máximo partido de la magnetometría y susceptometría nanoS-
QUID.
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7. APÉNDICE: Otras aplicaciones del efecto Josephson

Este artículo se ha centrado en el uso del efecto Josephson para hacer detección ultra-
sensible de banda ancha de pequeñas poblaciones de espines y nanopartículas magnéticas.
En este apéndice repasaremos cuatro propiedades peculiares del efecto Josephson y sus
aplicaciones: el efecto Josephson ac, la fuerte no-linealidad de la inductancia Josephson,
la posibilidad de modular esta inductancia eléctricamente y la existencia de transporte
coherente de electrones desapareados.

7.1. La unión Josephson irradiada: el patrón del Voltio

El modelo RCSJ nos puede ayudar a comprender el comportamiento de una unión
Josephson sometida a una excitación ac (en voltaje o en corriente). Nos centraremos en el
caso de una unión sobreamortiguada (βc � 1) que se polariza con una corriente alterna
sobre un nivel dc que aumenta desde cero, i.e., I = Idc+Iac senωact, donde Iac es la amplitud
de la modulación. Podemos imaginar cómo el potencial ondulado inclinado oscila también
entre dos valores correspondientes a I = Idc + Iac e I = Idc − Iac (ver inset en la Fig.
24a). Para valores de la corriente tal que Idc + Iac ≤ I0, la fase permanece atrapada en un
mínimo del potencial y el voltaje resultante es V = 0. Pensemos en lo que sucede en el
momento en el que Idc+Iac > I0. Bajo estas circunstancias, la partícula quedará atrapada o
se deslizará de manera alterna durante el periodo de oscilación Tac = 2π/ωac. Habrá valores
particulares de V donde el movimiento de la partícula se sincronizará con la modulación
senωact, haciendo que la partícula salte de un mínimo metaestable al siguiente (∂ϕ = 2π)
en cada periodo de oscilación (∂t = Tac). Es decir, el cambio de fase será precisamente:

ϕ̇ =
∂ϕ

∂t
=

2π

Tac
= ωac =

2π

Φ0

V.

Conforme aumente la corriente Idc, la partícula será capaz de saltar sucesivos pozos de
potencial. Podemos calcular el voltaje promedio para el caso general en el que la partícula
salta n pozos:

Vn = n
Φ0

2π
ωac = n

fac
483,6 GHz/mV

.

Para estos valores de Vn el movimiento de la partícula está sincronizado con la corriente
de polarización ac. Esta sincronización no ocurre para un único valor de Idc sino durante
un intervalo de la variación de Idc. La amplitud Iac determina el tamaño de este intervalo
haciéndolo oscilar al aumentar Iac.
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Figura 24: Características IVC para una unión irradiada con microondas en régimen sobreamortiguado
(a) y subamortiguado (b). El inset en el panel a muestra la modulación del potencial ondulado inclinado
bajo corriente alterna.

Este comportamiento resulta en la aparición de una serie de escalones en voltaje (ver
Fig. 24a) conocidos como escalones de Shapiro que son enormemente útiles en metrología
[102, 118]. Se suelen utilizar series de cientos de uniones Josephson sin resistencia de carga
operadas en el límite subamortiguado (βC � 1, i.e., ωc > ωp) que producen curvas IVC
histeréticas donde los saltos de Shapiro cruzan el eje I = 0 (ver Fig. 24b). En este caso,
conviene ser cuidadosos con la elección de la frecuencia. Para obtener saltos de Shapiro
estables en el caso subamortiguado, es necesario que ωac > ωp. También habrá un límite
superior a la frecuencia ya que valores crecientes de ωac requieren valores crecientes de Iac.
Esto es así debido a que la capacidad característica de la unión actúa como un cortocircuito
para frecuencias demasiado elevadas. El hecho de que Vn dependa solo de constantes funda-
mentales y de la frecuencia de excitación (que puede conocerse con muchísima precisión),
convierte a la unión Josephson en un estupendo estándar del Voltio.

7.2. Efectos cuánticos en circuitos Josephson: los qubits superconductores

El efecto Josephson es una manifestación macroscópica de la naturaleza cuántica de la
superconductividad. Existen además otros efectos, llamados efectos cuánticos secundarios,
que surgen de la naturaleza cuántica de los circuitos eléctricos en sí mismos. Estos efectos
solo son observables a muy bajas temperaturas, cuando la energía térmica es menor que la
separación entre niveles. Debido a la anarmonicidad del espectro energético de un circuito
Josephson y, trabajando a temperaturas lo suficientemente bajas, es posible observar y
explotar la cuantización de los niveles de energía. Esto ha dado lugar al desarrollo de

114



qubits superconductores.
El Hamiltoniano de un circuito cuántico cuenta con una parte cinética K y otra po-

tencial U . La energía cinética se identifica con la energía de carga en un condensador. Es
decir, la energía de la carga extra en un electrodo del condensador con respecto al otro,
debido a la existencia de una diferencia de potencial (V = Q/C). Consideremos una unión
Josephson subamortiguada con corriente de polarización I = 0. Cuando introdujimos el
modelo RCSJ vimos que este circuito equivale a considerar una partícula de masa equi-
valente m = (~/2e)2C atrapada en el mínimo de un potencial UJ = EJ0(1 − cos δ). Así,
escribimos la energía cinética como:

K =
1

2
CV 2 =

Q2

2C
=
( ~

2e
Q
)2 1

2(~/2e)2C
=

p2

2M

Podemos identificar fácilmente el operador momento como (~/2e)Q lo que nos permite
hacer el cambio de notación:

~
2e
Q→ i~

∂

∂δ

Finalmente, el Hamiltoniano de una simple unión Josephson queda:

(36) H = −4EC
∂2

∂δ2
+ EJ0(1− cos δ),

con EC = e2/2C la energía de carga de la unión. De aquí, se deducen las relaciones de
conmutación:

(37)
[
δ,

~
2e
Q

]
= i~, o bien,

[
Φ0

2π
δ,Q

]
= i~.

Es decir, la fase (o flujo) y la carga son variables conjugadas igual que la posición y el
momento o la energía y el tiempo.

En vista del Hamiltoniano 36 podemos identificar dos regímenes.

Régimen de fase Ec � EJ0

En el régimen de fase predomina el término cos δ. La minimización de este término se
consigue cuando la fase se aproxima a δ = 2πn, quedando fija y bien definida en un mínimo
del potencial ondulado. Esto, inevitablemente, lleva a una gran indefinición en la carga (ver
eq. 37). Esto se entiende también intuitivamente fijándonos en que la energía de carga es
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muy baja, es decir, los pares de Cooper pueden fluctuar fácilmente entre ambos electrodos
superconductores.

En ausencia de corriente de polarización, la partícula se encuentra atrapada en un
pozo sinusoidal. En primera aproximación, podemos sustituir este potencial UJ por una
función parabólica. Esto resulta en una serie de niveles equiespaciados como en un oscilador
armónico En = ~ωp(n+ 1

2
), donde, recordemos, ~ωp = ~

√
2π
Φ0

I0
C

=
√

8ECEJ0. Estos niveles
corresponden a la partícula oscilando con distintos valores cuantizados de la amplitud.
Además, la altura del potencial es 2EJ0 � Ec. Es decir, se tiene que la altura del potencial
es mucho mayor que la separación entre niveles, i.e., 2EJ0 � ~ωp. En una unión típica
de Nb/Al-AlOx/Nb (donde la densidad de corriente crítica es ∼ 100 − 1000 A/cm2 y la
capacitancia por unidad de área es 10−5 F/cm2) la separación de niveles expresada en grados
kelvin es

√
8ECEJ0/kB ∼ 1 K. Es decir, trabajando con uniones Josephson a temperaturas

de helio líquido, tenemos que la separación de niveles cuánticos es mucho menor que la
altura del potencial y que la temperatura, con lo que la descripción clásica que hemos
hecho hasta ahora será suficiente.

CgVg/2e0 1

|0 +|1

|0 ‐|1

d
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0 1
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Figura 25: Representación esquemática de distintos tipos de qubits basados en uniones Josephson y
sus respectivos niveles de energía. a: Unión Josephson polarizada en corriente o qubit de fase. b: Anillo
superconductor interrumpido por tres uniones Josephson o qubit de flujo. c: Isla superconductora (caja de
pares de Cooper) acoplada capacitivamente a una fuente de voltaje o qubit de carga. d: Caja de pares de
Cooper cortocircuitada por un capacitor o qubit transmon.

Sin embargo, también es posible explotar la naturaleza cuántica y anarmónica de la
unión Josephson simplemente polarizándola con una corriente muy próxima a la corriente
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crítica (ver Fig. 25a). De esta manera, la altura del potencial ∆UJ ∼ EJ0(4
√

2/3)(1 −
I/I0)3/2 se reduce considerablemente, haciéndose comparable a la separación entre niveles
~ωp,i =

√
8ECEJ0(1 − I2/I2

0 )1/4. En uniones típicas de Nb/Al-AlOx/Nb con dimensiones
laterales de 1−5 µm se obtiene EJ0/h ∼ 103−104 GHz y Ec/h ∼ 10−2−10−1 GHz. Es decir,
polarizando la unión con corrientes I/I0 ∼ 0,95−0,99, obtenemos ~ωp,i ∼ 10 GHz con unos
∆UJ/~ωp,i ∼ 3−5 niveles dentro del pozo de potencial. Además, con esto conseguimos que
la fase quede muy próxima al valor δ ∼ nπ/2 y que, por tanto, la inductancia Josephson
efectiva dependa muy fuertemente de δ. En este caso, la forma del potencial UJ se aleja
mucho de un potencial cuadrático con lo que la anarmonicidad se maximiza. Esto resulta en
niveles de energía bien diferenciados lo que nos permite operar la unión como un sistema de
dos niveles (qubit de fase [76]), con la corriente de polarización como parámetro de control.

Una versión más sofisticada del qubit de fase es el qubit de flujo [85], que también opera
en el régimen Ec � EJ0. Un qubit de flujo consiste en un anillo superconductor interrum-
pido por una unión Josephson o, en una versión mejorada, tres uniones Josephson (ver
Fig. 25b). Dos de estas uniones son nominalmente idénticas mientras que la tercera es más
pequeña, resultando en una energía Josephson αEJ0 y capacidad αC, donde 0,5 < α < 1.
Las diferencias de fase en las tres uniones están ligadas por la condición de cuantización
del flujo, lo que permite expresar el potencial en función de dos diferencias de fase efectivas
δ± = (δ1 ± δ2)/2, eliminando la dependencia de δ3. Haciendo esto para Φext = Φ0/2, se
observa que el potencial bidimensional tiene forma de “cartón de huevos” cuando lo repre-
sentamos en función de δ+ y δ−. Para el caso δ+ = δ−, UJ toma la forma de un doble pozo
con mínimos degenerados que corresponden a los estados clásicos de corriente circulante a
derechas o a izquierdas. En el punto de degeneración Φext = Φ0/2, el efecto túnel cuántico
entre estados a ambos lados de la barrera resulta en la ruptura de la degeneración. Se abre
un gap de energía ∆ que separa el estado de superposición simétrica de corrientes circulan-
tes y el estado de superposición antisimétrica (estados tipo gato de Schrödinger, también
llamados sweet points). Estos estados forman un sistema de dos niveles muy conveniente,
ya que la derivada de la energía es nula en el punto de degeneración, aumentando la in-
sensibilidad del qubit frente al ruido. En este tipo de qubits, el flujo externo actúa como
parámetro de control.

Régimen de carga Ec � EJ0
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Cuando el tamaño de la unión Josephson se reduce a la escala nanométrica (dimensiones
laterales ∼ 100 nm), la energía de carga es mayor que la energía de acoplo Josephson entre
los dos electrodos. Bajo estas circunstancias, el termino dominante es ∂/∂δ. Es decir, en
este régimen, la minimización de la energía implica una función de onda constante en
fase δ. Además, todos los valores de la fase serán igualmente probables lo que nos lleva
a una situación con una gran indefinición en la fase. Como consecuencia, el número de
pares de Cooper en los electrodos superoconductores estará bien definido. Operando a
bajas temperaturas kBT � EC y usando uniones con resistencia mayor que el cuanto de
resistencia RQ = h/e2 ≈ 26 kΩ, el sistema se encontrará en el régimen de bloqueo de
Coulomb. Es decir, los pares de Cooper atravesarán la barrera de uno en uno.

En esta idea se basan los qubits de carga o Cooper Pair Box [15] (ver Fig. 25c). Estos
qubits consisten en una pequeña isla superconductora unida mediante una unión Josephson
a un reservorio superconductor. El tamaño reducido de esta isla hace que la introducción o
extracción de pares de Cooper individuales se traduzca en cambios de energía apreciables.
Además, la unión se polariza en voltaje mediante un condensador. Este voltaje sirve como
parámetro de control. Normalmente se usa un valor que permite trabajar en el punto de
de degeneración o sweet point. Gracias al acoplo Josephson, la degeneración clásica de los
estados con cero y un par de Cooper se rompe. Se abre así un gap ∆ entre los estados
correspondientes a las combinaciones simétrica y antisimétrica que representan los estados
del qubit de carga. Típicamente, se emplean uniones con áreas de ∼ 100 × 100 nm2 (C ∼
fF), resultando en EJ0/h ∼ Ec/h ∼ ∆/h ∼ 10 GHz.

Este tipo de qubits es muy sensible a pequeñas fluctuaciones de carga, como las produci-
das por la presencia de electrones desapareados o cuasipartículas. Para evitar este problema
se introdujo el transmon [54] (del inglés, transmission line shunted plasma oscillation qu-
bit). El transmon es un qubit de carga operado en régimen Ec � EJ0. Esto se consigue
disminuyendo la energía de carga por medio de un condensador (interdigital) acoplado en
paralelo a la unión (ver Fig. 25d), alcanzando valores típicos de Ec/EJ0 = 50. Este aumento
de la energía de acoplo entre estados de carga distinta hace que el desdoblamiento de niveles
entre las funciones de onda simétrica y antisimétrica se haga independiente del voltaje de
control e insensible al ruido de carga.
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7.3. La inductancia no lineal de la unión Josephson: amplificadores paramétricos

Un niño columpiándose en el parque mueve su cuerpo adelante y atrás para ampliar el
balanceo. Este movimiento tiene como consecuencia la variación de su centro de masas y, por
tanto, de la frecuencia característica del columpio. El niño hace este movimiento al doble de
la frecuencia natural del columpio consiguiendo así amplificación paramétrica de la amplitud
de su oscilación. Cualquier resonador que permite transitar energía entre variables (e.g.,
momento y velocidad o campo eléctrico y magnético) y, cuya frecuencia característica puede
ser variada mediante un parámetro externo, es capaz de producir amplificación paramétrica.

Nos fijamos ahora en un resonador LC ideal. La energía transita entre el condensador y
el inductor a la frecuencia característica del circuito ωLC = 1√

LC
. Si añadimos disipación en

forma de un resistor R en serie, mantendremos intacta la frecuencia característica pero la
amplitud de oscilación disminuirá con el tiempo, según la tasa de amortiguamiento κ. Esto
puede cuantificarse con el factor de calidad del resonador Q = ωLC

κ
= ωLC

BW
. Aquí, BW es

el ancho de banda, i.e., la anchura en frecuencia del máximo de la resonancia en potencia
a media altura (1/

√
2 en corriente). Un inductor o un capacitor modulable permitirían,

por tanto, realizar amplificación paramétrica usando circuitos LC. De hecho, los prime-
ros amplificadores paramétricos electrónicos se basaron en el uso de diodos de capacidad
variable (varactores). Más recientemente, el auge de las tecnologías cuánticas ha revivi-
do la necesidad de realizar amplificación en el límite cuántico. Además, los amplificadores
deben colocarse lo más cerca posible de circuitos cuánticos superconductores operados a
unos pocos milikelvin, donde la potencia de un refrigerador de dilución es capaz de disipar
solamente unos pocos µW. Para superar estos obstáculos, nacen los amplificadores paramé-
tricos basados en uniones Josephson (JPA, del inglés, Josephson Parametric Amplifier) [5].
Estos dispositivos proporcionan ganancias modestas de 10− 20 dB pero lo hacen a mínima
potencia y, lo que es más importante, sin añadir ruido a la señal. Teóricamente, un JPA
añade el ruido equivalente a 1/2 fotón (de energía ~ω). En la práctica, las pérdidas entre
el circuito y el JPA aumentan esta cantidad hasta 1− 4 fotones. Este número se debe com-
parar con el ruido introducido por amplificadores de estado sólido basados en transistores
de alta movilidad de electrones (HEMT, del inglés, High Electron Mobility Transistor) que
asciende a más de 20 fotones. Considerando que las señales que se obtienen de circuitos
cuánticos superconductores son de tan solo unos pocos fotones, se comprende fácilmente la
importancia del JPA y sus variantes.
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En la Sección 2 vimos que una unión Josephson es un inductor no lineal dependiente
de la corriente:

(38) LJ(I) =
LJ0

cos δ
=

LJ0√
1− I2/I2

0

,

con LJ0 = Φ0

2πI0
. Cuando I � I0, esta relación se reduce a LJ(I) ≈ LJ0(1+ 1

2
(I/I0)2), donde

se evidencia la relación cuadrática LJ(I) ∝ I2. Si conectamos dos uniones Josephson en
paralelo obtendremos una inductancia dependiente del flujo magnético (ver Fig. 26a). Si
nos centramos en el caso I � I0 y, considerando que la inductancia del anillo es mucho
menor que la inductancia Josephson (i.e., βL = 1

π
L
LJ0
� 1), obtenemos:

(39) LSQ(Φ) =
LJ0

2
∣∣∣cos

(
πΦ
Φ0

)∣∣∣
.

Asumiendo una polarización en flujo dc Φdc/Φ0 = 1/4 y variaciones pequeñas del flujo
ac Φ � Φ0, la eq. (39) se puede aproximar a LSQ(Φ) ≈ LJ0/

√
2(1 + πΦ/Φ0), donde se

evidencia la relación lineal LSQ(Φ) ∝ Φ. Estas dos ecuaciones nos revelan el potencial de
las uniones Josephson para producir amplificadores paramétricos criogénicos.

La Fig. 26b muestra un esquema básico de un JPA operado en reflexión. Una línea
de transmisión se conecta directamente (o bien capacitivamente o inductivamente) a un
resonador LC donde el inductor es sustituido por un SQUID. En ausencia de modulación,
este circuito tiene una frecuencia característica f0 sintonizable mediante un flujo. Es decir,
f0(Φ) puede afinarse utilizando un flujo dc acoplado al SQUID, proporcionando mucha
flexibilidad (ver Fig. 26a). La señal que se desea amplificar (fs) se introduce por la línea de
transmisión. La modulación de la inductancia Josephson se consigue mediante una señal de
bombeo (fp) en forma de flujo magnético ac que atraviesa el anillo SQUID. Si la señal fs
coincide con f0 y bombeamos exactamente al doble de la frecuencia de resonancia, i.e., fp =

2f0, la energía será transferida entre fp y fs, amplificando esta última (o deamplificando).
Es fácil comprender que este proceso depende fuertemente de la fase entre fs y fp ya que
solo se obtiene amplificación si el bombeo tiene lugar en el momento adecuado. Esto puede
entenderse si imaginamos el proceso de amplificación como una modulación periódica del
potencial de energía magnética en el inductor UM(t) = I2LSQ(t)/2. Tal y como se representa
en la Fig. 26c, la amplitud de oscilación de una partícula atrapada en dicho potencial se
aumenta si la inductancia comienza a crecer justo en el punto de máxima carga en el
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Figura 26: a: El flujo magnético que atraviesa un anillo SQUID permite modular su corriente crítica
Ic(Φ) y su inductancia efectiva LSQ(Φ). Cuando este elemento se coloca en paralelo a un condensador, se
obtiene un resonador de frecuencia f0(Φ) modulable. b: Esquema básico de un amplificador paramétrico
Josephson basado en modulación de flujo (dos puertos). En un proceso de mezcla de tres ondas se bombea
aproximadamente al doble de la frecuencia característica fp ∼ 2f0. Un flujo magnético dc se utiliza para
afinar f0. Una alternativa sería utilizar una unión simple atravesada por una corriente que modula su
inductancia LJ(I) ∝ I2. Esta dependencia cuadrática permite hacer amplificación paramétrica bombeando
a la frecuencia característica fp ∼ f0 en un proceso de mezcla de cuatro ondas. c: Esquema básico de
amplificación paramétrica en un potencial cuadrático. La energía se intercambia entre la componente
cinética y la componente potencial que se modula al doble de la frecuencia característica, consiguiendo
la amplificación de la amplitud de oscilación.

capacitor (energía cinética máxima, i.e., partícula en el fondo del potencial). El máximo de
la inductancia debe corresponder al punto de mínima carga en el capacitor (energía cinética
mínima).

Existen infinidad de variaciones de este esquema fundamental que acabamos de pre-
sentar, denominado amplificador paramétrico degenerado coherente en fase. Cuando fs no
es exactamente igual a f0 sino que se encuentra dentro de su ancho de banda, el circuito
también permite amplificar la señal, con la aparición extra de una banda lateral amplificada
(denominada idler). La condición para obtener amplificación es, en este caso, fp = fs + fi.
Este esquema no es coherente en fase y resulta en amplificación de ambas cuadraturas con
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un ruido equivalente añadido de 1/2 fotón. La ventaja del JPA coherente en fase es que
fs = fi de manera que las fluctuaciones de ruido en ambas señales están correlacionadas
y se pueden hacer interferir destructivamente. Con esto se logra introducir cero fotones de
ruido en la señal, con la desventaja de poder amplificar solamente una cuadratura (e.g., la
fase) y de requerir una electrónica más elaborada para garantizar coherencia de fase entre
fp y fs.

El uso de JPA está muy extendido pero sufre de varias desventajas. La primera es
su operación en modo reflexión que obliga al uso de circuladores criogénicos. Además, la
potencia de entrada está enormemente limitada (. −110 dB) por el uso de uniones Joseph-
son. Por último, el ancho de banda es enormemente reducido alcanzando solo unos pocos
∼ 10 MHz. Para aliviar estos problemas, recientemente se han introducido los llamados
Josephson traveling-wave parametric amplifier. Estos consisten en una línea de transmisión
altamente no-lineal, lo que se consigue utilizando un elevado número de uniones Josephson
en serie. Estos amplificadores son más complicados de diseñar y fabricar pero tienen otras
importantes ventajas como la direccionalidad (lo que permite evitar el uso de circuladores),
la potencia de entrada es ligeramente mayor que los JPA y, lo que es más importante el
ancho de banda alcanza varios GHz.

7.4. El término cos δ: caloritrónica coherente

En su derivación original, Josephson utilizó el formalismo del Hamiltoniano de trans-
ferencia para calcular la corriente túnel en una unión débil tipo SIS. Esta aproximación
utiliza una matriz de transición para calcular las probabilidades de creación/destrucción
de portadores de carga a ambos lados de la barrera, es decir, es una teoría microscópica.
Josephson obtuvo que la corriente que atraviesa una unión débil polarizada en voltaje V a
temperatura T tiene tres contribuciones [118]:

(40) I(V, T, t) = Iqp(V, T ) + IJ(V, T ) sen δ(t) + I1(V, T ) cos δ(t).

Aquí, Iqp es la corriente de electrones desapareados o cuasipartículas. Este término es una
corriente continua y disipativa que se anula para valores de voltaje dentro del gap, i.e.,
|V | < 2∆/e. El segundo término es la supercorriente o corriente de pares de Cooper no
disipativa que ya hemos visto. IJ(V, T ) depende del voltaje aplicado a la unión, exhibiendo
una singularidad para |V | = 2∆/e llamada pico de Riedel. Esta corriente es distinta de
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Figura 27: Transporte de calor en uniones Josephson. La figura muestra la versión térmica de un SQUID
(a) y una unión Josephson alargada (b). En la parte superior se ven las imágenes SEM de los dispositivos
junto con el esquema eléctrico de medida. En la parte inferior vemos los patrones de difracción térmicos
de ambas estructuras.

cero incluso para V = 0 cuando IJ(0, T ) = I0, i.e., la corriente crítica de la unión Joseph-
son. Finalmente, el tercer término es bastante especial. Al igual que Iqp, I1 se anula para
valores de voltaje dentro del gap, i.e., |V | < 2∆/e. También implica transporte de cuasi-
partículas, es decir, es una componente de corriente disipativa. Al mismo tiempo depende
de la densidad de estados de los pares de Cooper y de la diferencia de fase invariante de
gauge a ambos lados de la barrera δ(t). Este término se interpreta como la componente de
cuasipartículas que atraviesan la barrera producto de la creación/destrucción de pares de
Cooper. Por este motivo, conserva cierta coherencia de fase. La observación experimental
de I1 (y su signo) no estaba de acuerdo con las previsiones teóricas por lo que fue objeto
de mucha controversia cayendo posteriormente en el olvido.

En un experimento reciente [35, 69], pudimos observar la existencia de un efecto ínti-
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mamente relacionado con el término cos δ. En concreto, utilizamos el calor disipado por
las corrientes de cuasipartículas en uniones Josephson. Para ello, fabricamos la versión tér-
mica de un SQUID convencional y de una unión Josephson alargada y fuimos capaces de
observar la modulación de la corriente de calor Q̇ que viene dada, respectivamente, por las
siguientes ecuaciones:

Q̇ =2Q̇qp − 2Q̇1

∣∣∣ cos
(πΦ

Φ0

)∣∣∣,

Q̇ =Q̇qp − Q̇1

∣∣∣
(sen πΦ/Φ0

πΦ/Φ0

)∣∣∣.

A diferencia del término I1, la componente Q̇1 no se anula para V = 0 y es, por tanto,
observable en un experimento en el cual la unión Josephson es polarizada en temperatura.
Además, el signo de Q̇1 implica que una pequeña porción de la corriente de calor se transmite
del foco caliente al foco frio.

En el experimento, conectamos los dispositivos a un electrodo de temperatura conocida
(source) y a otro electrodo (drain) cuya temperatura se determinó in-situ utilizando ter-
mómetros basados en uniones NIS (metal normal - aislante - superconductor). En el caso
del SQUID térmico, observamos una modulación de la temperatura resultante en el drain
tipo Td ∝ | cos(πΦ/Φ0)|, con Φ el flujo magnético que atraviesa el anillo. En el caso de la
unión Josephson larga, se obtuvo un patrón de difracción muy similar al conocido patrón
de Fraunhofer que resulta cuando la luz difracta por una rendija (Td ∝ |sinc(πΦ/Φ0)|, con
Φ el flujo magnético que atraviesa la unión). Estos experimentos sirvieron para demostrar
el potencial de los circuitos Josephson para controlar el transporte de calor a temperaturas
criogénicas y dieron lugar al nacimiento de la caloritrónica coherente [31].
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Resumen

Estas notas constituyen un anexo del trabajo previo de los autores [AB2]. Aquí

se incluye la demostración del reciente resultado de Yuansi Chen [Ch], en el que se

mejoran sustancialmente los resultados incluidos en [AB2], y que fue simultaneo a su

publicación. Se siguen las pautas de la exposición hecha por Bo’az Klartag en [K], pero

manteniéndose dentro del esquema de demostración utilizado en el anterior trabajo

[AB2].

Abstract

These notes constitute an annex to the previous work by the authors [AB2]. We

include here the proof of the recent result by Yuansi Chen [Ch], in which the results

included in [AB2] are substantially improved, and which was simultaneous to its

publication. We follow the guidelines in the exposition made by Bo’az Klartag in [K],

but remaining inside the scheme of the proof used in our previous work [AB2].

1 Introduction

The Kannan-Lovász-Simonovits (KLS) conjecture is a major open problem in asymptotic
geometric analysis, which concerns Cheeger-type isoperimetric inequalities for log-concave
probabilities, i.e., probabilities µ on Rn of the form dµ(x) = e−V (x)dx, with V : Rn →
(−∞,∞] a convex function. It was posed in [KLS] and can be stated in the following way:
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Conjecture 1.1 (KLS spectral gap conjecture). There exists an absolute constant C > 0

such that, for any log-concave probability µ in Rn

(1) µ+(A) ≥ C√
‖Covµ‖op

min{µ(A), µ(Ac)}, for any Borel set A ⊂ Rn

where
µ+(A) = lim inf

ε→0

µ(Aε)− µ(A)

ε
,

being Aε = {a + x : a ∈ A, |x| < ε}, and ‖Covµ‖op is the operator norm of the covariance
matrix of µ.

Given a log-concave probability measure µ on Rn, let us denote by ψµ the largest
constant such that

µ+(A) ≥ ψµ√
‖Covµ‖op

min{µ(A), µ(Ac)} for any Borel set A ⊂ Rn.

Let us also denote by ψn, the infimum of the constants ψµ when µ runs over all log-concave
probability measures on Rn. That is,

ψn = inf{ψµ : µ is a log-concave probability on Rn}.

Therefore, the KLS conjecture asks about the existence of a positive absolute constant
C > 0 such that ψn ≥ C for every n ∈ N. Let us point out that it is well known that there
exists an absolute constant such that ψµ ≤ C for every log-concave probability measure
and that the KLS conjecture and can be reduced to the setting of isotropic log-concave
probabilities, which are centered log-concave probabilities whose covariance matrix Covµ is
the identity matrix.

In a recent article [AB2] in this journal, the authors presented Eldan’s localization
scheme and proved, in a unified framework, the two best known estimates for ψn which had
been proved by Eldan [E] and Lee & Vempala [LV]. It can be stated in the following way:

Theorem 1.1. Let ψn be the best constant such that for any isotropic log-concave probability
µ in Rn the following isoperimetric inequality holds

µ+(A) ≥ ψn min{µ(A), µ(Ac)} for any Borel set A ⊆ Rn.
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Then, there exists an absolute constant C > 0 such that

ψn ≥
C

min{σn log n, n1/4} ,

where σn =
√

supEµ
∣∣|X| − √n

∣∣2 and the sup runs over all isotropic log-concave random
vectors X in Rn.

Simultaneously to the publication of [AB2], Yuansi Chen improved the best known
estimate of ψn, by proving the following theorem:

Theorem 1.2 (Y. Chen [Ch]). There exists absolute constants c1, c2 > 0 such that for any
isotropic log-concave probability µ in Rn the following isoperimetric inequality holds

µ+(A) ≥ c1 exp
(
− c2

√
log n · log log n

)
min{µ(A), µ(Ac)}

for any Borel set A ⊆ Rn.

This paper tries to be an Appendix to the aforementioned paper [AB2], in which we
include the proof of Chen’s estimate in the framework developed there. The proof that we
present here follows the original idea appearing in Eldan’s seminal paper [E] (see also [E2]
for an exposition of the technique). The same idea was also used by Lee & Vempala in their
approach [LV] and also in our previous paper [AB2] . However the proof by [Ch] presents
some formal differences. Namely, he preferred taking expectations in the isoperimetric
inequalities rather than controlling how the measure of the individual 1/2-Borel sets evolves
throughout Eldan’s stochastical localization scheme. In order to get Chen’s result we mimic
the method used by Klartag [K], which uses a stopping time argument instead of the original
reiteration method by Chen.

2 Preliminary results

We will follow the framework developed in [AB2], which we recall here in order to improve
the readability of this annex. Nevertheless, we refer the reader to [AB2] for more detailed
explanations.
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2.1 A first reduction

We already mentioned in the introduction that one can just consider isotropic log-concave
probability measures. It was also showed in [AB2] that it is enough to prove Conjecture
1.1 for isotropic log-concave measures with compact support. This condition ensured the
existence and uniqueness of solution on the system of stochastic differential equations con-
sidered in the proof (see (2) below). One can reduce the class of isotropic log-concave
probability measures to consider even further, by also assuming that their supports are
contained in a Euclidean ball rnBn

2 of some large (but not “too large”) radius rn. We state
it in the following lemma:

Lemma 2.1. There exists an absolute constant C > 0 such that if for every isotropic
log-concave probability measure µ with suppµ ⊆ Cn5Bn

2 we have that

ψµ ≥ Cn,

for some Cn > 0, then, we have that

ψn ≥ cCn,

where c is an absolute constant.

Proof. Let dµ(x) = e−V (x)dx be an isotropic log-concave probability measure on Rn and let

dµ1 =
e−V (x)χn5Bn

2
(x)dx∫

n5Bn
2
e−V (x)dx

.

Notice that, by Paouris’ inequality [BGVV, Theorem 5.2.1], there exists an absolute
constant c > 0 such that

∫

Rn\n5Bn
2

e−V (x)dx = µ{x ∈ Rn : |x| ≥ n5} ≤ e−cn
5

.

Notice also that for any θ ∈ Sn−1, by Hölder’s inequality and by Borell’s inequality, (see
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[BGVV, Theorem 2.4.6])

∫

Rn\n5Bn
2

〈x, θ〉2e−V (x)dx ≤
(∫

Rn\n5Bn
2

e−V (x)dx

)1/2(∫

Rn

〈x, θ〉4e−V (x)dx

)1/2

≤ C1e
−cn5

.

Therefore, for every θ ∈ Sn−1

A ≤ 1− C1e
−cn5 ≤ Eµ1〈X, θ〉2 ≤

1

1− e−cn5 ≤ B,

where A,B are positive absolute constants and then A ≤ ‖Covµ1‖op ≤ B. Thus, if we
take T ∈ GL(n) such that dµ2(x) = dµ1(Tx), we have that supp µ2 ⊆ Cn5Bn

2 , where C
is an absolute constant. By hypothesis, for this absolute constant C we can ensure that
ψµ2 ≥ Cn and, consequently, ψµ1 ≥ Cn.

For every integrable locally Lipschitz function g : Rn → R such that Eµg = 0 we have
that

|Eµ1g|
∫

n5Bn
2

e−V (x)dx = |Eµ1g − Eµg|
∫

n5Bn
2

e−V (x)dx

=

∣∣∣∣∣

(∫

n5Bn
2

g(x)e−V (x)

)(
1−

∫

n5Bn
2

e−V (x)dx

)
−
(∫

Rn\n5Bn
2

g(x)e−V (x)dx

)(∫

n5Bn
2

e−V (x)dx

)∣∣∣∣∣

≤(Eµg2)1/2



(∫

n5Bn
2

e−V (x)dx

)1/2(∫

Rn\n5Bn
2

e−V (x)

)
+

(∫

Rn\n5Bn
2

e−V (x)

)1/2(∫

n5Bn
2

e−V (x)dx

)


≤ (Eµg2)1/2
[
e−cn

5

+ e−
c
2
n5
]
≤ 2e−

c
2
n5

(Eµg2)1/2 = 2e−
c
2
n5

(Varµg)1/2.

and

∫

Rn\n5Bn
2

|g(x)|e−V (x)dx ≤
(∫

Rn\n5Bn
2

e−V (x)dx

)1/2

(Varµg)1/2 ≤ e−cn
5

(Varµg)1/2 .

Therefore, taking into account the relation between Cheeger-type isoperimetric inequali-
ties and Poincaré-type inequalities, and the equivalence between the constants in different
Poincaré-type inequalities (see, for instance, [AB1, Theorem 1.11]), we have that for every
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integrable locally Lipschitz function g : Rn → R such that Eµg = 0

Eµ|g| = Eµ1|g|
∫

n5Bn
2

e−V (x)dx+

∫

Rn\n5Bn
2

|g(x)|e−V (x)dx

≤ Eµ1 |g − Eµ1g|
∫

n5Bn
2

e−V (x)dx+ |Eµ1g|
∫

n5Bn
2

e−V (x)dx+

∫

Rn\n5Bn
2

|g(x)|e−V (x)dx

≤ c1

ψµ1

Eµ1|∇g|
∫

n5Bn
2

e−V (x)dx+ 2e−
c
2
n5

(Varµg)1/2 + e−cn
5

(Varµg)1/2

≤ c1

ψµ1

Eµ1|∇g|
∫

n5Bn
2

e−V (x)dx+ 3e−
c
2
n5

(Varµg)1/2 ≤ c1

ψµ1

Eµ|∇g|+
c2

ψµ
e−

c
2
n5 (Eµ|∇g|2

)1/2
.

Since by Lee & Vempala’s result and the fact that ψµ is bounded from above by an absolute
constant, there exist absolute constants such that

c2

ψµ
e−

c
2
n5 ≤ c3n

1/4e−
c
2
n5 ≤ c4 ≤

c5

ψµ1

and then, for every integrable locally Lipschitz function g : Rn → R such that Eµg = 0,

Eµ|g| ≤
c6

ψµ1

‖|∇g|‖∞.

Therefore, since for every integrable locally Lipschitz function g : Rn → R we have that
g1 = g−Eµg verifies that Eµg1 = 0 and ∇g1 = ∇g, we have that for every integrable locally
Lipschitz function g : Rn → R

Eµ|g − Eµg| ≤
c6

ψµ1

‖|∇g|‖∞.

Thus,
ψµ ≥ c7ψµ1 ≥ c7Cn.

Remark 2.2. Let us point out that the same proof would work with any power of n larger
than 1

2
instead of n5.
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2.2 The general strategy

From now on, we will consider dµ(x) = f(x)dx to be an isotropic log-concave probability
measure such that suppµ ⊆ Cn5Bn

2 where C is the absolute constant in Lemma 2.1. Let
us recall that we consider Lee & Vempala’s choice in the system of stochastic differential
equations in Eldan’s localization scheme. That is,

(2) dct = btdt+ dWt, c0 = 0

whereWt a n-dimensional Wiener process and bt is the barycenter of the density ft(x) given
by

(3) ft(x) =
e〈ct,x〉−

t
2
|x|2f(x)∫

Rn e
〈ct,x〉− t

2
|x|2f(x)dx

bt =

∫

Rn

xft(x)dx.

The probability measure with density ft(x) will be denoted by µt and its covariance matrix
will be denoted by At.

Let us recall that, given µ an isotropic log-concave probability, our goal is to find two
values Θ, C > 0 such that for any Borel set E ⊆ Rn with µ(E) = 1/2.

µ(EΘ \ E) ≥ C,

where EΘ = {e + x ∈ Rn : e ∈ E, |x| < Θ} is the Θ-dilation of E, in order to apply the
following proposition, which can be found on [AB2, Proposition 2.3]:

Proposition 2.3 ([M]). Let µ be a log-concave probability on Rn. Assume that there exist
two positive numbers Θ, C > 0 such that

µ(EΘ \ E) ≥ C

for any Borel set E ∈ Rn such that µ(E) = 1
2
. Then,

µ+(A) ≥ C

Θ
min{µ(A), µ(Ac)} for any Borel set A ⊂ Rn.

In order to control the probability of dilations of Borel sets, the following concentration
results for more log-concave than Gaussian probabilities (see [AB2, Proposition 2.4]) can
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be applied

Proposition 2.4. Let φ be a convex function φ : Rn → R and let t > 0. Assume that

dµ(x) = e−φ(x)− t
2
|x|2dx,

is a centered probability on Rn. Then for every Borel set A ⊂ Rn such that

1

10
≤ µ(A) ≤ 9

10

we have
µ
(
A

D√
t

)
≥ 95

100
,

where D > 0 is a suitably chosen absolute constant independent of every other parameter
and AD/

√
t is the D/

√
t-dilation of A.

Remark 2.5. Notice that, due to the fact that

dµt(x) =
e〈ct,x〉−

t
2
|x|2f(x)dx∫

Rn e
〈ct,x〉− t

2
|x|2f(x)dx

is more log-concave than the Gaussian probability, as a trivial application of both proposi-
tions,

µ+
t (A) ≥ c1

√
tmin{µt(A), µt(A

c)}, for any Borel set A ⊂ Rn,

where, a fortiori, 0 < c1 < 1 is an absolute constant.

In the sequel E will denote a fixed Borel set in Rn such that µ(E) = 1/2. We introduce
the stochastic process

gE(t) = g(t) = µt(E) =

∫

E

ft(x)dx, t ≥ 0,

where µt and ft(x) are defined by the system of stochastic differential equations (2) and by
(3). It is obvious that g(0) = 1/2, ∀ω ∈ Ω, since f0(x) = f(x) for every ω ∈ Ω. Besides,
(g(t))t≥0 is a martingale (see [AB2, Section 4]) and for every t ≥ 0 the expected value of
g(t) is EPg(t) = 1/2.

Let T > 0 be a time to be precised later and notice that for any Θ > 0, since also
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(gEΘ\E(t))t≥0 is a martingale,

µ(EΘ \ E) =

∫

EΘ\E
f(x)dx =

∫

EΘ\E
EPfT (x)dx

= EP

∫

EΘ\E
fT (x)dx = EPµT (EΘ \ E).

In order to apply the preceding propositions we will consider the event

G = {ω ∈ Ω : |g(T )− 1/2| ≤ 1/4}.

By Proposition 2.4 and the way that the densities ft are defined, we will have that there
exists some absolute constant D > 0 such that for ω ∈ G we will have µT (ED/

√
T ) ≥ 0.95

and therefore, by Markov’s inequality,

µ(ED/
√
T \ E) = EPµT (ED/

√
T \ E) ≥ (0.95− 0.5)P(G) =

9

20
P(G).

Hence, if we find T,C1 > 0 independent of E such that P(G) > C1 then we will get that

µ+(A) ≥ C1

√
T

D
min{µ(A), µ(Ac)} ∀A Borel set ⊂ Rn.

2.3 Estimating the probability of G

In order to bound from below P{|g(T ) − 1/2| ≤ 1/4} by a positive absolute constant, for
a particular choice of a time T , we recall that, as obtained in [AB2, Section 4],

g(T )− 1

2
= g(T )− g(0) =

∫ T

0

dg(t) =

∫ T

0

〈ηt, dWt〉

where ηt =

∫

E

ft(x)(x− bt)dx, being ft the density of the probability measure µt defined

in (3).
The function g(t) is a martingale and so, by Dambis, Dubins-Schwarz theorem, [AB2,

Proposition 2.7], we have that in distribution

g(T )− g(0) = W̄[g]T ,
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where W̄s is a Wiener process and [g]T is the quadratic variation of g, which is,

[g]T =

∫ T

0

|ηt|2dt.

Hence, for any M > 0,

P{|g(T )− 1/2| > 1/4} = P{|W̄[g]T | > 1/4} ≤ P{[g]T > M}+ P
{

max
0≤t≤M

|W̄t| >
1

4

}
.

We will bound both summands from above for an appropriate choice of M . Taking into
account that for every t ≥ 0

|ηt| =
〈
ηt,

ηt
|ηt|

〉
=

∫

E

ft(x)

〈
(x− bt),

ηt
|ηt|

〉
dx

≤
√
Eµt
〈

(x− bt),
ηt
|ηt|

〉2

=

√〈
At

ηt
|ηt|

,
ηt
|ηt|

〉
≤
√
‖At‖op,

we have that
[g]T ≤

∫ T

0

‖At‖op dt

and then

(4) P{[g]T > M} ≤ P
{∫ T

0

‖At‖op dt > M

}
.

On the other hand,
(
−W̄t

)
t≥0

is also a Brownian motion and then, by the reflection
principle, [AB2, Proposition 2.6], we have

P
{

max
0≤t≤M

|W̄t| >
1

4

}
≤ P

{
max

0≤t≤M
W̄t >

1

4

}
+ P

{
max

0≤t≤M
−W̄t >

1

4

}

= 4P
{
W̄M >

1

4

}
≤ 4 exp

(
− 1

32M

)
.

(5)

Hence

P{|g(T )− 1/2| > 1/4} ≤ P
{∫ T

0

‖At‖op dt > M

}
+ 4 exp

(
− 1

32M

)
.
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Our purpose is to find a suitable M > 0 and T > 0 such that we can ensure that
the latter upper bound on the probability of Gc is strictly smaller than 1. We will take
M = 1/256. Then

P{|g(T )− 1/2| > 1/4} ≤ P
{∫ T

0

‖At‖op dt >
1

256

}
+ 4 exp (−8)

and, by showing that for an appropriate choice of T the latter probability is bounded above
by 1

10
, we will obtain the desired lower bound on the probability of G.

3 Chen’s estimate on ‖At‖op

Let us recall that the main result, which allowed to obtain Theorem 1.1 by following the
described strategy, was the following:

Proposition 3.1. [AB2, Proposition 5.1] Given the system of stochastic differential equa-
tions (2), let At be the covariance matrix of the measure µt defined by (3). Let p ≥ 2 be an
integer. Then

d(Tr(Apt )) = δtdt+ 〈vt, dWt〉

where δt is an adapted, with bounded variation process, such that

δt ≤
{
C p2σ2

n log nTr(Apt )
1+ 1

p , if p ≥ 3

CTr(A2
t )

3/2, if p = 2

and
|vt| ≤ CpTr(Apt )

1+ 1
2p ∀p ≥ 2,

where C > 0 is an absolute constant and σ2
n = supE

∣∣|X| − √n
∣∣2 and the sup runs over all

isotropic log-concave random vectors in Rn.

In this section we present Chen’s improvement on Proposition 3.1 and some conse-
quences on the estimates of ‖At‖op.

Proposition 3.2. Given the system of stochastic differential equations (2), let At be the
covariance matrix of the measure µt defined by (3). Let p ≥ 3 be an integer. Then

d(Tr(Apt )) = δtdt+ 〈vt, dWt〉
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where δt is an adapted, with bounded variation process, such that

δt ≤ Cp2Tr(Apt ) min

{
1

t
,
‖At‖op
ψ2
n

}
, |vt| ≤ CpTr(Apt )

1+ 1
2p ,

where C > 0 is an absolute constant and ψn is defined as in Theorem 1.1.

Proof. The estimate for |vt| is the same appearing in Proposition 3.1. We will follow the
ideas appearing in [K] in order to estimate δt. Let us recall that, after Lee & Vempala’s
result collected in Theorem 1.1, we know that ψn ≥ C

n1/4 for some absolute constant C and
that one trivially has ψn ≤ C for another absolute constant C.

According to the proof of Proposition 3.1,

δt ≤
1

2
p(p− 1)

n∑

i=1

(αii)
p−2|ξii|2 +

∑

i 6=j
0≤k≤p−2

(αii)
k(αjj)

p−k−2|ξij|2

≤ 1

2
p(p− 1)

n∑

i=1

(αii)
p−2|ξii|2 + 2

∑

i 6=j
0≤k≤p−2

(αii)
p−2|ξij|2

≤ p(p− 1)
n∑

i=1

(αii)
p−2|ξii|2 + p(p− 1)

∑

i<j

(αii)
p−2|ξij|2

≤ p(p− 1)
n∑

i,j=1

(αii)
p−2|ξij|2,

where (vi)
n
i=1 is an orthonormal basis of eigenvectors of the covariance matrix At, αij =

αij(t) = 〈Atvi, vj〉, ordered in such a way that α11 ≥ α22 ≥ · · · ≥ αnn, and ξij are the
vectors ξij = ξi,j(t) = Eµt〈x− bt, vi〉〈x− bt, vj〉(x− bt) ∈ Rn.

Let, for any 1 ≤ i ≤ n, ξi be the symmetric matrix

ξi = Eµt〈x− bt, vi〉(x− bt)⊗ (x− bt).

Then,

Tr(ξ2
i ) =

n∑

j,k=1

(Eµt〈x− bt, vi〉〈x− bt, vj〉〈x− bt, vk〉)2 =
n∑

j=1

|ξij|2.
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Therefore,

δt ≤ p(p− 1)
n∑

i=1

(αii)
p−2Tr(ξ2

i ).

Furthermore, since

ξ2
i = ξi ◦ Eµt〈x− bt, vi〉(x− bt)⊗ (x− bt) = Eµt〈x− bt, vi〉(x− bt)⊗ ξi(x− bt)

and, for every 1 ≤ i ≤ n, Eµt〈x− bt, vi〉 = 0 we have that

Tr(ξ2
i ) = Eµt〈x− bt, vi〉〈x− bt, ξi(x− bt)〉

= Eµt〈x− bt, vi〉 (〈x− bt, ξi(x− bt)〉 − Eµt〈y − bt, ξi(y − bt)〉)
≤ (by Cauchy-Schwarz inequality)

≤ √αii
√

Varµt〈x− bt, ξi(x− bt)〉.

Taking into account the well-known relationship of Cheeger-type isoperimetric inequalities
with Poincare’s inequality (see, for instance, [AB1, Theorems 1.1 and 1.8]) we have that
for any locally Lipschitz integrable function g and any log-concave probability µ in Rn

Varµg ≤
C‖Covµ‖op

ψ2
n

Eµ|∇g|2

for some absolute constant C > 0. Besides, by Remark 2.5, for any locally Lipschitz
integrable function g

Varµt(g) ≤ C

t
Eµt|∇g|2.

Therefore,

Varµt〈x− bt, ξi(x− bt)〉 ≤ Cmin
{

1

t
,
‖At‖op

ψ2
n

}
Eµt |∇〈x− bt, ξi(x− bt)〉|2 .

Since
∇〈x− bt, ξi(x− bt)〉 = (ξi + ξti)(x− bt) = 2ξi(x− bt),
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we have that

Tr(ξ2
i ) ≤ C

√
αii

√
min

{
1

t
,
‖At‖op

ψ2
n

}√
Eµt |ξi(x− bt)|2

≤ C
√
αii

√
min

{
1

t
,
‖At‖op

ψ2
n

}√
Tr(Atξ2

i ).

Hence,

n∑

i=1

(αii)
p−2Tr(ξ2

i ) ≤ C

√
min

{
1

t
,
‖At‖op

ψ2
n

} n∑

i=1

α
p−3/2
ii

√
Tr(Atξ2

i )

≤ (by Cauchy-Schwarz inequality)

≤ C

√
min

{
1

t
,
‖At‖op

ψ2
n

}√√√√
n∑

i=1

αpii

√√√√
n∑

i=1

αp−3
ii Tr(Atξ2

i )

= C

√
min

{
1

t
,
‖At‖op

ψ2
n

}√
Tr(Apt )

√√√√
n∑

i=1

αp−3
ii Tr(Atξ2

i ).

Now, since the matrix At is diagonal in the basis (vj)
n
j=1 and the entry (ξ2

i )jj of the
matrix ξ2

i is

(ξ2
i )jj =

n∑

k=1

(
Eµt〈x− bt, vi〉〈x− bt, vj〉〈x− bt, vk〉

)2
= |ξij|2,

we have that

n∑

i=1

αp−3
ii Tr(Atξ2

i ) =
n∑

i,j=1

αp−3
ii αjj(ξ

2
i )jj =

n∑

i,j=1

αp−3
ii αjj|ξij|2.

For every 1 ≤ i, j ≤ n we have that αp−3
ii αjj ≤ max{αp−2

ii , αp−2
jj } ≤ αp−2

ii + αp−2
jj . Thus,

n∑

i=1

αp−3
ii Tr(Atξ2

i ) ≤
n∑

i,j=1

αp−2
ii |ξij|2 +

n∑

i,j=1

αp−2
jj |ξij|2 = 2

n∑

i,j=1

αp−2
ii |ξij|2 = 2

n∑

i=1

αp−2
ii Tr(ξ2

i )
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and then

n∑

i=1

(αii)
p−2Tr(ξ2

i ) ≤ C

√
min

{
1

t
,
‖At‖op

ψ2
n

}√
Tr(Apt )

√√√√
n∑

i=1

αp−2
ii Tr(ξ2

i ),

where C is an absolute constant. Therefore,

n∑

i=1

(αii)
p−2Tr(ξ2

i ) ≤ Cmin
{

1

t
,
‖At‖op

ψ2
n

}
Tr(Apt )

and

δt ≤ p(p− 1)
n∑

i=1

(αii)
p−2Tr(ξ2

i ) ≤ Cp2min
{

1

t
,
‖At‖op

ψ2
n

}
Tr(Apt ),

where C is an absolute constant.

Proposition 3.3. There exists an absolute constant c > 0 and n0 ∈ N such that if T0 :=
cψ2

n

log n
, then for every p ≥ 3 and every n ≥ n0, we have

max
t∈[0,T0]

EP‖At‖op ≤ 3 and max
t∈[0,T0]

EP(Tr(Apt ))
1/p ≤ 3n1/p.

Proof. First of all notice that, since ψn is bounded from above by an absolute constant, we

can choose an absolute 0 < c1 < 1/2 and take T0 :=
c1ψ

2
n

402C log n
, where C is the constant

appearing in Proposition 3.2.
Let us consider the stopping time τ(ω) = inf

{
t > 0; ‖At‖op ≥ 2

}
. It is clear that, by

continuity, for ω ∈ Ω and t ≤ τ(ω), ‖At‖op ≤ 2. We define the following stochastic process
Xt(ω) = Tr(Apmin{t,τ(ω)}). It is an Itô process. Indeed, dXt = δ̄tdt+ 〈v̄t, dWt〉 where

δ̄t =

{
δt if t < τ(ω)

0, otherwise
and v̄t =

{
vt if t < τ(ω)

0, otherwise .

If 0 ≤ t < τ(ω),

δ̄t = δt ≤ Cp2 2

ψ2
n

Tr(Apt ) = Cp2 2

ψ2
n

Xt.

Since the latter inequality is trivially true if t ≥ τ(ω) we have that it holds for every t > 0.
It is clear that the stochastic process given by Zt =

∫ t
0
〈v̄s, dWs〉 is a martingale and
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then EPZt = 0. Hence the deterministic function EPXt verifies

d

dt
EPXt ≤ Cp2 2

ψ2
n

EPXt, a.e. t > 0.

Then, taking into account that EPX0 = n and that 0 < c1 <
1
2
, we have that for every

t ∈ [0, T0]

EPXt ≤ n exp

(
2Cp2

ψ2
n

T0

)
≤ n exp

(
p2

402 log n

)

Optimizing for p = [40 log n] we obtain

EPXt ≤ n exp(log n) = n2 ∀t ∈ [0, T0].

Therefore, since for this value of p and n ≥ 3

Xτ(ω) = Tr(A[40 logn]
τ(ω) ) ≥ ‖Aτ(ω)‖30 logn

op = 230 logn, ∀t ∈ [0, T0]

we achieve, using Markov’s inequality, that for every t ∈ [0, T0]

n2 ≥ EPXt ≥
∫

{ω: t>τ(ω)}
XtdP =

∫

{ω: t>τ(ω)}
Xτ(ω)dP ≥ 230 lognP

{
ω : t > τ(ω)

}

and then
P
{
ω : t > τ(ω)

}
≤ n2

n30 log 2
, ∀t ∈ [0, T0].

Then, for every n ≥ n0, for some n0 ∈ N

EP‖At‖op ≤ C1
n12

n30 log 2
+ 2 ≤ 3 ∀t ∈ [0, T0],

where we have used that, since we are assuming (as mentioned in Section 2.2) that suppµ ⊆
Cn5Bn

2 ,

‖At‖op = sup
θ

Eµt〈x− bt, θ〉2 ≤ 4
(
diameter(supp µt)

)2
= 4
(
diameter(supp µ)

)2 ≤ C1n
10.

Besides, since for any p ≥ 3,

‖At‖op ≤ (Tr(Apt )
)1/p ≤ ‖At‖opn

1/p
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we have that
EP(Tr(Apt )

)1/p ≤ 3n1/p ∀t ∈ [0, T0].

Lemma 3.4. Let T0 = c
ψ2
n

log n
as in Proposition 3.3. Let T1, T2 > 0 be such that 0 < T1 ≤ T0

and 0 < T1 ≤ T2. Then, for every p ≥ 3 and n ≥ n0, for some n0 ∈ N, we have that

P
{∫ T1

0

‖At‖opdt ≥
1

512

}
≤ 1536T1

and

P
{∫ T2

T1

‖At‖opdt ≥
1

512

}
≤ 1536n1/p

(
T2

T1

)Cp
T2.

Proof. By Markov’s inequality, since T1 < T0 and, as seen in Proposition 3.3, EP‖At‖op ≤ 3

for every t ∈ [0, T0],

P
{∫ T1

0

‖At‖opdt ≥
1

512

}
≤ 512EP

∫ T1

0

‖At‖opdt = 512

∫ T1

0

EP‖At‖opdt ≤ 1536T1.

Consider the stochastic process Ht =
(
Tr(Apt ))1/p which is an Itô process. Therefore,

by Itô’s formula,

dHt =
1

p

(
Tr(Apt ))

1/p−1d
(
Tr(Apt )) +

1

2p

(
1

p
− 1

)(
Tr(Apt ))

1/p−2d[Tr(Apt )]t = ηtdt+ dMt,

where, by Proposition 3.2, dMt is a martingale with M0 = 0 and ηt is an adapted process
such that ηt ≤ C p

t
Ht. Taking expectation we have

d

dt
EPHt ≤ C

p

t
EPHt ⇔

d

dt
log (EPHt) ≤ C

p

t
.

Integrating in the interval [T1, t] ⊆ [T1, T2] we deduce that for any T1 < t < T2

EPHt ≤ EPHT1

(
t

T1

)Cp
.

Taking into account that, by Proposition 3.3, EPHT1 ≤ 3n1/p, for any value of p ≥ 3, we
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obtain

EP

∫ T2

T1

‖At‖opdt ≤ EP

∫ T2

T1

Htdt =

∫ T2

T1

EPHtdt ≤ 3n1/p

∫ T2

T1

(
t

T1

)Cp
dt ≤ 3n1/p

(
T2

T1

)Cp
T2.

Hence, by Markov’s inequality,

P
{∫ T1

T0

‖At‖opdt ≥
1

512

}
≤ 512EP

∫ T2

T1

‖At‖opdt ≤ 1536n1/p

(
T2

T1

)Cp
T2.

4 Proof of Chen’s Theorem

In this section we complete the proof of Chen’s estimate of ψn.

Proof of Theorem 1.2. Let T0 = c
ψ2
n

log n
for some absolute constant c, as in Proposition 3.3

and let T1 = T0, p =

√
log n

log log n
, and T2 = αn−

1
p(Cp+1)T

Cp
Cp+1

0 for this fixed value of p and

some 0 < α < 1 to be precised later.
There are two possibilities: either T2 ≤ T0 or T2 > T0. Assume first that T2 ≤ T0.

According to Lemma 3.4, and taking into account that ψn ≤ C for some positive absolute
constant C, we have that

P
{∫ T2

0

‖At‖opdt ≥
1

256

}
≤ P

{∫ T2

0

‖At‖opdt ≥
1

512

}
≤ 1536T2

≤ 1536T0 ≤
1536cψ2

n

log n
≤ 1

10

for every n > n0, for some n0 ∈ N.
Assume now that T2 > T0. By Lemma 3.4, and taking into account that 1 + x ≤ 2x
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whenever x ≥ 1, we have

P
{∫ T2

0

‖At‖opdt ≥
1

256

}
≤ P

{∫ T0

0

‖At‖opdt ≥
1

512

}
+ P

{∫ T2

T0

‖At‖opdt ≥
1

512

}

≤ 1536

(
T0 + n1/p

(
T2

T0

)Cp
T2,

)
=1536T0

(
1 + n1/p

(
T2

T0

)Cp+1
)

≤ 3072T0 n
1/p

(
T2

T0

)Cp+1

= 3072αCp+1 <
1

10

whenever n > n1, for some n1 ∈ N, by choosing 0 < α < 1 small enough.
Therefore, we can fix 0 < α < 1 such that there exists n0 such that if n ≥ n0

P
{∫ T2

0

‖At‖opdt ≥
1

256

}
≤ 1

10
.

By the arguments exposed in Section 2, we have that there exists an absolute constant
c1 > 0 such that

ψµ ≥ c1

√
T2 ≥ c2

√
αn−

1
2p(Cp+1)T

Cp
2(Cp+1)

0 = c3

√
αn−

1
2p(Cp+1)

ψ
Cp

Cp+1
n

(log n)
Cp

2(Cp+1)

.

Since this inequality is true for any isotropic log-concave probability whose support is
contained in C1n

5Bn
2 , where C1 is the absolute constant in Lemma 2.1, we obtain that

ψn ≥ c4

√
αn−

1
2p(Cp+1)

ψ
Cp

Cp+1
n

(log n)
Cp

2(Cp+1)

and then

ψn ≥
(
c4

√
α
)Cp+1 n−

1
2p

(log n)
Cp
2

= c5 exp
(
− c6

√
log n · log log n

)
,

which finishes the proof.

Acknowledgments. This work is partially supported by MINECO/MICINN projects
MTM2016-77710-P, PID2019-105979GB-I00 and DGA project E48_20R.

155



References

[AB1] D. Alonso-Gutiérrez, J. Bastero Approaching the Kannan-Lovász-Simonovits and

variance conjectures. Lecture Notes in Mathematics, Springer. Monograph. 2131, (2015).

[AB2] D. Alonso-Gutiérrez, J. Bastero Approaching Eldan’s and Lee & Vampala’s bounds

for the KLS conjeture in a unified method Revista de la Real Academia de Ciencias de

Zaragoza 75 no. 1 (2020), 85–110.

[BGVV] S. Brazitikos, A. Giannopoulos, P. Valettas, B. H. Vritsiou, Geometry of

Isotropic Convex Bodies, Mathematical Surveys and Monographs 196 (American Mathemat-

ical Society, Providence, RI., 2014)

[Ch] Y. Chen, An almost constant lower bound of the isoperimetric coefficient in the KLS con-

jecture. Geom. Funct. Anal. (GAFA) 31 (2021), 34–61.

[E] R. Eldan, Thin shell implies spectral gap up to polylog via a stochastic localization scheme.

Geom. Funct. Anal. (GAFA) 23 (2013), 532–569

[E2] R. Eldan, Analysis of high-dimensional distributions using pathwise methods. To appear in

the 2022 ICM Procceedings.

[K] B. Klartag, Talk in the Winter School on “The Interplay between High-Dimensional

Geometry and Probability”. January, 11th-15th, 2021. Hausdorff research Insti-

tute for Mathematics, https://www.him.uni-bonn.de/programs/past-programs/

past-trimester-programs/interplay-high-dimensional-geometry-probability/

interplay-high-dimensional-geometry-probability-winterschool/.

[KLS] R. Kannan, L. Lovász, M. Simonovits Isoperimetric problems for con- vex bodies and

a localization lemma. Discrete Comput. Geom. 13, no. 3-4, (1995), 541–559.

[LV] Y. Lee, S. Vempala, Eldan’s Stochastic Localization and the KLS hyperplane conjecture:

an improved lower bound for expansion, 58th Annual IEEE Symposim on Foundations of

Computer Science-FOCS 2017. 998–1007, IEEE Computer Soc., 2017.

[M] E. Milman, Isoperimetric bounds on convex manifolds, Proceedings of the Workshop on

Concentration, Functional Inequalities and Isoperimetry, Contemporary Math. 545, 195–208,

(2011)

156

https://www.him.uni-bonn.de/programs/past-programs/past-trimester-programs/interplay-high-dimensional-geometry-probability/interplay-high-dimensional-geometry-probability-winterschool/
https://www.him.uni-bonn.de/programs/past-programs/past-trimester-programs/interplay-high-dimensional-geometry-probability/interplay-high-dimensional-geometry-probability-winterschool/
https://www.him.uni-bonn.de/programs/past-programs/past-trimester-programs/interplay-high-dimensional-geometry-probability/interplay-high-dimensional-geometry-probability-winterschool/






Nota Necrológica

Excmo Sr. D. Fernando Solsona Motrel

Académico Numerario

María de la Caridad Sánchez Acedo

Real Academia de Ciencias de Zaragoza

Zaragoza 3–6–1935 — Zaragoza 20–11–2020

Rev. Real Academia de Ciencias. Zaragoza. 76: 159–162, (2021). ISSN: 0370-3207

Es para mí un honor glosar la figura de un gran hombre, cuya vida constituye un ejemplo
de entrega vocacional, con un gran sentido del deber, extraordinaria capacidad de trabajo
y generosidad.
Por todo ello, escribo estas líneas para resaltar su fructífera vida cargada de enorme hu-
manidad con especial afecto y gratitud, porque nada hay más agradable que rememorar y
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alabar a quien se respeta y admira, cuando además está por medio la amistad que compar-
timos. Siempre conté con su apoyo incondicional y tuve la suerte de contar con su amistad
y excelente profesionalidad.
Fernando Solsona Motrel, nació en Zaragoza y fue bautizado en la parroquia de San Pa-
blo, lo cual según el mismo afirmaba imprime carácter. Cursó sus primeros estudios en
los P.P. Escolapios y el bachillerato en el Instituto Goya de esta ciudad, con excelentes
resultados y un gratísimo recuerdo hacia sus profesores.
En 1952 inició los estudios de la Licenciatura de Medicina y Cirugía en la Universidad
de Zaragoza, que finalizó brillantemente con la calificación de Sobresaliente. Doctor con
premio Extraordinario (1966), fue pensionado por el Gobierno de Italia en la Universidad
de Roma y por el Ministerio de Educación y Ciencia en la Universidad de Aix-Marsella.
Comenzó su andadura académica en la asignatura de Terapéutica Física de esta Universi-
dad, bajo la dirección del profesor Marín Górriz, como Interno pensionado y posteriormente
como profesor Ayudante de clases prácticas. En 1966, obtuvo por oposición el número uno
de médico especialista en Radioelectrología de la S.S, y cuatro años más tarde con una
sólida formación científica, ocupó tras brillante oposición la Cátedra de Terapéutica Física
en la Universidad de Valladolid.
Desde 1974 hasta su jubilación (2005), ejerció la dirección del departamento de Radioelec-
trología y Medicina Nuclear del Hospital Miguel Servet, con espíritu de servicio, afán de
perfección, compromiso y rectitud, porque el quehacer hospitalario, junto con su familia de
la que se sentía orgulloso, han sido la razón de su existencia.
Hombre de gran empuje, trabajador incansable, con ansias de perfección y exigente consigo
mismo, introdujo en España técnicas como la ecografía o xerografía mamaria. Sus principa-
les líneas de investigación están dedicadas al estudio isotópico del tiroides, la enfermedad
de Hodgkin, el cáncer rinofaríngeo, los tumores infantiles y especialmente la patología ma-
maria.
Supo transmitir a sus discípulos, sus profundos conocimientos e inmensa experiencia, ense-
ñando un estilo profesional de compromiso y rectitud con calor y entusiasmo como maestro
y a la vez amigo sin condiciones. Sus enseñanzas son recordadas por generaciones de pro-
fesionales altamente cualificados, con calidad y calidez humana.
Fue generoso con todos, especialmente con sus pacientes, a los que se entregaba de corazón
profundamente convencido de su compromiso con el prójimo, porque solamente una vida
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dedicada a los demás merece ser vivida. Supo conciliar con una entrega sin reservas, su
gran categoría como médico radiólogo y su gran humanidad que trascendía en todos sus
actos.
Siempre demostró una gran capacidad de trabajo, inteligencia extraordinaria, férrea volun-
tad, empeño y disciplina, reflejada en un extraordinario curriculum que resulta inabarcable
y difícil de sintetizar. Autor de casi 400 publicaciones científicas, libros, ponencias y comu-
nicaciones en congresos. Impartió numerosos cursos y conferencias en centros nacionales y
extranjeros y recibió la medalla de las ciudades de Milán, Arcachon y Pau.
Su curriculum está colmado de premios y distinciones nacionales e internacionales. Ingresó
como Académico en la Real Academia de Medicina de Zaragoza (1993). Posteriormente
ejerció como presidente de esta corporación con total entrega y dedicación, recibiendo el
año 2015 el título de Presidente de Honor.
Años más tarde (14-2-2008) ingresó como Académico de esta Real Academia de Ciencias
Físicas, Químicas, Exactas y Naturales, para ocupar la vacante del profesor Marín Górriz
(medalla no 23). Su discurso de ingreso sobre La Física también cura puso de manifiesto
su magisterio sobre la Radioterapia.
A esta tarea científica, hay que añadir su entusiasmo e incansable dedicación a la promoción
de la cultura aragonesa. Impulsó actos culturales, conferencias y tertulias, como Presidente
del Ateneo de Zaragoza, Fundador del Instituto de Estudios Sigenenses Miguel Servet, Pre-
sidente de la Sociedad Dante Alighieri, Vicepresidente de la asociación Amigos de la Jota
y Vicepresidente del Instituto de Bibliografía Aragonesa, demostrando su amor y entrega
por Aragón.
Su extensísima cultura y abundancia de conocimientos, le permitieron impartir conferencias,
redactar prólogos de libros y publicar cientos de artículos y monografías sobre la jota, los
balnearios aragoneses y semblanzas de aragoneses insignes. De especial mención, son las
monografías que se refieren a la biografía de aragoneses ilustres como Santiago Ramón y
Cajal, Miguel Fleta y Miguel Servet.
En su ingreso como Académico en la Real Academia de Nobles y Bellas Artes de San Luis
de Zaragoza (2010), realizó un extraordinario estudio sobre La Medicina en la vida y en la
obra de Francisco de Goya.
Su labor como difusor de la cultura aragonesa, ha sido reconocida con numerosos premios
y distinciones entre los que cabe citar el de Académico de honor de las Artes del Folclore
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y la Jota de Aragón, junto con los premios Miguel Servet (1975), Baltasar Gracián (1975),
Ramón Pignatelli (1991) y Solera Aragonesa (1991).
En 1994 recibió la medalla de las Cortes de Aragón y dos años más tarde, el Ayuntamiento
de Zaragoza rotuló con su nombre una calle de la ciudad por su labor científica, profesional
y de difusión de la cultura aragonesa.
Fernando Solsona Motrel, paradigma de gran profesional, ha sido un trabajador apasio-
nado, polifacético, incansable, austero y emprendedor hasta su fallecimiento. Ha sabido
compatibilizar la actividad científica, profesional, y humanística, por lo que ha merecido el
reconocimiento internacional en el campo de la Radiología y la cultura.
Su vida constituye un ejemplo de entrega vocacional al estudio y al quehacer hospitala-
rio. Deja como legado una de las escuelas más brillantes de esta disciplina, junto con su
entusiasmo y enorme contribución en la defensa y difusión del patrimonio cultural de su
amada tierra aragonesa. Nos queda su obra y su recuerdo por su meritoria labor junto con
su ejemplo de vida.
En estas líneas escritas desde el corazón, con especial afecto y gratitud, quiero resaltar y
agradecer su enorme humanidad junto con su amistad incondicional, porque amigo es aquel
que te socorre en la adversidad.
En nombre de esta Real Academia y en el mío propio transmito con profundo afecto y
pesar mis sentimientos de condolencia a su esposa la doctora Doña María Pilar Martínez
Comín, gran mujer y excelente compañera, a sus hijos, nietos y demás familia.
Que viva entre nosotros la amable memoria de nuestro querido y admirado amigo. Que
Dios y Santa María del Pilar, como él decía con devoción, lo hayan acogido amorosamente,
junto a sus seres queridos, allí donde la luz y la alegría son eternas. Descanse en paz.

162



Nota Necrológica

Excmo Sr. D. Emiliano Aguirre Enríquez

Académico Correspondiente

Andrés Pocoví y José Luis Simón

Real Academia de Ciencias de Zaragoza

Rev. Real Academia de Ciencias. Zaragoza. 76: 163–166, (2021). ISSN: 0370-3207

Emiliano nos ha dejado recién cumplidos los 96. Emiliano nos ha dejado su [re]nombre, sin
necesidad de apellidos, grabado en la paleontología y paleoantropología españolas. También
ha dejado, para todo el mundo científico, sus apellidos legítimamente ligados a la paternidad
del proyecto Atapuerca, que ha cambiado radicalmente todos los preconceptos europeos
referentes a los restos de los homínidos fósiles. Numerosos y emocionados homenajes y
recuerdos se han sucedido en la prensa y en las redes sociales, que dan muestra del enorme
aprecio personal y profesional del que gozaba.
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Emiliano Aguirre Enríquez (El Ferrol, 5 de octubre de 1925 – Madrid 11 de octubre de
2021) era académico correspondiente de la RACZ (Sección de Naturales) desde 2002, pero
su vinculación a instituciones aragonesas es muy anterior: su relación “funcionarial” con
la UZ tuvo lugar en el periodo 1978-1982, al acceder a la cátedra de Paleontología; era
su primer destino como catedrático. Su experiencia en la docencia universitaria era ya
amplia, habiendo ejercido como profesor ayudante en la Escuela de Ingenieros de Caminos
(1965-66), visitante en universidades peruanas (1967-68), encargado de cátedra en la UAM
(1969-70) y agregado en la UCM (1971-74). Desde este último puesto obtuvo plaza de
investigador del CSIC vinculada al Museo Nacional de Ciencias Naturales, sin cortar con
la docencia universitaria. En ese momento daba también otro giro a su vida, este el plano
personal, tramitando su secularización después de tres décadas en la Compañía de Jesús y
contrayendo matrimonio con Carmen Bule.
Su época vinculada a la Universidad de Zaragoza arranca en el periodo más destacado
de su madurez investigadora, al coincidir con el inicio de la andadura del proyecto Ata-
puerca. Un par de años antes, un doctorando (Trinidad Torres, ingeniero de minas) que
investigaba el oso cavernario puso en sus manos muestras procedentes de los depósitos
cuaternarios de la vieja trinchera del ferrocarril de la Sierra de Atapuerca. Emiliano se
percató de que contenían restos probablemente humanos. A partir de este hallazgo empe-
zó a esbozar el proyecto Atapuerca, que empezó sus actividades en 1978 con un equipo
en el que se integraron como voluntarios los estudiantes de Zaragoza encandilados por su
propuesta. Este fue, para algunos de ellos, el inicio de una excelente carrera investigado-
ra (por ejemplo, para Gloria Cuenca o Enrique Gil; (https://dejadmevivir.blogspot.
com/2011/11/memorias-de-atapuerca-con-emiliano.html). Actualmente dicho equipo
sigue plenamente activo, está integrado por unos 300 especialistas de 22 nacionalidades y
una treintena de disciplinas. El proyecto fue merecedor del Premio Príncipe de Asturias
en 1997 (https://www.atapuerca.org/es/atapuerca/Proyecto-Atapuerca). En 2000,
la UNESCO reconoció los yacimientos de Atapuerca como Patrimonio Cultural de la Hu-
manidad, hecho que consolidó su condición de referente mundial para la paleoantropología
y propició la creación del prestigioso Centro Nacional de Investigación sobre la Evolución
Humana (CENIEH), inaugurado en Burgos en 2009.
La aludida capacidad de Emiliano para encandilar – seducir – entusiasmar no solo se cernía
sobre sus estudiantes. Entre los veteranos de la Sección de Geológicas se recuerda que, a
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principios de su incorporación a Zaragoza, dio una disertación sobre “el estado del arte”
en la investigación de los homínidos fósiles en un seminario del Edificio Interfacultades.
Llegó media hora antes que la audiencia para preparar los audiovisuales: la gran pizarra
verde oscura y tiza blanca (ni folios, ni libreta, ni fichas, ni filminas). Cuando los asistentes
estuvieron acomodados, la pizarra estaba completamente llena de nombres de especies, lo-
calidades, investigadores, edades, centros, etc., junto con algunos trazos para correlacionar,
agrupar o destacar algunos elementos, aparte de otros pequeños detalles gráficos. Para la
mayoría de los presentes la explicación de aire enciclopédico y universal, con anecdotario
de vivencias propias (Nubia, 1963; Sudáfrica y Kenia, 1968, con L. Leakey; etc.). Aquella
pizarra merecería haberse conservado y, por supuesto, con mejor suerte que la de Einstein
de 1923.
Fuera de la Universidad también se le reconoce la capacidad para entusiasmar y encauzar
pasiones. Se le reconoce una permanente buena disposición para impartir conferencias y
apoyar actividades divulgativas para auditorios de distintos niveles, invitado por su pres-
tigio y por un interés social creciente hacia la antropología y la evolución de nuestros
ancestros lejanos. Acerca de los variados niveles de los auditorios a los que tuvo que di-
rigirse, es ilustrativa la conocida anécdota de haber sido presentado para un acto como
gran antropófago. Su contribución a fomentar el interés y entusiasmo por la paleontología
ha tenido resultados admirables en Ricla. Aparte de fomentar las buenas prácticas entre
los aficionados, se le reconoce el apoyo a la Asociación Cultural Bajo Jalón para llegar a
la organización, a finales de los 80, de las Jornadas Aragonesas de Paleontología, de gran
relevancia nacional e importantes lazos internacionales, y que lleva ya 13 ediciones bienales.
Los académicos correspondientes L. Sequeiros y E. Liñán han estado muy implicados en la
organización de las Jornadas de Ricla, y Emiliano siguió también participando asiduamente
en ellas.
En 1982 dejó la cátedra de Zaragoza por traslado a la UCM, que a su vez dejó en 1984
para pasar a Profesor de Investigación del CSIC vinculado al Museo Nacional de Ciencias
Naturales, donde fue director entre 1985 y 1986. En 1990 optó por la jubilación, lo que le
permitió liberarse de ciertas formalidades, pero no rebló frente al trabajo y los compro-
misos. En 1991 dejó la dirección del Proyecto Atapuerca en manos de sus experimentados
colaboradores J. L. Arsuaga, J. M. Bermúdez de Castro y E. Carbonell, que desde enton-
ces permanecen como codirectores. Mientras, sobre Emiliano cayó una avalancha de actos
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de reconocimiento, homenajes e inauguraciones que exigían su participación y presencia.
Vale la pena acceder al emotivo obituario de Antonio Rosas (https://estoeshoy.com/
2021/10/12/emiliano-aguirre-figura-clave-de-la-paleontologia-humana/), la do-
cumentada biografía de Lucía Villaescusa (https://webs.ucm.es/info/arqueoweb/pdf/
13/villaescusa.pdf), y también visitar su entrada en Wikipedia.

Descanse en paz su espíritu y que su luz siga alumbrando a muchas generaciones,

Zaragoza, marzo de 2022
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Actividades de la Real Academia de Ciencias Exactas,

Físicas, Químicas y Naturales de Zaragoza

durante el año 2021

Sesiones y actividades corporativas

La Real Academia de Ciencias Exactas, Físicas, Químicas y Naturales de Zaragoza (en
adelante Academia) durante el año 2021 ha celebrado 5 sesiones plenarias, dos de ellas
ordinarias y tres extraordinarias.

Debido a la situación de la pandemia causada por la COVID, las sesiones ordinarias
se desarrollaron de modo telemático. La primera de ellas se celebró el 6 de mayo y en
ella se aprobó proponer al académico correspondiente Efim Zelmanov (Universidad de
California, San Diego), junto al profesor Victor Kac (M.I.T.), para el Premio Fronteras
del Conocimiento, en la categoría de Ciencias Básicas. La segunda sesión ordinaria tuvo
lugar el 20 de octubre.
La primera sesión extraordinaria se celebró el 27 de mayo en el Aula Magna de la Facultad
de Ciencias, a las 19:15 horas, pudiendo ser seguida de manera telemática. En ella tuvo
lugar el ingreso del académico Sr. D. Manuel Asorey Carballeira, que recibió la medalla
número 18, siendo contestado su discurso de ingreso por el académico Sr. D. José Fernan-
do Cariñena Marzo. En la segunda sesión extraordinaria, celebrada el 1 de diciembre a
las 19:00 horas en la Sala de Grados de la Facultad de Ciencias, se entregaron los Pre-
mios de Investigación 2021 a las investigadoras propuestas por las secciones de Exactas:
Sra. Dña. Esther Pueyo Paules, y Físicas: Sra. Dña. María José Martínez Pérez. La tercera
sesión extraordinaria se celebró el 15 de diciembre, a las 19:00 horas, en la Sala de Grados
de la Facultad de Ciencias. En ella tuvo lugar el ingreso de la académica Sra. Dña. Gloria
Cuenca Bescós, dándole réplica el académico Sr. D. Juan Pablo Martínez Rica.

Altas y bajas de académicos numerarios, de honor y correspondientes

Bajas, por fallecimiento, de académicos de honor:

D. José Longás Pellicena, académico de honor de la sección de Naturales desde el 10 de
junio de 2020, fallecido el 17 de mayo.

Ingreso de académicos numerarios:

El 27 de mayo el académico electo Sr. D. Manuel Asorey Carballeira presentó su discur-
so de ingreso “Edad de oro de la cosmología”, recibiendo la medalla número 18, siendo
respondido por el académico Sr. D. José Fernando Cariñena Marzo.
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El 15 de diciembre la académica electa Sra. Dña. Gloria Cuenca Bescós presentó su dis-
curso de ingreso “¿Humanidad vs. diversidad? Una perspectiva con roedores fósiles”, reci-
biendo la medalla número 38, siendo respondido su discurso por el académico Sr. D. Juan
Pablo Martínez Rica.

Financiación

En el año 2021 los premios de investigación se financiaron a través del convenio con la
Fundación San Valero y las publicaciones de la Academia a través del Decanato de la
Facultad de Ciencias. No han existido otras fuentes de financiación.

Publicaciones de la Academia

Se ha publicado el volumen 75 de la Revista de la Academia de Ciencias de Zaragoza,
correspondiente a 2020. También se han publicado los discursos de ingreso del académico
Sr. D. Manuel Asorey Carballeira, y la respuesta al mismo del académico Sr. D. José Fer-
nando Cariñena Marzo, y de la académica Sra. Dña. Gloria Cuenca Bescós, y la respuesta
al mismo del académico Sr. D. Juan Pablo Martínez Rica.

Organización de conferencias y eventos

La Academia durante 2021, y tras el parón forzado por la pandemia, ha organizado un ciclo
de divulgación científica de tres conferencias que se desarrolló en otoño en las instalaciones
de la Obra social de Ibercaja del Patio de la Infanta, c/ San Ignacio de Loyola 16, a las
19 horas.

Ciclo de conferencias: “Química y sociedad”

Organizado por la Sección de Químicas, el ciclo se desarrolló con los títulos de conferencias
y protagonistas siguientes:

28 de octubre: Encapsulación de fármacos para una medicina más eficiente, impartida
por Ramón González, de la Universidad Complutense de Madrid.

11 de noviembre: El envase alimentario, un reto químico presente y futuro, impartida
por Cristina Nerín, de la Universidad de Zaragoza.

25 de noviembre: Química y mujeres, impartida por María Pilar Goya Laza, del Insti-
tuto de Química Médica del CSIC (Madrid).
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Premios de investigación de la Academia

Cumplidos los trámites exigidos de entrega de un artículo de su ámbito y especialidad
para su publicación en la Revista de la Academia, en la sesión extraordinaria de 1 de
diciembre se procedió a la exposición de los trabajos y a la entrega de los Premios de
investigación de la Real Academia de 2021 que correspondieron a:

Por la Sección de Matemáticas: Sra. Dña. Esther Pueyo Paules, Profesora Titular de la Es-
cuela de Ingeniería y Arquitectura de la Universidad de Zaragoza, que presentó su trabajo:
“Modelización matemática y simulación computacional de la variabilidad espaciotemporal
en la actividad eléctrica cardiaca”.

Por la Sección de Físicas: Sra. Dña. María José Martínez Pérez, Investigadora ARAID en
la Facultad de Ciencias de la Universidad de Zaragoza, que presentó su trabajo: “Sensores
nanoSQUID para caracterización magnética en la nanoescala”.

Honores, distinciones y nombramientos a académicos

El académico Sr. D. Enrique Artal Bartolo ha sido nombrado coordinador de la Red
Española de Topología (RET).

El académico Sr. D. Ricardo Ibarra ha sido nombrado Director de Honor del Laboratorio
de Microscopías Avanzadas (LMA), de la Universidad de Zaragoza.

El académico Sr. D. Fernando Lahoz ha sido elegido miembro en el “Council of the Euro-
pean Crystallographic Association” (ECA), en representación de los socios individuales.

Participación en la organización de conferencias y congresos

El académico Sr. D. Alberto Elduque Palomo ha sido miembro de los comités científicos del
congreso IV Jornadas de Educación Matemática de Aragón, celebrado en la Universidad
de Zaragoza en el mes de marzo, y de la Escuela CIMPA Non-associative Algebras and
their Applications, celebrada en agosto y septiembre en la Universidad de Antananarivo,
Madagascar.

El académico Sr. D. Fernando Lahoz ha sido miembro del comité científico del “2021
Symposium of the Spanish Royal Society of Chemistry”, que se celebró (online) entre el
27 y el 30 de septiembre de 2021.
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Conferencias y cursos impartidos por nuestros académicos

El académico Sr. D. Luis Oro Giral ha impartido las conferencias:

– Química, Medioambiente y Desarrollo Sostenible, en el First Science Fair, el 7 de
abril de 2021, en Zaragoza.

– Química, Medioambiente y Desarrollo Sostenible, en la Ágora para la Ciencia, el 8
de abril de 2021, en la Residencia de Estudiantes, Madrid.

– Química, Medioambiente y Desarrollo Sostenible, en la Ágora para la Ciencia, el 7
de octubre de 2021, en la sede de Huesca de la Universidad de la Experiencia de la
Universidad de Zaragoza.

El académico Sr. D. José S. Urieta Navarro impartió el seminario Escalado del proceso
electroquímico. Del laboratorio a la producción industrial, el 16 de abril de 2021, dentro
de las actividades complementarias del Máster de Química Industrial de la Universidad
de Zaragoza.

El académico Sr. D. Alberto Elduque Palomo ha impartido las conferencias invitadas:

– El salto a la Universidad. Una visión muy personal, en el congreso “IV Jornadas
de Educación Matemática en Aragón”, celebrado en la Universidad de Zaragoza, en
marzo de 2021.

– Gradings and affine group schemes, minicurso online en la Universidad de Isfahan
(Irán), los días 28 y 30 de junio, y 1 y 5 de julio de 2021.

– Graded-division algebras and Galois extensions, en el congreso “International Con-
ference on Ring Theory (dedicated to the 100th anniversary of A.I. Shirshov (1921–
1981)), celebrado en el Instituto Sobolev de Matemáticas de Novosibirsk (Rusia),
en agosto de 2021.

– Composition algebras, minicurso dentro de la “CIMPA Research School “Non-
associative Algebras and their Applications”, celebrada en la Universidad de An-
tananarivo, Madagascar, en los meses de agosto y septiembre de 2021.

– Non-group gradings on simple Lie algebras, en el congreso “International Conferen-
ce “Trends in Combinatorial Ring Theory” (Dedicated to the 70th anniversary of
Vesselin Drensky), celebrado en el “Institute of Mathematics and Infomatics of the
Bulgarian Academy of Sciences” (Sofía, Bulgaria), en septiembre de 2021.

El académico Sr. D. Enrique Artal Bartolo ha impartido las conferencias invitadas:
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– On fundamental groups of Milnor fibres of rational homology disk smoothings of
surface singularities, en el congreso “Singularities in the Midwest (online edition)”,
celebrado en Madison (Wisconsin, USA), en mayo de 2021.

– Falsos productos de rectas proyectivas y cubiertas cíclicas, en la Sesión Especial
de Teoría de Singularidades en la Reunión conjunta RSME-SMM (edición online),
celebrado en Guanajuato (México), en junio de 2021.

– Families of weighted-Yomdin singularities of surface, en el congreso “Jean-Morlet
Chair 2021 - Workshop: Lipschitz Geometry: New Methods and Applications”, cele-
brado en Marsella (Francia), en julio de 2021.

– How can one check if a tuple of curves is a Zariski tuple?, en el “Iberoamerican
Webminar of Young Researchers in Singularity Theory and related topics” (online),
en octubre de 2021.

El académico Sr. D. Ricardo Ibarra García ha impartido la conferencia plenaria Emergent
magnetic nanoparticles based nanovector in biomedicine, en el congreso “13th Internatio-
nal Conference on Physics of Advanced Materials, ICPAM-13 ”, celebrado en San Feliu de
Guixols, en septiembre de 2021.

El académico Sr. D. Fernando Lahoz ha impartido las conferencias invitadas:

– Química y ODS. Catálisis para la Sostenibilidad, en el Programa de Internacionali-
zación de la Escuela de Doctorado de la Universidad de Zaragoza.

– Navidades, cristales y química, en el Programa de Divulgación de la Ciencia del
ISQCH e INMA en Zaragoza, el 16 diciembre de 2021.

– El poder mágico de los cristales, en la Noche Europea de los Investigadores e Inves-
tigadoras, el 24 de septiembre de 2021.

El académico Sr. D. José Galé ha impartido las conferencias invitadas (online):

– Integral operators subordinated to composition groups, en la sesión especial número 5:
Operator semigroups and functional calculus (M. Haase and Y. Tomilov, organizers)
celebrada en el seno del IWOTA 2021, en Lancaster (UK), del 16 al 20 de agosto de
2021.

– Poisson equation for (C, α)-bounded operators of fractional order, en el XIV Con-
gress GAFEVOL 2021, en homenaje, en particular, al profesor Carlos Lizama, del
4 al 8 de octubre de 2021, en la Universidad de Santiago de Chile.
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Otras contribuciones relevantes de nuestros académicos

El académico Sr. D. Alberto Elduque Palomo organiza la XVIII temporada del Taller
de Talento Matemático, actividad dirigida a estudiantes de secundaria, desde 3o de ESO
hasta 2o de Bachillerato, así como la Fase Aragonesa de la Olimpiada Matemática Espa-
ñola.

El académico Sr. D. Enrique Artal Bartolo y Sra. Doña María Teresa Lozano Imízcoz
participaron en la mesa redonda Moviéndonos entre Matemáticas el 16 de Marzo de 2021
dentro del Encuentro Arte y Ciencia ¿S.A. de Prójimos? de la Fundación Caja Rural de
Aragón, coordinado por Carmen Gascón (3 Marzo – 9 Abril de 2021).
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Composición de la Academia a 31 de diciembre de 2021

Junta de Gobierno
Presidente: D. Antonio Elipe Sánchez
Vicepresidente: D. Fernando José Lahoz Díaz
Académico Editor : D. Enrique Artal Bartolo
Académico Web: D. Pablo Alonso Gascón
Académico Tesorero: D. Miguel Ángel Rebolledo Sanz
Académico Secretario: D. Alberto Elduque Palomo

Académicos Numerarios y de Honor
A fecha 31 de diciembre de 2021 hay 34 académicos de número, 2 académicos de honor
y 2 académicos nombrados que no han leído su discurso. Se listan a continuación por
secciones citando número de medalla y fecha de ingreso o de nombramiento.

Sección de Exactas

Presidente: D. Mariano Gasca González (medalla 1) 1 diciembre 1988
Académicos : Doña María Teresa Lozano Imízcoz (medalla 22) 22 enero 1998

D. Manuel Calvo Pinilla (medalla 25) 10 marzo 1998
D. Eladio Domínguez Murillo (medalla 27) 25 marzo 1999
D. Antonio Elipe Sánchez (medalla 16) 30 marzo 2000
D. Jesús Bastero Eleizalde (medalla 17) 9 noviembre 2000
D. Alberto Elduque Palomo (medalla 29) 23 febrero 2006
D. Enrique Artal Bartolo (medalla 4) 24 noviembre 2009
D. Manuel Silva Suárez (medalla 19) 20 octubre 2014
D. José Esteban Galé Gimeno (medalla 10) 31 enero 2018

Sección de Físicas*

Presidente: D. Pablo Javier Alonso Gascón (medalla 35) 16 mayo 2002
Académicos : D. Miguel Ángel Rebolledo Sanz (medalla 14) 11 mayo 2000

D. José Fernando Cariñena Marzo (medalla 33) 6 noviembre 2001
D. Juan Bartolomé Sanjoaquín (medalla 3) 27 octubre 2016
D. Ricardo Ibarra García (medalla 20) 19 diciembre 2016
D. Manuel Asorey Carballeira (medalla 18) 27 mayo 2021
D. Luis Martín Moreno Electo el 10 de junio de 2020
D. Fernando María Luis Vitalla Electo el 11 de noviembre de 2020

*En esta sección hay dos vacantes
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Sección de Químicas

Presidente: D. Luis Antonio Oro Giral (medalla 11) 4 junio 1981
Académicos : D. José Santiago Urieta Navarro (medalla 5) 2 diciembre 1997

D. Carlos Gómez-Moreno Calera (medalla 6) 21 octubre 1999
D. Juan Forniés Gracia (medalla 24) 26 junio 2000
D. Ángel García de Jalón Comet (medalla 30) 29 noviembre 2001
D. Juan Francisco Cacho Palomar (medalla 13) 2 diciembre 2003
D. Miguel Pocoví Mieras (medalla 32) 20 mayo 2004
D. José Luis Marqués Insa (medalla 37) 24 noviembre 2005
D. José Luis Serrano Ostáriz (medalla 26) 12 diciembre 2006
D. Fernando Lahoz Díaz (medalla 2) 3 mayo 2017

Sección de Naturales∗

Presidenta: Doña María Victoria Arruga Laviña (medalla 34) 10 diciembre 2015
Académicos : D. Juan Marín Velázquez (medalla 15) 10 abril 1997

Doña María Caridad Sánchez Acedo (medalla 9) 12 diciembre 2000
D. Juan Pablo Martínez Rica (medalla 36) 24 octubre 2002
Doña María Luisa Peleato Sánchez (medalla 21) 4 junio 2011
D. Andrés Pocoví Juan (medalla 28) 4 abril 2019
D. José Luis Simón Gómez (medalla 12) 13 julio 2020
Doña Gloria Cuenca Bescós (medalla 38) 15 diciembre 2021

∗En esta sección hay dos vacantes.

Académicos de Honor

D. Luis Joaquín Boya Balet 16 mayo 2019
D. Rafael Núñez Lagos Roglá 9 octubre 2019

Académicos Correspondientes
A fecha de 31 de diciembre hay 48 académicos correspondientes que se han distribuidos
por secciones y ordenados por fechas de nombramiento

Sección de Exactas

D. José M. Montesinos Amilibia (7 abril 1992)
D. Claude Brezinski (9 mayo 2002)
D. Charles A. Micchelli (9 mayo 2002)
D. José Luis Fernández Pérez (24 septiembre 2002)
D. Gilles Pisier (24 septiembre 2002)
D. José Ángel Docobo Durántez (21 abril 2005)
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D. Sylvio Ferraz Mello (21 abril 2005)
D. Francisco Marcellán Español (4 noviembre 2004)
D. Santos González Jiménez (27 abril 2006)
D. José Luis Viviente Mateu (5 octubre 2006)
D. Efim Zelmanov (5 octubre 2011)
D. Manuel Doblaré Castellano (13 febrero 2013)
D. Jesús Carlos Fernández Asensio (7 junio 2013)
D. José Garay Pablo (3 junio 2015)
D. Juan Luis Vázquez Suárez (3 junio 2015)
D. Jesús Sanz Serna (24 octubre 2018)

Sección de Físicas

D. Alberto Galindo Tisaire (1 octubre 1967)
D. Eusebio Bernabeu Martínez (1982)
D. Giuseppe Marmo (9 mayo 2002)
Doña María Josefa Yzuel Giménez (9 mayo 2002)
D. José Adolfo de Azcárraga (25 septiembre 2008)
D. Albert Figueras Dagá (25 septiembre 2008)
D. Fernando María Legarda Ibáñez (25 septiembre 2008)
D. Javier Llorca Martínez (25 septiembre 2008)
D. Miguel V. Andrés Bou (23 marzo 2009)
D. Javier Sesma Bienzobas (7 mayo 2014)
D. Juan Ignacio Cirac Sasturaín (3 junio 2015))
D. Antonio Hernando Grandes (16 Febrero 2017))
D. Francisco Javier Solís Céspedes (4 Octubre 2017)

Sección de Químicas

D. Ekkehardt Hahn (13 junio 2002)
D. Pierre Braunstein (13 junio 2002)
D. José María Ordovás Muñoz (13 febrero 2008)
Doña Ma Carmen Orosia Claver Cabrero (13 febrero 2008)
D. Avelino Corma Canós (15 octubre 2015)
D. Fernando Cossío Mora (15 octubre 2015)

Sección de Naturales

D. Leandro Sequeiros Sanromán (9 mayo 2002)
D. Luis Villar Pérez (9 mayo 2002)
D. Adrian Michael Harvey (13 junio 2002)
D. Mario Panizza (13 junio 2002)
D. Carlos López Otín (19 diciembre 2006)
D. Peter Carls (8 mayo 2007)
D. Miguel Delibes de Castro (23 febrero 2011)
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D. Eladio Liñán Guijarro (3 junio 2015)
D. Francisco García Novo (15 octubre 2015)

Zaragoza, diciembre de 2021
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INSTRUCCIONES PARA LOS AUTORES

Resumen

The Revista de la Real Academia de Ciencias publishes original research contri-

butions in the fields of Mathematics, Physics, Chemistry and Natural Sciences. All

the manuscripts are peer reviewed in order to assess the quality of the work. On the

basis of the referee’s report, the Editors will take the decision either to publish the

work (directly or with modifications), or to reject the manuscript.

1. Normas generales de publicación

1.1. Envío de los manuscritos.

Para su publicación en esta Revista, los trabajos deberán remitirse a

Académico Editor
Revista de la Academia de Ciencias
Universidad de Zaragoza
50009 Zaragoza

o bien electrónicamente a la cuenta artal@unizar.es.
La Revista utiliza el sistema de offset de edición, empleando el texto electrónico faci-

litado por los autores, que deberán cuidar al máximo su confección, siguiendo las normas
que aquí aparecen.

Los autores emplearán un procesador de texto. Se recomienda el uso de LATEX, para
el que se han diseñado los estilos academia.sty y academia.cls que pueden obtenerse
directamente por internet en http://www.raczar.es o por petición a la cuenta de correo
electrónico: artal@unizar.es.

1.2. Dimensiones

Se recomienda que el texto de los trabajos, redactados en español, inglés o francés, no
exceda de 25 páginas, siendo preferible una extensión de 6 a 20 páginas como promedio.
El texto de cada página ocupará una caja de 16×25 cm, con espacio y medio entre líneas.
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2. Presentación del trabajo.

Los trabajos se presentarán con arreglo al siguiente orden: En la primera página se
incluirán los siguientes datos:

a) Título del trabajo: Conciso, pero ilustrativo, con mayúsculas.
b) Autor: Nombre y apellidos del autor o autores, con minúscula.
c) Centro: Centro donde se ha realizado, con su dirección postal.
d) Abstract: En inglés y con una extensión máxima de 200 palabras.
e) Texto

A) Los encabezamientos de cada sección, numerados correlativamente, serán escritos
con letrasminúsculas en negrita. Los encabezamientos de subsecciones, numerados
en la forma 1.1, 1.2, . . . , 2.1, 2.2, . . . , se escribirán en cursiva.

B) Las fórmulas estarán centradas y numeradas correlativamente.

C) Las referencias bibliogáficas intercaladas en el texto, deben ser fácilmente identifi-
cables en la lista de referencias que aparecerá al final del artículo, bien mediante un
número, bien mediante el nombre del autor y año de publicación.

D) Las figuras y tablas, numeradas correlativamente, se intercalarán en el texto. Las
figuras se enviarán en formatos EPS, PDF, PNG, JPG. Los apéndices, si los hay, se
incluirán al final del texto, después de la bibliografía.

E) Para las referencias bibliográficas se recomienda el uso de BibTEXcon los estilos
amsplain o amsalpha.

3. Notas finales

La Revista permite la inclusión de fotografías o figuras en color, con un coste adicional
que correrá a cargo de los autores.

Enrique Artal

Académico Editor
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Intercambio de Publicaciones

Relación de revistas nacionales que recibe en intercambio la Biblioteca de la

Academia de Ciencias

1. A Ciencia Cierta – Academia Malagueña de Ciencias.
2. Acta Botanica Barcinonensia – Dep Biología Vegetal. Univ. Barcelona.
3. Anales del Jardín Botánico de Madrid
4. Anales UNED Calatayud
5. Animal Biodiversity and Conservation – Museu de Zoologia
6. Anuari de la Reial Acadèmia de Ciencies i Arts de Barcelona
7. Boletín de la Academia Malagueña de Ciencias
8. Boletín Geológico y Minero – Instituto Geológico y Minero de España
9. Collectanea Botanica – Institut Botànic (Barcelona)
10. Collectanea Mathematica – Universitat de Barcelona
11. Extracta Mathematicæ - Universidad de Extremadura
12. Gaceta de la Real Sociedad Matemática Española
13. Lucas Mallada: Revista de Ciencias – Inst. Est. Altoaragoneses.
14. Manuals del Museu – Museu de Ciències Naturals de Barcelona
15. Memòries de la Reial Acadèmia de Ciencies i Arts De Barcelona
16. Naturaleza Aragonesa – Sociedad de Amigos del Museo Paleontológico de la Uni-

versidad de Zaragoza.
17. Revista de la Real Academia Galega de Ciencias
18. Trabajos de Geología – Universidad de Oviedo
19. Zoologia Bætica. UNIVERSIDAD DE GRANADA.
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Relación de revistas internacionales que recibe en intercambio la Biblioteca

de la Academia de Ciencias

1. Abhandlungen der Senckenberg für Naturforschung – Senckenberg Research Institute
2. Acta Entomologica Musei Nationalis Pragæ
3. Acta Geologica Polonica - Warszawa
4. Acta Mathematica Hungarica
5. Acta Matematica Sinica - New Series China
6. Anales de la Academia Nacional de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales de Buenos

Aires
7. Annalen des Naturhistorischen Museums in Wien. Serie A
8. Annalen des Naturhistorischen Museums in Wien. Serie B
9. Annales Academiæ Scientarum Fennicæ - Matematica
10. Annales Fennici Mathematici
11. Annales Academiæ Scientiarum Fennicæ. Mathematica Dissertationes – Helsinki,

Suomalainen Tiedeakatemia
12. Annales Historico-Naturales – Musei Nationalis Hungarici
13. Annali del Museo Civico di Storia Naturale “Giacomo Doria”
14. Arkiv För Matematik
15. Atti della Accademia Ligure di Scienze e Lettere. Serie VI
16. Boletín de la Sociedad Matemática Mexicana. Tercera Serie.
17. Brenesia: Revista de Biodiversidad y Conservación – Museo Nacional de Costa Rica
18. Bulletin de la Classe de Sciences – Academie Royale de Belgique – Bruxelles
19. Bulletin of the American Mathematical Society. New Series
20. Bulletin of the London Mathematical Society
21. California Agriculture – University of California
22. Commentationes Mathematicæ : Annals of the Polish Mathematical Society, Series I
23. Dædalus - Journal of the American Academy of Arts and Sciences
24. Doriana - Supplementa agli Annali del Museo Civico di Storia Naturale “G. Doria”
25. Facta Universitatis - Series: Mathematics And Informatic – University of Nis, Serbia
26. Filomat – University of Nis, Serbia
27. Folia Zoologica – Czechoslovak Academy of Sciences
28. Functiones et Approximatio Commentarii Mathematici - Poznań
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29. Glasnik Matematički Serija III - Zagreb
30. Hiroshima Mathematical Journal
31. Hokkaido Mathematical Journal
32. Jahrbuch Bayerische – Akademie der Wissenschaften
33. Jahrbuch der Akademie der Wissenschaften in Göttingen
34. Journal of the London Mathematical Society
35. Klapalekiana – Czech Entomological Society
36. Lecturas Matemáticas - Colombia
37. Palæobiodiversity and Palæoenvironments – Senckenberg Research Institute
38. Proceedings of the London Mathematical Society
39. São Paulo Journal of Mathematical Sciences
40. SUT Journal of Mathematics - Science University of Tokio
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