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1 Introduction

Il est bien connu que dans une Q-algèbre topologique, le spectre de tout élément

est borné. De même, on sait que dans une Q-algèbre normée commutative, et plus

généralement dans une algè bre normée bilatérale, et unitaire, tout idéal maximal est

de codimension 1. Par ailleurs, une Q-algèbre topologique cyclique, (i.e., peut être en-

gendrée par un seul élément), est de dimension finie. Il s’agit là de propriétés algébriques

d écoulant de propriété Q-algèbre. Dans cette note, nous nous intéressons au problème in-

verse. Plus précisément, nous donnons des conditions algébriques entrâınant la propriété

Q-algèbre. Certaines de ces conditions (Radicale, Produit fini de corps) ont un car-

actère “universel”, i.e., elles entrâınent la propriété Q-algèbre quelle que soit la nature de

la topologie. D’autres, (algébricité, noethérianité, artinianité, factorialité, semi-localité)

l’entrâınent seulement dans certaines classes d’algèbres topologiques.

2 Préliminaires

Soit A une algèbre. Un élément x de A est dit quasi-inversible s’il existe y ∈ A

tel que x ◦ y := x + y − xy = x + y − yx = 0; ce qui équivaut à dire, dans le cas

unitaire, que e − x est inversible; où e est l’unité de A. L’ensemble de tels éléments est

noté Gq(A). Dans le cas unitaire, le groupe des éléments inversibles de A est noté G(A).
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L’algèbre A est dite bilatérale si Ax = xA, pour tout x ∈ A ([4], p.704). Elle est dite semi-

locale si elle est commutative, unitaire et n’admet qu’un nombre fini d’idéaux maximaux.

Une algèbre est dite noethérienne (resp. artinienne) si la famille de ses idéaux à gauche

satisfait la condition de la châıne ascendante (resp. descendante) pour l’inclusion. Une

algèbre commutative intègre est dite factorielle si tout élément non nul et non inversible

se décompose de façon unique en un produit fini d’éléments irréductibles ([1], Proposition

2, p.228).

Soit τ une topologie d’algèbre sur A i.e., une topologie d’espace vectoriel pour laquelle

le produit est séparément continu. On dit que (A, τ) est:

1. Une F -algèbre si τ est métrisable complète

2. Localement convexe (a.l.c., en abrégé) si τ peut être définie par une famille de

semi-normes.

3. Localement multiplicativement convexe, qu’on notera a.l.m.c., si τ peut être définie

par une famille de semi-normes sous-multiplicatives.

4. Advertiblement complète, toutes les fois qu’une suite généralisée de Cauchy (xλ)λ,

laquelle est advertiblement nulle dans A, dans le sens que: xλoy −→ 0 ←− yoxλ,

pour un certain x ∈ A, converge dans A, d’où sa limite est évidemment le quasi-

inverse de x.

5. De Fréchet, si c’est une F -algèbre qui est en plus une a.l.m.c..

6. Une Q-algèbre si l’ensemble de ses éléments quasi-inversibles est ouvert; ce qui

équivaut à dire, dans le cas unitaire, que le groupe des éléments inversibles est

ouvert.

Toutes les algèbres considérées sont supposées complexes.

3 Conditions algébriques entrâınant la propriété Q- algèbre

Il est clair que la finitude de la dimension est à caractère “universel” (En fait, une

algèbre de dimension finie est de Banach). La proposition suivante, dont la preuve est

facile, donne deux autres conditions ayant ce caractère.

Proposition 1 Soit A une algèbre. Alors (A, τ) est une Q-algèbre, pour toute topologie

d’algèbre τ, dans chacun des cas suivants:

1. A est radicale.

2. A est un produit fini d’algèbres qui sont des corps.
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Remarque 1 Une algèbre topologique qui est un produit infini d’algè bres qui sont des

corps n’est pas nécessairement une Q-algèbre. En effet, l’algèbre C
N des suites complexes,

munie de la topologie produit n’est pas une Q-algèbre. En fait, elle ne peut ê tre munie

d’aucune topologie de Q-algèbre vu qu’elle contient des é léments à spectre non borné.

Le résultat suivant établit une réciproque de la proposition précédente.

Proposition 2 Soit A une algèbre commutative unitaire semi-simple qui est une Q-

algèbre pour toute topologie d’algèbre. Alors, tout id éal premier de A est maximal. Si,

de plus, A est noethérienne, elle est isomorphe à un produit fini d’algèbres qui sont des

corps.

Preuve. Soit (Mi)i∈I la famille des idéaux maximaux de A. Si I est réduit à un

seul élément, alors l’algèbre est un corps vu qu’elle est semi-simple. Supposons main-

tenant que I n’est pas un singleton. Considérons i0 ∈ I et posons L =
⋂

i�=i0 Mi. Sup-

posons que L est nul. On munit A de la topologie d éfinie par la famille de semi-normes

(pi,f )i∈I\{i0}, f∈(A/Mi)∗ , avec pi,f (x) = |f(si(x))| , pour tout x ∈ A, où si est la surjection

canonique de A sur A/Mi et (A/Mi)
∗ est le dual algé brique de A/Mi. Remarquons que,

pour tous i ∈ I et f ∈ (A/Mi)
∗, le noyau de pi,f contient l’idéal Mi. Montrons qu’il existe

J fini contenu dans I\{i0} tel que Mi0 contient
⋂

j∈J Mj. Dans le cas contraire, pour toute

partie finie J de I\{i0}, il existe xJ ∈
⋂

j∈J Mj) et xJ /∈Mi0 . On a alors Mi0 + AxJ = A.

Donc, il existe aJ ∈ A et mJ ∈Mi0 tel que e = mJ +aJxJ . Or la suite généralisée (aJxJ)J

converge vers zéro, et donc la suite (mJ)J converge vers e, ce qui est impossible vu que

Mi0 est fermé. Ainsi, il existe J fini contenu dans I\{i0} tel que Mi0 contient
⋂

j∈J Mj. Par

suite, il existe j ∈ J tel que Mi0 = Mj; ce qui ne peut être le cas. Donc né cessairement

L est non nul. De plus, on a Mi0 ∩L = {0}. Comme A n’admet pas d’éléments nilpotents

non nuls, vu qu’elle est semi-simple, il existe un idéal premier minimal P de A ne con-

tenant pas L; l’idéal P contient alors Mi0 et par suite P = Mi0 . Supposons maintenant

que A est, de plus, noethérienne. Par ([5], Théorème IV.4, p.66), A est artinienne. On

conclut par ([5], Corollaire, p.67).

Proposition 3 Soit A une algèbre unitaire algébrique. Alors A est une Q-alg èbre pour

toute topologie définie par une norme d’algèbre.

Preuve. Soit ‖.‖ une norme d’algèbre sur A. Considé rons x ∈ A tel que ‖e− x‖ < 1.

La sous-algèbre C[e, x] de A, engendrée par {e, x}, est de dimension finie. Donc c’est une

algèbre de Banach. D’où l’inversibilité de x dans C[e, x], et par suite dans A.
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Remarque 2 Une algèbre algébrique A-normée, (i.e., dont la topologie est définie par

une norme d’espace vectoriel), n’est pas né cessairement une Q-algèbre comme le montre

l’exemple suivant: Soit A l’algèbre des suites complexes nulles à partir d’un certain rang

munie de la norme: ‖(xn)n‖ =
∑

n≥0 |xn| /(n+1). Il est clair que le produit est séparément

continu. De plus, A est algébrique. Cependant, A n’est pas une Q -algèbre. En effet,

supposons le contraire. Il existe alors une constante K > 0 tel que ρ(x) ≤ K ‖x‖ ,
pour tout x ∈ A, où ρ(x) désigne le rayon spectral de x dans A. Pour un entier m non

nul, considérons l’élément (xm
n )n de A, où xm

n = mδm,n , le symbole δm,n étant celui de

Kronecker. Alors on a: 1 ≤ K/n, pour tout n. Ce qui ne peut être le cas.

Une condition algébrique moins forte que l’algébricité est la finitude du spectre. La

question suivante se pose alors: Une algèbre norm ée dont le spectre de tout élément est

fini est-elle né cessairement une Q-algèbre?. La réponse est négative. Dans la remarque

ci-dessous, nous donnons un exemple d’une algèbre normée commutative dont le spectre

de tout élément contient au plus deux points et qui n’est pas une Q-algèbre.

Remarque 3 Soit B une algèbre de Banach commutative unitaire intègre non semi-

simple et x ∈ RadB non nul (par exemple, l’unitizée de l’algè bre de convolution L1 [0, 1]).

Soit A la sous-algèbre de B engendrée par la partie {x, (x−λe)−1, λ ∈ C\{0,1}}. L’algèbre

A n’admet que deux idéaux maximaux; et donc le spectre de tout élé ment de A contient

au plus deux points. En particulier, SpAx = {0, 1}. Par ailleurs, ρ
Ã
(x) = ρB(x), où Ã

est la complétée de A. Comme x est dans le radical de B, ρB(x) = 0. Il en résulte que

Sp
Ã
(x) = {0} = SpA(x). Donc A n’est pas une Q-algèbre. Notons à ce propos, qu’une alg

èbre normée dont le spectre de tout élément est réduit à un seul point est une Q-algèbre.

Moyennant le théorème de Gelfand-Mazur, on montre que dans une Q -algèbre m-

convexe bilatérale et unitaire tout idéal maximal est de codimension 1. Voici une réciproque

de ce résultat. Mais donnons d’abord le lemme suivant dont la preuve ne présente aucune

difficulté.

Lemme 4 Soit A une algèbre topologique unitaire. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. A est une Q-algèbre.

2. Rad(A) est fermé et A/Rad(A) est une Q-algèbre, où Rad(A) désigne le radical de

Jacobson de A.

Proposition 5 Soit A une algèbre bilatérale unitaire dans laquelle tout idéal maximal est

de codimension 1. Alors A est une Q-algè bre, pour toute topologie d’a.l.m.c. de Fréchet.
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Preuve. Soit τ une topologie d’a.l.m.c. de Fréchet sur A et τ̃ la topologie quotient de

A/Rad(A), où Rad(A) est le radical de Jacobson de A. L’algèbre (A/Rad(A), τ̃) est une

a.l.m.c. de Fréchet. De plus, elle est commutative. D’aprè s ([9], Corollaire 3, p.296), elle

est une Q-algèbre. D’où, via le lemme ci-dessus, A est une Q-algèbre.

Remarque 4 1. Le résultat précédent n’est pas valide sans la mé trisabilité comme le

montre l’exemple suivant ([9], Exemple 1). Soit A l’algèbre des fonctions complexes

définies et continues sur l’intervalle [0, 1] . Pour toute partie compacte et dé nom-

brable K de [0, 1] , on définit la semi-norme pK sur A par pK(x) = supt∈K |x(t)|.
Alors (A, (pK)K) est une a.l.m.c. complète qui n’est pas une Q-alg èbre. Cependant,

tout idéal maximal de A est de codimension 1.

2. Le résultat précédent est également non valide sans la m-convexité. En effet, con-

sidérons l’algèbre C [X] des polynômes à coefficients complexes. Pour tout entier

naturel n ≥ 1, notons par Cn [X] le sous-espace vectoriel (de dimension finie) de

C [X] formé des polynômes de degré inférieur ou égal à n. Munie de la topologie

localement convexe limite inductive du système (Cn [X])n≥1, l’algèbre C [X] devient

une a.l.c. complète. Par ailleurs, tout idéal maximal de C [X] est de codimension 1.

Mais elle n’est pas une Q-algèbre.

Désignons par X (A) l’ensemble des caractères continus non nuls de A. La proposition

suivante nous donne une amélioration du lemme 1.3, p. 187 de [6].

Proposition 6 Soit A une algèbre bilatérale unitaire.. Alors A est une Q -algèbre pour

toute topologie d’ a.l.m.c. advertiblement complè te dans laquelle X (A) est équicontinu.

Preuve. Supposons que X (A) est équicontinu. Soit 1 ≥ ε > 0. Il existe V ∈ VA(0) tel

que pour tout x ∈ V, Sup {|f (x)| : f ∈ X (A)} ≤ ε.

Par le fait que SpA(x) = {f(x) : f ∈ X (A)}, on a {x ∈ A : ρA(x) ≤ 1} := S(A) =

(X (A))
◦

:= {x ∈ E : sup {|f(x)| : f ∈ X (A)} ≤ 1} ⊃ V . Donc S(A) est un voisinage de

zéro. D’où le résultat.

Plus généralement on a le résultat suivant.

Proposition 7 Soit A une algèbre bilatérale unitaire.. Alors A est une Q-algèbre pour

toute topologie d’a.l.m.c. advertiblement complète dans laquelle la transformée de Gelfand

est continue.

133



Preuve. Supposons que la transformée de Gelfand soit continue. Par un ré sultat de A.

Mallios (Theorem 1.1, 182. de [6]), X (A) est é quicontinu. D’où le résultat.

Examinons maintenant une autre condition algébrique portant sur les idéaux princi-

paux de l’algèbre.

Proposition 8 Soit A une algèbre vérifiant la propriété suivante

∀x ∈ A, ∃n ∈ N, Axn = Axn+1 (∗)

Alors (A, ‖.‖) est une Q-algèbre, pour toute norme d’algèbre ‖.‖ dans chacun des cas

suivants:

1. A est unitaire.

2. A est bilatérale (en particulier, si A est commutative).

Preuve. Distinguons d’abord le cas où A est unitaire (d’unité e). Soit x ∈ A tel que

‖e− x‖ < 1. Considérons un entier n vérifiant Axn = Axn+1. Comme x est inversible dans

la complét ée de A, on a A = Ax. D’où l’inversibilité de x dans A. Passons maintenant

au cas où A est bilatérale (non né cessairement unitaire). Soit x ∈ A tel que ‖x‖ < 1 et

montrons qu’il est quasi-inversible. Soit n un entier vérifiant Axn = Ax2(n+1). Considérons

alors a, b ∈ A tel que xn+1 = ax2(n+1) = x2(n+1)b. Alors on voit facilement que l’algèbre

Axn+1 admet axn+1 comme unité à gauche. De même, elle admet xn+1b comme unité à

droite. Finalement, l’algèbre Axn+1 est unitaire. De plus, elle vérifie (∗) . Par le premier

cas, Axn+1 est une Q-algèbre. D’où la quasi-inversibilité de x dans A.

Comme conséquence, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 9 Soit A une algèbre unitaire ou bilatérale qui est artinienne. Alors A est

une Q-algèbre pour toute topologie m -convexe séparée.

Preuve. Soit (pi)i∈I une famille filtrante croissante de semi-normes sous-multiplicatives

sur A. Pour tout i, notons par Ni le noyau de la semi-norme pi. Comme A est artinienne,

il existe i0 ∈ I tel que que Ni0 soit minimal dans la famille (Ni)i∈I . Alors on a Ni = Ni0 ,

pour tout i ≥ i0. D’où Ni0 = {0} , vu la séparation. Par ailleurs, la topologie définie sur

A par la famille (pi)i∈I est plus fine que celle dé finie par la norme pi0 . Et on conclut par

la proposition préc édente.

Remarque 5 Une algèbre topologique quelconque vérifiant (∗) n’est pas nécessairement

une Q-algèbre. En effet, l’algèbre C
N , des suites complexes munie, de la topologie d éfinie

par la famille des semi-normes (pk)k≥0, avec pk((xn)n) = max{|xn| , n ≤ k} est une
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a.l.m.c. de Fréchet vérifiant C
Nx = C

Nx2, pour tout x ∈ C
N . Mais, elle n’est pas une

Q-algèbre puisque qu’elle contient des éléments dont les spectres ne sont pas borné s. Par

ailleurs, dans une algèbre commutative A vérifiant (∗) , tout idéal principal admet une

puissance qui est ferm ée. Ceci entrâıne la propriété “Q-algèbre” dans le cas normé.

Nous obtenons également comme conséquence le fait bien connu suivant.

Corollaire 10 Il n’existe pas de norme d’algèbre sur C
N .

Preuve. L’algèbre C
N vérifie C

Nx = IC
Nx2, pour tout x ∈ C

N . De plus, elle contient

des éléments de spectre non borné. Et on conclut par la proposition précédente.

Avant de continuer de dégager certaines conditions algébriques entrâınant la propriété

“Q-algèbre”, nous donnons le lemme suivant dont la preuve est analogue à celle de ([3],

Proposition 2.1, p.188).

Lemme 11 Soit A une F -algèbre commutative unitaire et qui n’est pas une Q-algèbre.

Alors il existe une suite (en)n d’él éments non inversibles de A, convergente vers l’unité

et tel que , Aen ⊂ Aen+1, pour tout n.

Proposition 12 Soit A une algèbre factorielle. Alors A est une Q-alg èbre pour toute

topologie de F -algèbre.

Preuve. Considérons une topologie de F -algèbre sur A. Montrons d’abord que si l’idéal

aA est dense dans A alors a est inversible. En effet, supposons que aA est dense. Par

le théorème de Mittag-Leffler ([2], Théorème 5.3, p.147), l’idéal ∩n≥0a
nA est aussi dense

dans A. En particulier, il est non nul. En utilisant l’unicité de la décomposition des

éléments non nuls de A en produit d’éléments irréductibles, on obtient que a est inversible.

Montrons maintenant que A est une Q-algèbre. Supposons que ce n’est pas le cas. Par

le lemme précédent, il existe une suite (en)n d’éléments non inversibles de A, convergente

vers l’unité et tel que Aen ⊂ Aen+1, pour tout n. D’après ([1], p.226), il existe un entier

n0 tel que Aen = Aen0 , pour tout n ≥ n0. Il en résulte que l’idé al Aen0 est dense dans A.

Donc, par ce qui précède, en0 est inversible; ce qui n’est pas le cas.
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Remarque 6 1. La complétude est nécessaire pour la validité du résultat précédent.

En effet, l’algèbre C [X] des polynômes à coefficients complexes, qui est factorielle,

munie de la norme ‖∑i aiX
i‖ =

∑
i |ai| n’est pas une Q-algèbre. De même, la

métrisabilité est nécessaire. (Voir Exemple 2, Remarque 4).

2. Une condition algébrique “proche” de la “factorialité” est le caractère “Bezout”: Une

algèbre commutative est dite de Bezout si tout idéal de type fini est principal. Une

F -algèbre de Bezout n’est pas nécessairement une Q-algè bre. En effet, considérons

l’algèbre H(C) des fonctions complexes holomorphes sur C. Munie de la topologie de

la convergence uniforme sur les compacts de C, elle devient une a.l.m.c. de Fréchet.

De plus, elle est intègre et de Bezout. Cependant, elle n’est pas une Q-algèbre

puisque son groupe des él éments inversibles est C
∗e qui n’est pas ouvert.

L’algèbre C [X] considérée dans 1. de la remarque ci-dessus jouit d’une autre propriété

algébrique, à savoir la noethérianité. Elle n’est pas une Q-algèbre. Cependant, dans le

cas métrisable complet, on a ce qui suit.

Proposition 13 Soit A une algèbre commutative noethérienne et unitaire. Alors A est

une Q-algèbre pour toute topologie de F -algèbre.

Preuve. Considérons une topologie de F -algèbre sur A et supposons que A n’est pas une

Q-algèbre. Comme dans la preuve de la proposition précédente, on met en évidence un

élément x non inversible de A tel que l’idéal I = ∩n≥0x
nA est dense dans A. Par ailleurs,

il est facile de montrer que xI = I. Donc, par ([8], Lemme 2, p.215), il existe a ∈ I tel

que (e− a)I = {0} , où e est l’unité de A. Il s’en suit que (e− a)A = {0} , vu la densité

de I. D’où a = e; et par suite x est inversible; ce qui n’est pas le cas.

Dans une Q-algèbre, le radical de Jacobson est fermé. La proposition suivante montre

que la réciproque est vraie dans le cas semi-local.

Proposition 14 Soit A une algèbre semi-locale. Alors A est une Q-alg èbre pour toute

topologie d’algèbre pour laquelle le radical de Jacobson de A est fermé.

Preuve. Soient M1, ...,Mr les idéaux maximaux de A. On a Rad(A) = ∩1≤i≤rMi qui est

fermé. Supposons que l’un des Mi, par exemple M1, n’est pas fermé dans A. Alors M1

est dense dans A. Il en résulte que Rad(A) = ∩2≤i≤rMi; et par suite M1 contient l’un des

Mi, où i ∈ {2, ..., r}. Ce qui ne peut être le cas.

Comme conséquence, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 15 Toute a.l.m.c. advertiblement complète semi-locale est une Q-algèbre.
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Remarque 7 Si l’algèbre A considérée dans la proposition 14, admet un seul idéal max-

imal, alors ce dernier est fermé pour toute topologie d’ a.l.m.c. séparée; et donc A est

une Q-algè bre. Voici un exemple montrant que ce n’est pas nécessairement le cas sans

la m-convexité. Soit C(X) l’algè bre des fractions rationnelles à coefficients complexes.

Par ([7], 3, p.731), elle est munie d’une topologie d’a.l.c. métrisable et à produit continu.

Notons par A la sous-algèbre de C(X) formée des fractions rationnelles qui peuvent s’

écrire P/Q avec Q(1) = 0. L’algèbre A est locale d’idéal maximal le noyau du caractère

χ, où χ(x) = x(1), pour tout x ∈ A. De plus, elle est dense dans C(X). Par ailleurs, le

caractère χ ne peut être continu car sinon il se prolongerait à C(X), ce qui ne pourrait

être le cas vu que C(X) est un corps. Le groupe des éléments inversibles de A, qui est

égal à A\Kerχ, n’est donc pas ouvert.
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