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Resumen

En recientes trabajos se ha senalado que numerosos polinomios ortogonales de
la tabla de Askey admiten desarrollos asintéticos en términos de polinomios de
Hermite y de Laguerre. A partir de estos desarrollos, se obtuvieron varios limites
conocidos y otros no conocidos entre los polinomios de la tabla de Askey. En este
trabajo, realizamos un andlisis exhaustivo de los tres primeros niveles de la tabla
de Askey, completando de este modo el andlisis asintético desarrollado por Lépez
y Temme. Por una parte, obtenemos desarrollos asintéticos de los polinomios de
Charlier, de Meixner-Pollaczek, de Jacobi, de Meixner y de Krawtchouk en térmi-
nos de polinomios de Hermite. Por otra parte, obtenemos desarrollos asintéticos
de los polinomios de Meixner-Pollaczek, de Jacobi, de Meixner y de Krawtchouk
en términos de polinomios de Charlier. Por tltimo, establecemos nuevas demostra-
ciones para los limites conocidos entre polinomios de los tres primeros niveles de la
citada tabla y deducimos limites nuevos.

Palabras clave: Desarrollos asintéticos, limites de polinomios, polinomios ortogo-
nales, tabla de Askey, polinomios de Hermite, polinomios de Charlier, polinomios de
Meixner, polinomios de Meixner-Pollazchek, polinomios de Krawtchouk, polinomios

de Jacobi.

1 Introduccién

La tabla de los polinomios de Askey recoge todas las familias conocidas de polinomios
ortogonales que pueden definirse en términos de funciones hipergeométricas. En [6] puede
encontrarse un estudio completo sobre los polinomios que aparecen en dicha tabla. En esta
pagina Web se resumen, entre otros aspectos, las definiciones, relaciones de ortogonali-
dad, relaciones de recurrencia, funciones generadoras o ecuaciones diferenciales satisfechas
por estos polinomios. Algunas de las formulas que se incluyen se pueden encontrar en

diferentes referencias bibliogréficas.
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Se conocen numerosas relaciones entre los polinomios de la tabla de Askey. Estas
vienen dadas en forma de limites cuando se hace variar algin parametro de los que
dependen los polinomios ortogonales hipergeométricos.

Los polinomios de Hermite

[n/2] (_1)1: o
H,(z) =n! ;;) m@x) ., neN, (1)
juegan un papel muy importante en la obtencién de numerosos limites de este tipo. Por

ejemplo, los polinomios de Gegenbauer G (x), definidos mediante la funcién generadora
(1-2zw4w?)7" =Y Glx)w", -1<2<1, |w|l <1,
n=0

verifican las siguientes relaciones

N (E
MM C @)
lim 9 "G (o) T) = - Hao). )

Limites como los anteriores permiten estudiar aspectos importantes de estos polinomios
como, por ejemplo, la localizacién de sus raices. En este sentido, la igualdad (2) muestra
que los ceros de G (x) se aproximan al origen cuando el pardmetro v toma valores que
tienden a infinito. Del mismo modo, la igualdad (3) nos muestra la relaciéon entre los
polinomios de Gegenbauer y los polinomios de Hermite adecuadamente escalados, cuando
el pardmetro v del que dependen los primeros tiende a infinito.

Andlogamente, los polinomios de Laguerre, L, (x, «), que se definen mediante la fun-

cién generadora

(1—w)lemw/0=w) = N L (z,a)w", a,z€C, |w| <1, (4)
n=0
verifican
1 — 2)”
lim a"Lo(oz,0) = L2 (5)
a—00 n.
_1\no—n/2
R _ (=pn2 El
Jim a7 L, (x\/a—l— a,a) = H, ) (6)

En este caso, el limite (5) permite estudiar la localizacién de las raices de L,(x,«a) y
(6) relaciona los polinomios de Laguerre escalados adecuadamente con los polinomios de
Hermite, cuando « tiende a infinito.

En [8] se observé que el limite (6) puede obtenerse como consecuencia de la existencia
de un desarrollo asintético de los polinomios de Laguerre en términos de polinomios de

Hermite para valores grandes del parametro a:
Cp Hn_k(X )

i) = (-1 B Y0 1 et
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donde X, B y otros aspectos se detallaran a lo largo del trabajo. Este desarrollo tiene
un cardcter asintético para valores grandes de || (ver Seccién 2.1). En particular, el
limite (6) se obtiene a partir de la aproximacién que proporciona el primer término de
este desarrollo.

El método a partir del cual puede obtenerse este tipo de desarrollos fue introduci-
do en [8, 9, 10]. En particular, en [8] y [10] se describieron métodos para aproximar
polinomios ortogonales en términos de polinomios de Hermite y polinomios de Laguerre,
respectivamente.

Gracias a estos métodos, en [8], se obtuvieron desarrollos asint6ticos de los polinomios
de Laguerre y de Jacobi dados en términos de polinomios de Hermite. De igual modo,
en [10], se obtuvieron desarrollos asintéticos de los polinomios de Meixner-Pollaczek, de
Jacobi, de Meixner y de Krawtchouk en términos de polinomios de Laguerre. Asimismo,
en [8] y [9] se determinaron desarrollos asintéticos que no estaban incluidos en la tabla
de Askey como, por ejemplo, los desarrollos en términos de polinomios de Hermite de los
polinomios de Tricomi-Carlitz, de los generalizados de Bernoulli, de Euler, de Bessel y de
Buchholz.

La obtencion de estos desarrollos asintéticos se basa en el conocimiento de la funcion
generadora de los polinomios y, por ello, se diferencia de las técnicas descritas en [3] y
en [4]. Asi, el método dado en [3] se basa en un problema de conexién y proporciona
informacion acerca de las relaciones entre polinomios ortogonales discretos y continuos de
la tabla de Askey. Sin embargo, el método que aqui se presenta proporciona desarrollos
asintéticos de polinomios ortogonales situados en un nivel de la tabla de Askey en térmi-
nos de polinomios situados en niveles inferiores y que, por lo tanto, son mas sencillos.
Este método también es distinto de los sofisticados métodos considerados en [11] y en
[12], en donde se consiguen desarrollos asintdticos de los polinomios de Charlier o de los
polinomios de Meixner de un cierto grado n para valores grandes de n. En el método que
aqui se presenta mantenemos el grado n constante y hacemos que ciertos parametros de
los polinomios tiendan a infinito.

En las Seccién 2 describiremos el método desarrollado en [8] para obtener relaciones
asintoticas en términos de polinomios de Hermite. Ademas, aplicaremos esta técnica para
obtener desarrollos de los polinomios de Charlier, de Krawtchouk, de Meixner, de Meixner-
Pollazchek y de Jacobi, obteniendo, de este modo, nuevos limites de los ya conocidos de la
tabla de Askey. En la Seccién 3 detallamos un nuevo procedimiento para obtener desarro-
llos en términos de polinomios de Charlier. Consideraremos los polinomios del tercer nivel
de la tabla de Askey (polinomios de Krawtchouk, de Meixner, de Meixner-Pollazchek y de
Jacobi) y obtendremos desarrollos asintéticos y, como consecuencia, limites de estos poli-
nomios. En ambas secciones, ilustramos los resultados obtenidos mediante experimentos

que muestran la precisién de las aproximaciones dadas en la Secciones 2 y 3.
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Figura 1: Tres tdltimos niveles de la tabla de Askey de los polinomios hipergeométricos
ortogonales. Las flechas gruesas indican relaciones asintéticas conocidas entre los poli-
nomios que conectan, mientras que las flechas finas indican nuevos desarrollos asintéticos

obtenidos en este trabajo.
2 Desarrollos asintéticos en términos de polinomios de Hermite

En esta seccién, detallamos el método introducido en [8] para estudiar el comportamiento
asintético de los polinomios ortogonales de la tabla de Askey y obtener, como consecuen-
cia, limites de dichos polinomios en términos de polinomios de Hermite.

Los polinomios ortogonales de la tabla de Askey p,(z), n € N se pueden representar

a través de series de potencias que los generan mediante
o
F(z,w) =) pa(z)uw", (7)
i=0

donde F(x,w) es una funcién analitica con respecto a la variable w en un dominio que
contiene al origen. La funcién F(x,w) se llama funcion generadora de la familia de
funciones p, (las cuales no dependen de la variable w).

A partir de la relacion dada en (7) y aplicando el Teorema de Cauchy, se obtiene la

siguiente representacion integral del polinomio p,

1
pn(x) = 5 /c Fz,w)w™ " duw, (8)
donde C es un circulo cerrado conteniendo al origen e incluido en el dominio de analiticidad
de F.
A modo de ejemplo, consideremos los polinomios de Hermite H,(z), n € N (ver (1)).

Esta familia de polinomios se puede obtener a partir de la funcién generadora

_ 2 Hy(x)
2zw—w? n n
e = 7;:0 W W e C, 9)
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de donde se deduce la siguiente expresion integral

|
Hy(x) = %/Ce%w_ww_(”“) dw, (10)

donde C' es un circulo cerrado conteniendo al origen e incluido en el dominio de analiticidad
de F.
Mediante el siguiente resultado, expresaremos polinomios ortogonales p,(x) como una

suma finita de términos que dependen de polinomios de Hermite H,(z).

Teorema 2.1 Sean p,(x) polinomios definidos por la funcion generadora
F(z,w) = ipn(x)w”, (11)
donde F(z,w) es una funcion analitica en w =0 y F(x,0) = 1. Sea
flz,w) = e‘Aw+Bw2F(x, w), (12)

y {cr(x) }ken, la sucesion de coeficientes tales que
f(x,w) = Z Ck(x)wkv co =1, (13)
k=0

donde A y B no dependen de w. Entonces p,(x) puede representarse mediante

polr) = o 30 IS e 2

= 2k (n—k)!
donde H,(x) son los polinomios de Hermite de grado n.

Demostracién. La representacién integral de p,(z) dada en (8) se puede escribir como

1

p(z) = i /CeAw_Bwa(:L',w)w_("H) dw. (15)

Ld L z — 2
Observemos que F como funcién de w es analitica y ademas f(z,w) = e~ A+BY" Pz, w).

Asi pues, podemos deducir que f como funcién de w es también una funcién analitica y,

por tanto, se puede expresar mediante una serie de potencias de w
o0
Fla,w) = 3 cxla)ut (16)
k=0
A continuacion, sustituimos (16) en (8) obteniendo de este modo

1 [e.¢]
pu(z) = 9mi /C > cr(@)e =B =D gy, (17)
k=0

Puesto que los términos del sumatorio correspondientes a los indices k tales que k — (n +

1) > 0 son funciones analiticas en el interior del dominio de integracién, entonces

/ ce(@)e Bt~ ) gy = 0, k>n+ 1.
c
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Por tltimo, teniendo en cuenta la representacién integral (10) de los polinomios de Hermite

y realizando el cambio de variable w — @ = v/Bw se obtiene (14). m

Observemos que los coeficientes A y B de (12) pueden depender de la variable x. Por
ello, si B se anula para algin valor de x(, entonces escribiremos
Pu(z) = A" f ﬁ
k=0 :
Para obtener propiedades asintéticas de (14), tomaremos coeficientes A y B para los que

c1 = ¢ = 0. Bajo estas condiciones, estos coeficientes quedan determinados mediante

1

A=p(@),  B=gpie) —p(o), (18)

asumiendo que F(z,0) = po(z) = 1 (lo cual implica ¢y = 1). Con esta eleccion de

coeficientes, tenemos

In(E (2, w)) = (@) + (pa(e) = 393@)) w2+ Ow?), w0

y por lo tanto, aproximamos en el origen la exponencial de (12) y la funcién F(x,w).
En las siguientes secciones, deduciremos las propiedades de los desarrollos (14) a partir
del comportamiento asintético de los coeficientes ¢, que en ellos intervienen, cuando el
correspondiente pardmetro tienda a infinito. El siguiente resultado sera de gran utilidad
para determinar buena parte de los comportamientos asintoticos de las sucesiones de

coeficientes ¢;, que apareceran en el trabajo.

Lema 2.1 Sean ¢1(w), ¢o(w) funciones analiticas enw = 0, cuyos desarrollos de Maclau-

rin se pueden escribir como
¢1(w) = pw™(ag + ayw + apw® +...),  da(w) = w"(by + byw + byw? + .. .),

donde n es un entero positivo y ay, by son numeros complejos que no dependen de p € C
para todo k € N vy, ademds, ag,by # 0. Sea ¢p(w) = ¢1(w) + P2(w) y sea {cx}ren la
sucesion formada por los coeficientes de la serie de potencias de la funcion f(w) = e?™)

y que, por lo tanto, verifica
f(w) = eP1(w)+2(w) Z ckw
Entonces co =1, ¢, =0, k=1,2,...,.n—1y

ek =0 (|pl*m),  p— oo

Demostraciéon. Consideramos, en primer lugar, el desarrollo en serie de potencias de
€¢1(w)

o0
Zékwk = 1)

_ i

k=0

kn

(ap + ayw + agw® + .. )" (19)
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Igualando los términos de los miembros de (19) correspondientes a potencias de w del

mismo grado, deducimos que ¢g =1, ¢, =0 para k= 1,2,...,n — 1y, ademas,
& =0 (|pl*m),  p— oo

Por otra parte, si estudiamos el desarrollo en serie de potencias de e®>(*)

Z Gt = W
k=0
00 W k 00 wkn
= ZM = Z—‘(b0+b1w+b2w2+)k,
= K pr
deducimos que ¢g = 1, ¢ = 0 para k = 1,2,...,n — 1 y los coeficientes ¢, no dependen

de pu.

Finalmente, obtenemos el resultado teniendo en cuenta

6¢1(w)+¢2(w) — Z Ckwk fd (Z 6kwk> <Z Ekwk>
k=0 k=0 k=0

e igualando de nuevo los términos de los miembros de la igualdad anterior correspondientes

a potencias de w del mismo grado. =

En las siguientes subsecciones aplicaremos el método desarrollado en el Teorema 2.1
para obtener desarrollos asintéticos de los polinomios ortogonales del segundo y tercer

nivel de la Tabla de Askey en términos de polinomios de Hermite.

2.1 Polinomios de Charlier en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Charlier, se definen mediante la funciéon generadora

e? (1 - E) => Mw”, z,w e C. (20)

|
a - n!

Asi pues, su representacién integral (8) es

| x
Cu(z,a) = [ ew (1 - E) w™ " du, (21)
c

i a
donde C es un circulo alrededor del origen y la integracion se hace en la direccién positiva.

Como en (12), hemos expresado la funcién generadora como

e’ (1 — %)x = AP (0 w), (22)

con coeficientes A y B que no dependen de w. Para obtener un buen comportamiento

asintético, a partir de (18), hemos definido



De este modo, hemos obtenido la representacién (14) de los polinomios de Charlier

L aw c_an,k(f) e a-—x
Cn(x,a)—z ];)Zk (n—k)" = 2&2’ 5_ m (23)

Hemos comprobado que con nuestra eleccion de Ay B, cg = 1, ¢; =0, ca =0y
c3 = —x/(3a®) en (23). Para determinar el resto de los coeficientes ¢, hemos derivado
en ambos miembros de la igualdad (22) y entonces hemos deducido que f satisface la
siguiente ecuacion diferencial

2 df

rwif = (w—a)a " (24)

Substituyendo en esta ecuacion diferencial f por su desarrollo en serie de potencias hemos

obtenido la siguiente relacién de recurrencia
a*(k + 1)cpy1 = a’key, — wep_s. (25)

A partir de (25) podremos calcular los coeficientes ¢, para todo k > 2.

Para estudiar el comportamiento asintético de (23), observemos que a partir de (25) y
por induccion sobre k se puede deducir de manera sencilla que la sucesién de coeficientes
¢, verifica

ck:(’)(a*k), a — 00.

Teniendo en cuenta que los polinomios de Hermite H,, ((a —x)/V 2:1:) tienen grado n con
respecto a la variable a, es decir, H, ((a —xz)/V 23:) = O (a") cuando a — oo y ademsds,
z=0(a"') cuando a — 0o, podemos determinar la naturaleza asintética de los términos

de (23), para valores grandes de a, con n y x fijados:

I I R (it IR 2%
tim e (555 i\ g ) =0 VR0 (26)

Las gréaficas de la Figura 2 muestran la precisién que se obtiene al aproximar los

polinomios de Charlier mediante el primer término del desarrollo obtenido en (23) para
valores crecientes del parametro a. Es de destacar la precision obtenida en la aproximacion
de los ceros de los polinomios.

Para poder expresar el limite de los polinomios de Charlier, cuando su orden tiende
a infinito, en términos de polinomios de Hermite, hacemos el cambio de variable z +—
(2a)'/2x + a. Con este cambio tenemos

a—+V2axr —a

lim £ = lim = —x, (27)
e T 2(V2ax - a)

y z = /2(v/2az + a)/2a verifica

lim v2az = 1. (28)

a—00
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Figura 2: Aproximacién obtenida con el primer término de (23) para n = 10. Las lineas

continuas representan Cyo(z,a). Las lineas discontinuas representan z'YHiy(€)/10!.

Tomando limites en (23) y usando (26), (27) y (28) obtenemos

lim (2a)"2C,((20)Y%x + a,a) = H,(—z) = (—=1)"H,(z), (29)

a—0oQ0

que corresponde a uno de los limites conocidos de la tabla de Askey (ver Figura 1).

La Figura 3, ilustra el limite (29).

a.- b.-
a=50
a=100
a=1000
a=2000 a=2000 .
a=1000 Z X\
a=100 -H7(x)
a=50

Figura 3: Limite (79) para diferentes a y n = 10.

2.2 Polinomios de Krawtchouk en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Krawtchouk K, (z;p, N) se definen mediante la funcién generadora

(1 - (1-p) w)x (14+w)V* = i\/: (Z)Kn(x;p, Nyw", z,weC, (30)

p n=0

donden=20,.... Ny0O<p<1.

Como en (12), expresamos la funcién generadora como

<1 _a ;p) w)m (1+w)N=" = =B (1 w), (31)
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donde A y B no dependen de w. Al igual que en (18), para obtener un buen compor-

tamiento asintético, tomaremos

N _
A=P"% p
P 2p

_p2N+x—2xp
= 5 )

De este modo, la representacion (14) se puede escribir como

(Z)Kn(x;p,N) :z”i%%, (32)

(n —

donde

B Np—=x
\/2(p2N +z— pr)'

Hemos comprobado que nuestra eleccion de A y B garantiza ¢co = 1, ¢; =0, co =0

\/pQN +x — 2ap
z= S
2p?

en (32) y, ademds, c3 = (—x + 3xp — 3xp? + p3N)/3p>. Para determinar el resto de los
coeficientes ¢, hemos derivado en ambos miembros de la igualdad (31) y entonces hemos

deducido que f satisface la siguiente ecuacion diferencial

w?((2zp? — 3xp — P°N + p>N + 2)w + = — 3ap + 32p* — p°N)f =
df

o (33)

= ((p — Dp*w’ + (2p — Dp*w +p*)

Substituyendo en esta ecuacién diferencial f por su desarrollo en serie de potencias hemos

obtenido la relacién de recurrencia
PPk+ e = p*(1—2p)key —p*(p— 1)(k — Vepy +
+(p*N — 32p* + 32p — )cp_o +
+(Pp*N — (22 + N)p* + 3zp — 7)cp_3. (34)
A partir de (34), siendo ya conocidos ¢y, ¢1, ¢o y ¢3, podemos calcular los coeficientes ¢y
para todo k > 3.

Para determinar el comportamiento asintético de los coeficientes ¢, cuando N — oo,

observemos que la funcién f(x,w) de (31) se puede escribir como

flz,w) = ew? (N1 (w)+z¢2(w))

9

donde

p1(w) = In(l+w)—w+w?/2,

ufw) = (P LI gy - o= 207,

De esta manera, aplicando el Lema 2.1 deducimos ¢, = O(N*/3) cuando N — oo.
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Por 1ltimo, teniendo en cuenta que & = O(N™?) y z = O(N™?) cuando N — oo,

deducimos que la sucesiéon {¢y} definida por ¢y := ¢ H,_(£)/2" tiene el siguiente com-

portamiento asintético:

b = O(NYHEBIERY N 00, k=0,1,2,....

Esta relacién explica la naturaleza asintética del dearrollo obtenido en (32) para valores

grandes de N, fijados x y n.

Las graficas de la Figura 4 muestran la precision que se obtiene al aproximar los

polinomios de Krawtchouk mediante el primer término de la representacién obtenida en

(32) para valores crecientes del pardmetro N. Es de destacar la precisién obtenida en la

aproximaciéon de los ceros de los polinomios.
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Figura 4: Aproximacién obtenida con el primer término de (32) paran = 10y p =

1/2. Las lineas continuas representan Kio(x;p, N). Las lineas discontinuas representan

la aproximacién z'°Hyo(€)/10!.

Para poder expresar el limite de los polinomios de Krawtchouk, cuando N — oo,
en términos de polinomios de Hermite, sustituimos =z — pN + x,/2p(1 — p)N Con este

cambio de variable

—zy/p(1 —p)N

lim £ = lim = -z

e o \/p(l —p)N + (1 —2p)x\/2p(1 — p)N
. . \/P(l —p)N + (1= 2p)zy/2p(1 — p)N

= 1.

De esta manera deducimos el siguiente limite

N—oo

I—p
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1/10!H10(x)
N=200
N=100
N=50
2 2
N=50
N=100
-2 2 N=200

1/151H15(x)

Figura 5: a.- Ilustra (35) para grado n = 10. b.- Tlustra (35) para grado n = 15.

2.8 Polinomios de Meixner en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Meixner M, (x; 3, c) se definen mediante la funcién generadora

<1 — %)m (1—w)™ P = i %Mn(az;ﬁ,c)w”, x,w € C,

n=0

donde g >0y 0<ec<1.

Como en (12), expresamos la funcién generadora como

(1 — %>x (1—w)™F = eAw_Bwa(x,w),

donde A y B no dependen de w.

Para obtener un buen comportamiento asintético, a partir de (18), definimos

A= %((c e+ p), B- %((1 — )z — BA).

De este modo, la representacién (14) se puede escribir como

) . n' n n Cr Hn,k(f)
Wl 000 = (35, " 2 K = hor

con

_\/(1—02)x g (c =1z + e
T 2¢? 2’ 2cz '

(36)

(38)

Hemos comprobado que nuestra eleccion de A y B garantiza ¢ = 1, ¢4 = 0, ¢co = 0 en

(38) y, ademds, c3 = ((¢®* — 1)x + 33)/3c3. Para determinar el resto de los coeficientes ¢y,

hemos derivado en ambos miembros de la igualdad (37) y entonces hemos deducido que

f satisface la siguiente ecuacién diferencial

w?(x — B — Er+w(Be —x — ) f = (—c+wlc+1) — wQ)%.
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Substituyendo en esta ecuacién diferencial f por su desarrollo en serie de potencias, hemos

obtenido la relacién de recurrencia

AElk+Veger = Ale+ Dkegp — Ak — ey + (B + P — 2)cp_g +
+(z — Az + B)cp—s. (40)

A partir de (40), puesto que ¢, ¢1, ¢2 ¥ ¢3 son ya conocidos, podemos calcular los coefi-
cientes ¢, para todo k > 3.
Para determinar el comportamiento asintotico de los coeficientes ¢ cuando  — oo,

observemos que la funcién f(x,w) de (37) se puede escribir como

fla, w) = v Bor(w)taex(w))

Y

donde
1 ) oo wk
— _—1In(1 — o — 9 — -
oilw) = Il —w) w2 =3

po(w) = In (%%) — (c— Dw/c— (& = Dw?/(2c%)

o0 Ck+3 -1 L

,§) (k1 3)chs

Usando el Lema 2.1 deducimos que ¢, = O(B%/3) cuando 3 — oc.

Por tltimo, teniendo en cuenta que ¢ = O(B8"?) y z = O(BY?) cuando f — oo
deducimos que la sucesién {¢y,} con ¢ 1= cx H,,_1(€)/z" tiene el siguiente comportamiento
asintotico

b = O(BVHERRY 5 00, k=0,1,2,....

Esto explica la naturaleza asintética de la representacion dada en (38) para valores grandes
del parametro 3, dejando x y n fijos.

Las graficas de la Figura 6 muestran la precisién que se obtiene al aproximar los poli-
nomios de Meixner mediante el primer término de la representacién obtenida en (38) para
valores crecientes del parametro 3. Es de destacar la precision obtenida en la aproximacion
de los ceros de los polinomios.

Para expresar el limite de los polinomios de Meixner, cuando 8 — oo, en términos de
los polinomios de Hermite, haremos el cambio de variable z — ¢(3 — \/W/C) /(1—¢). Con
este cambio, tenemos

c\/20/cx

lim £ = lim =z

P /2 fef — ol — )y 2Be

12¢
li — =1.
ﬁl—{goz I}
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TN AR W I I 700 1Y 580 e} o0

-1,5x10° 7,5x10%
p=100 B=200

Figura 6: Aproximacién obtenida con el primer término de (38) para n = 10y ¢ =
1/2. Las lineas continuas representan Mjo(z; 3, c). Las lineas discontinuas representan la

aproximacion z'YHy,(€)/10!.

De esta manera deducimos el siguiente limite

Jim (5), <%>/ M, (T (ﬁ - \/@) 26, c) = H,(x). (41)

. B=1000
B=10000
p=1000 B=50000
B=10000
1/10! HlO(V})\ B=50000
2111 \§§g//: T 2 2
-1/15!H15(X)

Figura 7: a.- [lustra el limite (41) en el intervalo [—2, 2] para grado n = 10. b.- Tlustra el

limite (41) en el intervalo [—2,2] para grado n = 15.

2.4 Polinomios de Meizner-Pollaczek en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Meixner-Pollaczek PN (x; ¢) se definen mediante la funcién generadora
id —\+ix —id —A—ix > ) n
(1—6 w) (1—6 w) => PV(z;p)w", z,weC, (42)
con A>0y0<o<m.
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Como en (12), expresamos la funcién generadora como
. —Atiz . —A—iz
(1 - e’¢w) i (1 - e’“ﬁw) — B (W), (43)

donde A y B no depended de w.

Para obtener un buen comportamiento asintético, a partir de (18), hemos definido
A =2\cos(¢) + 2sin(p)r, B = —Acos(2¢) — xsin(2¢).

De esta forma, el desarrollo (14) se puede expresar como

A (e 4\ om0 - C_anfk(f)
P (z;9) = 2 I;)Zk k) (44)

donde

Acos(¢) + sin(¢p)x .
\/—)\ cos(2¢) — xsin(2¢)

Hemos comprobado que nuestra eleccion de A y B garantiza ¢y = 1, ¢; = 0, co = 0 en (44)

z = \/—)\ cos(2¢) — xsin(2¢), &=

y, ademads, c3 = 2(Acos(3¢) + xsin(3¢))/3. Para determinar el resto de los coeficientes
¢x hemos derivado en ambos miembros de la igualdad (43) y deducido que f satisface la
siguiente ecuacion diferencial

df

2w? (A cos(3) + zsin(3¢) — (Acos(2¢) + zsin(2¢))w) f = (1 — 2 cos(p)w + w )dw

(45)

Substituyendo en esta ecuacién diferencial f por su desarrollo en serie de potencias hemos

obtenido la relacién de recurrencia

(k+1)cgrr = 2cos(@)ker — (K — 1)cg—1 + 2(Acos(3¢) + zsin(3¢))cx—2 —
—2(Acos(2¢) + zsin(2¢))ck—s. (46)
A partir (46), siendo ya conocidos ¢, ¢1, ¢y ¥y ¢3, podemos calcular los coeficientes ¢, para
todo k > 3.

Para determinar el comportamiento asintético de los coeficientes ¢, cuando A — oo,

observemos que la funcién f(x,w) de (43) es de la forma

)l

Flz,w) = e Oor(w)teor(w)

con

$1(w) = —In ((1 — ePw)(1 — e’ww)) — 2 cos(¢p)w — cos(2¢)w? =

& 2cos((k+3)9)
- X s W

1 — ePw

pa(w) = iln ( — 2sin(¢ —sin(2¢>)w2:

1 — e w

>, 2sin((k + 3)¢
2 ks
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De este modo, aplicando el Lema 2.1 deducimos ¢, = O(M¥/3) cuando A — oco. Por
tiltimo, teniendo en cuenta & = O(A"/?) y z = O(A"?) cuando A — oo deducimos que la

sucesion {¢p} con ¢y = ¢1,/2FH,_1,(€) tiene el siguiente comportamiento asintético
b = ONVHIRBI=RY N oo, k=0,1,2,....

Este comportamiento explica la naturaleza asintdtica de la relacién (44) para valores
grandes de A, con x y n fijados.

Las graficas de la Figura 8 muestran la precision que se obtiene al aproximar los
polinomios de Meixner-Pollazek mediante el primer término de la representacién obtenida
en (44) para valores crecientes del parametro A\. Es de destacar la precisién obtenida en

la aproximacion de los ceros.

4x10° 150" 6110° _ 710° _
B : : ; ; 5 !
: | . ’ ’
i ; ' : b ho i
i N HI | A ;
' i Vo H I | | !
' i 1 ' [l [l ' i [ "
=| da_n ! : l' A :/A - — ALA ! ; Vf\\ ,/\\/ I
-10 .:’;\7 Y/.::u 0-10/ \\/ Vn} 510-202 Y V | {20 30 E
|‘, |'| [ ! H H h [ H |
' \|! Vb H I i | i
i ol bil | ! !
v § F i ’ i !
] _ L] L | R : | _ B | B
4x10° 15310 6x10° 7x10°
=20 A=40 A=50 )=100

Figura 8: Aproximacién obtenida con el primer término de (44) paran = 10y ¢ =
7/2. Las lineas continuas representan Py ) (x;¢). Las lineas discontinuas representan la

aproximacion z'YHy,(€)/10!.

Para expresar el limite de los polinomios de Meixner-Pollazek, cuando A\ — oo, en
términos de polinomios de Hermite, hacemos el cambio de variable z — (sin(¢)) ™} (zvV )\ —

Acos(¢)) en (44). De este modo cuando A — oo obtenemos

Por lo tanto,

lim A~"/2P

A—00

<m81_n?;)os<¢> ; ¢> =

2.5 Polinomios de Jacobi en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Jacobi p{®?)(x) se definen mediante la funcién generadora

20¢+B [e's)

ST plef (@, R=V1- 27w+ w?, (48)

R1+R—w)(1+R+w)? =
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A=10
A=20 A=10
A=50 A=20
1/10'H1o(x)
A=50
-2 -2 2
1/15'H1s(x

Figura 9: a.- [lustra el limite (47) en el intervalo [—2, 2] para grado n = 10. b.- Tlustra el
limite (47) en el intervalo [—2,2] para grado n = 15.

conz,weC a>—-1yp[>-—1

Como en (12), escribimos la funcién generadora como
go+f3

R(1+R—w)*(1+ R+ w)?

= B f (g w), (49)

donde A y B no dependen de w.
Para obtener un buen comportamiento asintético, a partir de (18), hemos definido
A = z+12(a+F)r+1/2(a — f),
B = 1/2—2*+1/8(a+B) —1/4(a — B)x — 3/82%(a + 3).

De esta manera, la representacién (14) se puede escribir como

(a,8) _n - C_an—k(g)

(50)

donde

¢ = 12— 22+ 1/8(a + B) — 1/4(a — B)z — 3/82%(a + f),
r+1/2(a+ B)r + 1/2(a — ) '
2,/1/2 — 22 + 1/8(a + §) — 1/4(a — B)z — 3/82%(a + 3)

Nuestra eleccién de A y B garantiza ¢cg =1, ¢; = 0y ¢o = 0 en (50). Por simplicidad,

consideraremos que « y [3 verifican
a—p
a+ [

a+f— oo, — 0.

La funcién f(x,w) de (49) es de la forma

f(x’ w) = ew3(¢1(x7w)+(o‘+:8)¢2(w7w)+(a7ﬁ)¢3(x7w)).
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donde

¢1(r,w) = —In(R(w)) — 2w — (2* — 1/2)w?
gz, w) = —1/2(In ((1+ R(w))* - w?) - 21n(2) +aw + (327 — Dw?/4)
o3z, w) = 1/2 <ln (%) w — a:w2/2> .

Usando el Lema 2.1 y puesto que & = O((a + 3)"?), z = O((a + 3)*/?) deducimos
que la sucesiéon {¢y} definida por ¢y := cp/2*H,_1(&) tiene el siguiente comportamiento
asintotico

b = O((a+ B)V2HFEIERY X 500, k=0,1,2,....

Este comportamiento explica la naturaleza asintética de la relacién (50) para valores
grandes de a4+ (3, con x y n fijados.

Las graficas de la Figura 10 muestran la precision que se obtiene al aproximar los
polinomios de Jacobi mediante el primer término de la representacién obtenida en (50)
para valores crecientes del parametro o 4+ (3. Es de destacar la precision obtenida en la

aproximacién de los ceros.

2x10° 5,5x10° o 6x10 * ] 4x10 °
T T T o] K ] | ;
1 | 1 ! 1
' H |
| | | ; ;
| ! 1 ' .
' | : | ! '
] f Uy -,\‘. i. Al A :l E ':’\ VA\:/A ,\\‘ i : Av, - :.
08} [V 1106 08| 1 v Y v ¥ [os 05| 1 v/ N i {0504 il 04
v Iv : : )
': ! - i
| : !
2x10° 5,5¢10° 6x10* 4x10°
a=B=20 a=p=30 a=p=50 a=p=100
Figura 10: Aproximacion obtenida con el primer término de (50) para n = 10. Las
(a,8)

lineas continuas representan p;,"" (x). Las lineas discontinuas representan la aproximacién

ZloHlo( )/10‘

Para expresar el limite de los polinomios de Jacobi en términos de polinomios de
Hermite, realizamos el cambio de variable x — (v/2a + 28z 4+ —a)/(2+a+ ) en (50)y

obtenemos

4z '3
lim ——— =1,  lim = =1.
(a+B)—o0 /200 4 23 (a+B)—00

Teniendo en cuenta todo lo anterior, deducimos

i ( 4 )n ) (MQa—I—Qﬁx—l—ﬁ — a) _ Hu(x)

m 51
(a+B)—oc0 \ /20 + 203 " 24+a+p n! (51)
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o=p=50

a=p=100
a=p=200
1/10!'Hao(x)

Figura 11: a.- Ilustra el limite (51) en el intervalo [—2, 2] para grado n = 10. b.- Ilustra

el limite (51) en el intervalo [—2, 2] para grado n = 15.

3 Desarrollos asintéticos en términos de polinomios de Charlier

Nuestro objetivo ahora es adecuar el método descrito anteriormente para obtener desa-
rrollos asintéticos en términos de los polinomios de Hermite, al caso de los polinomios de
Charlie. Es decir, buscamos desarrollos asintoticos de los polinomios del tercer nivel de
la tabla de Askey en términos de los polinomios de Charlier.

Los polinomios de Charlier, cuya definiciéon viene dada en términos de la funcién

___1> 7 (52)

a

hipergeométrica
—-n, —r

Cn(z,a) = 2F <

para a > 0y x € N, son ortogonales con respecto a la medida discreta a®/z! y tienen la

siguiente funcién generadora

w\® & Cu(z,a)
Y11—-—) = ——w" >0 53
‘ < a) nz::o a0 @5 (53)
que a su vez nos proporciona la siguiente integral de Cauchy
n! w\*
Cp(z,a)=— [ e <1 — —) ldw, 54
(z,a) 2mi Je ¢ a v v (54)

donde C es un camino cerrado alrededor del origen dentro del dominio donde F' es analitica.
Mediante el siguiente resultado, expresaremos polinomios ortogonales p,(x) como una

suma finita de términos que dependen de polinomios de Charlier C,,(z, C).

Teorema 3.1 Sean p,(x) polinomios definidos por la funcion generadora

Fle,w) = Y pale)ur, (55)
n=0
donde F(z,w) es una funcion analitica en w =0 y F(x,0) = 1. Sea
B A
Flaw) = e (1= 5) fow), (56)
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y {ck(z) bren, la sucesion de coeficientes tales que

o0

w) = kz_: cr(z)w”, (57)

donde A y B no dependen de w. Entonces p,(x) puede representarse mediante

”Z Lf)?) ¢£=A =B, (58)

donde Cy,(z,C) son los polinomios de Charlier de grado n y orden C.

Demostracién. La representacién integral de p,(x) dada en (54) se puede escribir como

pa(z) = L / eBv (1 — Bw)A f<x’w)dw. (59)

271 Je C wntl

Por otro lado, observemos que F'(z,w) es una funcién analitica con respecto a la variable
—A
w y, ademds, f(z,w) = e B¥ (1 - B—Cw) F(z,w). Asi pues, f(x,w) es analitica y por lo

tanto,
= a(x)w’, (60)
k=0

donde asumimos que po(x) =1 (es decir, ¢y = 1).

Si sustituimos (60) en (59) obtenemos

/CZ cp(z)eP" (1 - B—C%U>Awk_”_1dw. (61)

2m =

Puesto que los términos del sumatorio correspondientes a los indices k tales que k—n—1 >

0 son funciones analiticas en el interior del dominio de integracion, entonces

1 Bw\"
pn(x) = %/Cck(x)eBw (1 - Fw) Wl dw =0, k>n+1 (62)

Por tltimo, teniendo en cuenta la representacion integral (54) de los polinomios de Charlier

y realizando un cambio de variable adecuado se deduce (58). m

La eleccion de los parametros A, B, C' viene dada por las condiciones ¢; = 0, ¢o = 0,

c3 = 0. Obtenemos asi,

L AnE - p@)’
(2p1(z)? — 3p1(2)pa(x) + p3(x))*

p - I (2)?*p2(x) — 2pa(7)* + p1(7)ps() (63)
2p1(x)* — 3p1(2)pa(x) + p3(z)

o = 2a(x) = pi(2)*) (p1(2)*pa(7) = 2pa(2)* + pr(@)ps(x))
(2p1(2)* = 3p1(2)pa(w) + ps())”
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Observemos que el parametro C' depende de la variable x. Por tanto, en ese caso,
obtendremos un desarrollo de p,(z) en términos de polinomios de Charlier con un orden
dependiente de x. Evidentemente, ésta no va a ser una propiedad deseable a la hora de
analizar algunas propiedades de los polinomios p,(x), como por ejemplo al investigar sus
ceros; por ello, trataremos de evitarla. En primer lugar, tenemos la opcion de fijar este
pardametro tomando, por ejemplo, C' = a (haciendo asi que el orden sea independiente de
x), y resolver el sistema dado por ¢; = 0, ¢ = 0 para obtener los otros dos pardmetros
Ay B. Otra opcion a seguir es fijar dos pardametros y resolver la ecuacién, ¢; = 0 para
obtener el tercero.

Nuestro objetivo es analizar la naturaleza asintética del desarrollo (58) para algin
parametro asintético de los polinomios p,(x). Veremos que las propiedades asintéticas de
los desarrollos obtenidos se derivan tanto del comportamiento de los coeficientes ¢, como
del caracter de los parametros A, By C' en cada caso. Obtendremos desarrollos asintéticos
tomando ¢; = ¢3 = ¢3 = 0 (tres pardametros libres); o bien, ¢; = ¢ = 0 (dos pardmetros
libres); o bien, ¢; = 0 (un pardmetro libre). Analizaremos los tres casos considerando los

polinomios de Meixner, de Krawtchouk, de Meixner-Pollaczek y de Jacobi.

3.1 Polinomios de Meixner en términos de polinomios de Charlier

Los polinomios de Meixner vienen dados por la funcién generadora
F(z,w) = (1 — %>x (1—w)™F = i %Mn(a:,ﬁ,c)w”, (64)
n=0 "
con >0y 0<c<1. Siescribimos como en (56)
<1 — E>x (1—w) " P =B (1 - gw)Af(w,w), (65)

Cc

con f definida de la misma manera que en (60), entonces el desarrollo (58) de los poli-

nomios de Meixner en términos de los polinomios de Charlier es

(B)n M, (z, B,c) = 2"n! Z Lg)c.(), ¢E=A, z=B, (66)

donde los coeficientes ¢ se derivan de (60) con la funcién F(z,w) definida en (64).
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3.1.1 TRES PARAMETROS LIBRES

En este caso, resolvemos el sistema ¢; = 0, ¢ = 0, ¢3 = 0 para obtener

(1= A)a — B’

A = 5
(B + (3 = 1)x)
(= 1*x(B+u)
B = B3+ (3 — 1)’ (67)
L lem1Pa(dra) (=@ —pR)

(B¢ + (¢ = 1)z)*

Con esta eleccion, hemos comprobado que los primeros coeficientes ¢; son

- 2
co=1 ca=c=c=0 c¢= 40(20((1 1—)6:5)(51_;22)

El resto de coeficientes ¢; para k > 4, se puede obtener mediante la siguiente relacion de

recurrencia
1
Ck4+1 = (k; T 1) [_hlkck — hz(k - 1)Ck71 - h3(k - 2)Ck—2 + h4Ck73] ) (68)
donde
b — —BA(1+2¢)+(2+c—c—2c%)x b — —Bc +x — Ax
b c(Be+ (2= 1)) LT 2B+ (- 1))
(69)
AR+t e—N(i+ePr  (c=1(F+a)
9 = 4 =

(B + (2 —1)x) ’ 2B+ (- Da)

Esta relacion se obtiene sustituyendo el desarrollo en serie de Maclaurin de f en la ecuacion

diferencial

—w’(c—1)z(f+x)f =

= (c—w)(w—1) [503(7«0— 1)+ (c+c3(w— 1) —w) x}ﬁ

dw’
obtenida al derivar en ambos miembros de (65).
De forma sencilla, por induccién con respecto a k, podemos probar que ¢ = O(3°)
cuando § — oo. En efecto:
i) Para k =0, 1,2, 3,4, es inmediato ver que ¢, = O(3°) cuando 3 — co.
ii) Supongamos que ¢ = O(3°) cuando 8 — oo para todo k > 4. Por (69), h; = O(3°)

cuando (§ — oo para cualquier valor de z. Por tanto, a partir de (68) concluimos

Ck+1 = 0(50)7 S — oo,
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Teniendo en cuenta que ¢ = O(3°), 2 = B = 0(3°) y A = O(3) cuando 3 — oo, se
deduce que la sucesion {@ }, con ¢p = ¢ /2"C,_r (€, C), tiene el comportamiento asintético
dado por

o = 0" "), B — o0
con k=0,1,2,.... Teniendo en cuenta esto y que co = 1y ¢; = co = c3 = 0, la naturaleza
asintética de la representacién dada en (66) para valores grandes de (3, con x y n fijos

queda reflejada por

(B)nMn(z,8,0) = 2" [Cul(§,C)+ O (B"1)] . €=A, 2=B, B— o0,

donde hemos senalado el primer término, puesto que constituye una aproximacién de los
polinomios de Meixner debidamente escalados.
Observemos que de esta representacién no podemos obtener un limite para 3 — oo.

Sin embargo, si que se obtiene un limite si establecemos la relacién
_a
c= it
Para este caso, a partir de la recurrencia (68), se deduce que los coeficientes ¢ tienen el

comportamiento asintético ¢, = O(B%1) para 3 — oo. Por otro lado, los pardmetros en

este caso, vienen dados por

B (—a? + 2az + fz)°

A = 5
(—a? + 3a%x + 3afx + (2x)

B Ba+ Da(f+x) )
—a’ + 3a2x + 3afx + P2’

o - _apla+ B)z(B + x)(a® — 2ax — PBx)

(—a3 + 3a2x + 3afBx + f2x)’
Con estos valores obtenemos que
/2 =0(p7"), B— o0
y el desarrollo (82) se puede escribir

(8)M,(z, B, #) = ee0)+0(BY)], =4, =B, F- oo

Tomando limites en la expresiéon anterior

lim £ = lim A=u,

f—o0 B—o0
o C= o (1)

lim = lim =1,

B—oo (ﬁ)n f—o0 (5)n

y obtenemos finalmente el limite ya conocido de la Tabla de Askey (ver Figura 12)
a

lim M, (z, 3, ——) = Cp(z,a). 72

dim Mo (2, 3, ——5) = Cal,a) (72)
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0.0006 1 =250

B=500
80 90 100 %ﬁ 130 \\
v B=1000
-0.0006
Cs(x,100)

Figura 12: Limite (72) para n = 5.

3.1.2 DO0OS PARAMETROS LIBRES

Ahora fijamos B = 1 y resolvemos el sistema c¢; = 0 y ¢o = 0 para obtener

(x —c(f+x—1))>
(1—c?)x— G2

c(lx—c(f+z—-1))
Bl —c)x — pe®

Con esta eleccién comprobamos que los primeros coeficientes ¢ son

A:

, U=

Cozl, 01202:0,

r(=1+4+c+x—2cx+ )+ B(A +x—2cx + 2x)
32 (z—c(f+x—1))

C3 =

El resto se obtienen de la siguiente relacién de recurrencia

1

Ck+1 = m [hlkck + hg(l{ — 1)6]@71 + (Zg — hg(k‘ — 2)) Cr—2 + h4ck,3] s

con

c—Bc+ A1 —26—2x)+ 2z

= c(r—c(f+x—-1)) ’
b ABB+3r—1)—x—2cx
S e dptroD)
__ a-ca-p

T 2w —c(Bta—1))

e - r—cA(x+B)

P @a—cBtr-1)

. (4P (P4 —2c+Px)—a
S A(rx—c(f+x—-1))
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Esta relacion se obtiene al sustituir el desarrollo en serie de Maclaurin para la funcion f

en la ecuacion diferencial

e e (3 0) [ 2 )] =

=(c—w)(w—-1) [cw—wx+02(1+ﬁ(w—1)—x—i—wx)}%,

obtenida al derivar en ambos miembros de (65).
Por induccién con respecto a k, probamos que ¢; = O(3°) cuando 8 — oo. Como
claramente A = O(f) cuando  — oo, concluimos que la sucesiéon {¢y}, definida por

b = c1)2"Ch_i(&,0) = c1.Cp_i(€,C), tiene el comportamiento asintético dado por

¢p = 0" ") B — o0

para k =0,1,2,.... Por lo tanto, como ¢y = 1 y ¢; = ¢3 = 0, la naturaleza asintética de
la representaciéon dada en (66) para valores grandes de (3, con z y n fijos queda reflejada
por

(B)nMu(z,B,c) = Cal€,C) +O(B"%),  €=4, B— oo,

donde de nuevo hemos senalado el primer término, puesto que constituye una aproxi-
macion de los polinomios de Meixner debidamente escalados.

Como alternativa a la eleccion anterior, fijamos ahora el pardmetro
C=aB

y resolvemos ¢; = 0, ¢ = 0 obteniendo

A:a2(<c—12—1>$—ﬂ), B:B—aﬁ—<c_1)(ac+a_c)x.

c2

Hemos comprobado que los primeros ¢, vienen dados por

_ .3 3_1 3 -1
=1 e—e =0, 03233(0 ¢’ +a(ce ) + Bc(a )7
3ac?

mientras que el resto, como antes, se derivan de una relacién de recurrencia.

La funcién f(x,w) de (65) se puede escribir como

f(z,w) = e1(w)+zd2(w)

Y

donde las funciones
o1 (w) =p ((a — 1w —log(1 — w) + a*log (1 - %)) ,
Po(w) = wle—1)(e —c+ac) —log(1 —w) — a? (0_12 — 1> log (1 — %) + log <1 — %) ,

c2

tienen los siguientes desarrollos de Maclaurin

oo = i (1-2)+5 (- 5+
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oo = (103 (5-1) - et (0 (5 -1) - )

Por el Lema 2.1, deducimos que la sucesién de coeficientes ¢, tiene el orden ¢, = O(BF/3))
cuando f — oo. Considerando que C' tiene el orden O(f3) cuando 8 — oo si a #
1, observamos que la sucesién {¢.}, con ¢ = cp/2"H,_1(£), tiene el comportamiento

asintotico

{qﬁk:(’)(ﬁ[’“/3]’“), f—o00, k=0,1,2,..., sia#1,
dp = O(BEBIZ2RY 3 00, k=0,1,2,..., sia=1.

Asi pues, la naturaleza asintética de la representacién dada en (66) para valores grandes

de 3, con z y n fijos queda reflejada por

(B)nMa(z,8,¢) = 2" [Cu(6,C) + O (B7?)],  €=4, 2=Cla, (75)

para f —oosia# 1,y

(B)Ma(z,8,0) = 2" [Cu(6,C)+ O (B"7)] . £=4A, z=C, (76)

para f — oo si a = 1. Como siempre, hemos senalado el primer término del desarrol-
lo, puesto que constituye una aproximaciéon de los polinomios de Meixner debidamente

escalados como se puede comprobar en la Figura (13).

11 6 oAt 21

10 — 10 1
";: i . |E;“( A“A : . L \ JAY A .E i\ A\ A K
Oy ¢[00 |40 '-V i \/ i 220 350 \/ \% 710 800} v J 11300
10 H L W L L el L L gt
B=10 B=100 B=500 B=1000
Figura 13: Aproximacién (76) para n = 10. La linea discontinua representa

(8)10Mio(z, B3, ¢), la linea continua z'°Cyy (¢, O)

Si tomamos limites en (75), obtenemos

fim =7 (B) Moz, 8,0) = lim Co(§,C) = (1=a)™, 2=Cla, a#l  (70)

y dado que limg_. (8),/2" = 1/(1 — a)" deducimos

ﬁlim M, (z,8,c) =1, 0<c<l1. (78)
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3.1.3 UN PARAMETRO LIBRE

En esta ocasién, fijamos B = 1, C' = a y resolvemos ¢; = 0 obteniendo
AZCL(l—ﬁ—I-F%).

Ahora, la funcién f(x,w) de (65) se puede escribir como

f(:l?, w) — €¢1(w)+¢2(1‘,w)

?

donde las funciones
srfw) = 6 (alog(1- ) = log(1 — ),
a

Go(z,w) = —w—xlog(l—w)—l—a( 1+x—g>log(1—g)—|—xlog<1—%),

tienen los siguientes desarrollos de MacLaurin

H1(w) = ﬁw[ (1—%>+%(1_%>+..}7

¢( ) 2{1+x<1 1 1+1>+w<1+ (1 1 1+1>)+ ]
rw) = wl—+=(1—-=—-—=4+— —(=4z(1l-=—-= 4+ —
2\ 20 2 a 2 ac 3 \a? a? ¢ a?c

Por el Lema 2.1 tenemos que ¢; = O(B¥/?) cuando 3 — oco. Asi pues, la naturaleza
asintética de la representacion obtenida en (66) para grandes valores de 3 se deriva del

hecho de que la sucesién {¢y}, con ¢ = cx /2% H,,_1(£), tiene el comportamiento asintético
o =0 IR B~ oo, k=0,1,2,...,
y por lo tanto, podemos escribir
(B)nMy(w, B,0) = Cu(€,0) + O (B77), €= A4, (79)

para 3 — oc.

3.2 Polinomios de Krawtchouk en términos de polinomios de Charlier

Los polinomios de Krawtchouk vienen dados por la siguiente funcién generadora

1—p \* > (N
F(z,w) = (1 - pr> (T4+w)¥ " =>" <n>Kn(a:,p, Nyw", (80)
n=0
con N € Ny0<p<1. Siescribimos como en (56)
1-p \° B \*
(1 _ —pw> (14 w)V=e = B (1 - 510) iz, w), (81)
p

con f definida igual que en (60), el desarrollo (58) de estos polinomios en términos de los

polinomios de Charlier es

(Z)Kn(x,p, —"Z Lg)C) c=4 =5 )

donde los coeficientes ¢ se siguen de (60) con F'(z,w) dada en (80).
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3.2.1 TRES PARAMETROS LIBRES

En primer lugar, resolvemos ¢; = 0, ¢ = 0, c3 = 0 obteniendo asi

(Np? 4 x — 2pz)°

A = -
(Np3 + (=3p? +3p — 1))
(p— (N —2)x
B Np?+ (=3p2+3p— 1)z’ (83)
o (1 =p)p(N — x)x (Np* + 2 — 2px)

(Np3 + (—3p* + 3p — 1)z)°

Con esta eleccién hemos comprobado que los primeros coeficientes ¢, vienen dados por

(p—1)%z(z — N)
Co y 1 =0 =¢0C3 G4 42(Np? + 2 — 2pa)’

mientras que el resto se obtienen de la siguiente relacién de recurrencia

Chp1 = et 1) [—hikcy, — ho(k — 1)cg_1 — ha(k — 2)cp_a + hycg_3], (84)

con
Np*(3p— 1)+ (=Tp* +7p — 2)x
p(Np? +x — 2px)
(p — D(Np* + (=3p* +3p — 1)z)
p*(Np* +x — 2px)

by — Np’(3p—2)—(2p— 1)’z
’ p*(Np? + 2 — 2px)

by — (p —1*z(x — N)
’ P*(Np? +x —2px)

hlz

?

hs =

Esta relacion resulta de sustituir el desarrollo de Maclaurin de f en la ecuacién diferencial

w?(p —1)%z(z — N)f =
= (w+1)(p—w+pw) (Np3(1 +w) + (p—w+3pw —p2(2+3w)> x)%
obtenida al derivar en ambos miembros de (81).

Por induccién con respecto a k, utilizando la relacién de recurrencia (84), comprobamos
que ¢, = O(N?) cuando N — oco. Puesto que A = O(N) y z = B = O(N?) cuando
N — oo, podemos concluir que la sucesiéon {@y}, con ¢, = c/28C,_1(€,C), tiene el
comportamiento asintotico

¢ =O(N"*), N—o0

para k = 0,1,2,.... Esto explica la naturaleza asintética de la representacién (82) para

valores grandes de N, con x y n fijos:

(Z)Kn(a:,p,]\f):z" [M%-O(N”_‘l)], E=A, z=B8B,

n!

para N — oo. El primer término de este desarrollo se puede utilizar para aproximar los

polinomios de Krawtchouk para valores grandes de N.
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En la representaciéon anterior no podemos obtener un limite para N — oo. Sin em-

bargo, si que obtenemos un limite si establecemos
p=a/N.

Con esta eleccién, de la relacién de recurrencia (84) se deriva que los coeficientes ¢, tienen
nuevamente el comportamiento ¢y = O(N) cuando N — oo y los pardmetros (83) vienen

dados por
N (a® = 2az + Nz

A = 5
(a3 — 3a%x + 3aNz — N2x)

(a — N)N(N —z)x
a3 — 3a%x + 3aNx — N2z’

a(a — N)N(xz — N)z (a* — 2ax + Nx)
(a3 — 3a2z + 3aNz — N2z)°

por lo que observamos que ¢ /2¥ = O(N~*) para N — oo y el desarrollo (82) para valores

C:

)

grandes de N, con z y n fijos es

<]:>Kn(x,%,]\f) = 2" l%ﬂ?(]\f‘*)] ., £=A, z=B.

Tomando limites en la aproximacion anterior

lim £ = lim A=z,
N—o0 N—o00
m e = (86)
lim ——~ = lim ——~<=1
) T el

obtenemos finalmente el limite del esquema de Askey (ver Figura 14)

. a

3.2.2 DO0OS PARAMETROS LIBRES

En este caso, fijamos B = 1 y resolvemos el sistema ¢; = 0 y ¢y = 0 obteniendo

_ (p—Np+a) o= Pp—Np+a)
Np? +x — 2px’ Np? +x —2px’

Hemos comprobado que los primeros coeficientes ¢, vienen dados por
C():l, 01:C2:O,

—N (@’ +a—pzr)+x(l+3p°+a—p(+3))
3p? (—2 +p(N - 1)) '

C3 =
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0.00015 A

Cs(x,100)

-0.0001 1

Figura 14: Limite (87) para n = 5.

El resto de coeficientes se pueden calcular con la siguiente relacién de recurrencia

1

Chy1 = m [hikey + ho(k — 1)ck—1 + (i3 — hg(k — 2)) cx—2 + hacr—3] , (88)
donde

h (2—=3N)p? — 2z +p(4x+ N — 1)

! p((N—=1)p—2x) ’
b — (1—-3N)p® —p*(1 — 2N — 5x) + x — Hpx

2 p*((N—=1)p—x) ’
he = (p— 1)(Np* + x — 2px)

’ pP((N-1p—z)
b — (1 —p)(Np* +z — 2px)

4 — )

p*((N —=1)p—2x)
. ~N@*+x —pr)+z(1+3p*> + 2 —p(3+2)) (89)
’ p* (N —1)p—x) '

Nuevamente, esta relacién se obtiene sustituyendo el desarrollo de Maclaurin de la funcion

f en la siguiente ecuacion diferencial

w?*{—N (—pQw +pP(1+w)+x —px) +
to (1+w+p*(3+2w) + 2 —pB3+3w+x))}f =

= (w+1)(p—w+ pw) (p2(—1 + N+ Nw) + wx — p(x + 2wx)>%,

obtenida al derivar en ambos miembros de (81).
Por induccién con respecto a k, probamos que ¢z = O(N?) cuando N — oo y con-
siderando que A = O(N) obtenemos que la sucesién {¢}, con ¢p = c/2"Cp_1(€,C) =

cxCr_i(&,C), tiene el comportamiento asintético
o =O(N" ) N — o0
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para k = 0,1,2,.... Teniendo en cuenta esto, deducimos que la naturaleza asintética de

la representacién (82) para valores grandes de IV, con x y n fijos viene dada por

<N>Kn(x’p7 N) = M + O<Nn73>? f: A7
n n.

y el primer término es una buena aproximacion de los polinomios de Krawtchouk debida-
mente escalados.
Como alternativa, fijamos

C =pB/(1-p)

y resolvemos el sistema ¢; = 0 y ¢ = 0 obteniendo

Np? -2 — N
A=SEEEEEE S g TT
(p—1) p—1
Hemos comprobado que los primeros coeficientes ¢, vienen dados por
N —
COZ]-a 61202:07 3 = x7
3p

y el resto se obtienen de la correspondiente relacion de recurrencia.

La funcién f(x,w) de (81) se puede escribir como

flz,w) = N1 (w)+zg2 (w)

)

donde las funciones

o) = g [0 Dt = 1P ogtu+ 1) - g71og (14 0= 2,
po(w) = ﬁ [(p—1)w+(p—1)210g(w+1)—p210g <1+w—%>],

tienen las siguientes series de Maclaurin

hilw) = v’ <601p4> 209" — 150 (—p* + 2°) — 120° (—p + 39" = 3p°) + - ]
o (w) = w’ <66p4> [20p° — 15w (—p? + 2p*) — 120 (—p + 3p* = 3p*) + -] .

Por el Lema 2.1, ¢, = O(N¥/3). Por tanto, la sucesién {¢;}, con ¢ = cp/2FH,_(€),

tiene el siguiente comportamiento asintotico
o = ONFA-FY " N S 00, k=0,1,2,....

De esta manera, explicamos la naturaleza asintética de la representacion (82) para valores

grandes de N:

<Z>Kn<x,p,zv>:zn[Mw(w)]7 e—a, =="Pe o)

n!
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7
10 H "~ -1.5x10

0 30f | AVARE

1
" 10

N=50

N=1000

Figura 15: Aproximacién (90) para n = 10. La linea discontinua representa

(8)10Mio(z, 3, ¢), la linea continua z°Cy(&, C) /9!

cuando N — oo. En la Figura 15 podemos ver reflejada la aproximacién que proporciona
el primer término de (90).

Si tomamos limites en (90), tenemos

lim 27" (Z)Kn(%p, N) = lim Cn(4,C) = (_1>n(p— nt, z= (1=p) C, (91)

N—oo N—o0 n! n! P
y, considerando que limy_, (JX ) /2" = (=1)"(p — 1)™/n! obtenemos finalmente
A}im Ky(x,p,N)=1, 0<p<]1. (92)

3.2.3 UN PARAMETRO LIBRE

Fijamos ahora B =1y C = a y resolvemos ¢; = 0 para obtener

a(p— Np+ x)
p .

A=
En este caso, la funcion f(z,w) de (81) se puede escribir como

) = N s,
donde las funciones

w
¢1(w) = log(1 + w) + alog (1 - E) :

1 w

oz, w) = 5 (pxlog(l +w) + a(p + z) log (1 — E) +p ( — zlog (1 +w — E))) ,

tienen los siguientes desarrollos de Maclaurin
1 1 1 1
— 1— = “wl1 == e
P1(w) {2< )+3 ( >+ }

.




Por el Lema 2.1, concluimos que ¢, = O(N¥/2) cuando N — oco. Por tanto, la naturaleza
asintotica de la representacion obtenida en (82), para valores grandes de N, se deriva del

hecho de que la sucesién {¢y}, con ¢p = cx /2" H,,_1(£), tiene el comportamiento asintético
b = ONTEARY N 00, k=0,1,2,...,

y entonces

(M)t )= S&D Lo, e

n!

3.8 Polinomios de Meixner-Pollaczeck en términos de polinomios de Charlier

Los polinomios de Meixner-Pollaczeck vienen dados por la siguiente funcién generadora
. —Atiz —A—ix s
F(z,w) = (1 - e’¢w) i (1 i ) PA (93)
n=0
con A >0y 0<¢<m. Siescribimos como en (56)
(1= o) (1= eeu) > = oo (1= Z) faa (94
C Y Y
el desarrollo (58) para estos polinomios es

()\).’L‘(b nz nk§§)7 é':A? 2237 (95)

donde los coeficientes ¢ se derivan de (60) con F(z,w) definida en (93).
Si expresamos & + i\ = re 6 € [0, 7], r > 0, y consideramos el pardmetro asintético
r — 00; los resultados que obtengamos se cumplirdn uniformemente respecto a 6.

3.3.1 TRES PARAMETROS LIBRES

Resolvemos el sistema c¢; =0, co =0y ¢3 = 0, obteniendo

4 - _ 2 (A cos(2¢) + zsin(26))° . sin®(2¢ + 6)

B (Acos(3¢) + asin(3¢))> rsin2(3¢ +0)’

B 2(\ +a?)sin®¢ sin? ¢
b= - Acos(3¢) + wsin(3¢) _Qrsin(?)gb +6)’ (96)
o _ (/\2 + 22) sin? ¢ (A cos(2¢) + z sin(2¢)) _ o sin? ¢ sin(2¢ + 6)

N (A cos(3¢) + zsin(3¢))* sin?(3¢ + 0)

Los primeros coeficientes ¢ vienen dados por

C0:1, 61202203:0,
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. (A2 + 22)sin? ¢ sin? ¢
= - _

" 2(Xcos(2¢) + xsin(2¢)) " sin(2¢ + 6)’

mientras que el resto se derivan de la relaciéon de recurrencia

G = T Jlr 1 [—hiker — ha(k — 1)cg—1 — ha(k — 2)cp—o + hacy3] (97)
con
b Acos ¢ + 2Xcos(3¢) + x (sing + 2sin(3¢))  sin(¢ + 0) + 2sin(3¢ + 0)
e A cos(2¢) + x sin(29¢) T sin(2¢ + 6) ’
he = 2\ cos(2¢) + Acos(4¢) + 8z cos® psing sin(4¢ + 6)
2 A cos(2¢) + x sin(2¢) B sin(2¢ + 6)’
b Acos(3¢) +wsin(3¢)  sin(3¢ +0)
T Xcos(20) + wsin(2¢)  sin(2¢ + 6)’
b, - 2(\ +a2?%)sin®¢ 9 sin? ¢
LT Xeos(29) + sin(2¢) 7nsin(2¢ +0)

Esta relacién se obtiene sustituyendo la serie de Maclaurin de la funcién f en la ecuacion
diferencial

df

—w32rsin® ¢ f = — (1 + w? — 2w cos gb) (—sin(2¢ + 6) + wsin(3¢ + 0))%,

obtenida al derivar en ambos miembros de (94).

En este caso, la funcién f(z,w) de (94) tiene la forma

f(z,w) = e 1 (w)+2(w)

)

donde

1) = i log (
¢2(w) =0,

1 — we' sin® ¢ sin®(2¢ + 0) sin(3¢ + 6)
1- we—i¢> 2wsin(3¢ +0) * sin?(3¢ + 0) log <1 a wsin(?gb + 0)) ’

y el desarrollo de Maclaurin de ¢;(x,w) es
sin? ¢

hi(w) = ' <GOSin3(2¢—|—6)

> {15[—1 + cos(2(2¢ + 6))] +

+12w [—3 cos ¢ + cos(3¢ + 26) + 2 cos(bp + 26)] + - - -} .

Asi, por el Lema 2.1 concluimos que ¢ = O(r*/4) cuando r — oo, y considerando que
A=0(r),C =0(r)y z= B = O(r) cuando r — oo obtenemos que la sucesiéon {¢y},

con ¢, = ¢,/28C, 1 (&, C), tiene el comportamiento asintético
b =0 50, k=0,1,2,....
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La naturaleza asintdtica de la representacién (95) para valores grandes de N, con z y n

fijos queda reflejada mediante

Cn(&,C _
PO (z,¢) = 2" [—fl e (r 3)] ., €=A, 2=B8B, (98)
para r — oo uniformemente respecto a 6. Tomando limites en (98) obtenemos finalmente
n A7 2n n _
lim Re [xnp,gﬂ(x,@} = lim w =~ (2c0s(26) - 1) cos®™ ¢ cos " (3¢).  (99)

3.3.2 DO0OS PARAMETROS LIBRES

Fijamos B = 1 y resolvemos ¢; = 0 y co = 0 obteniendo

(1 —2rsin(¢ +6))? _ —1+2rsin(¢+90)

A= — _
2rsin(2¢ +0) 2rsin(2¢ + 0)

Los primeros coeficientes ¢, vienen dados por

_ 2r(r —rcos(2¢) +sin(3¢ +0))

T amesmh o 3(—1+2rsin(¢+0))

mientras que el resto se obtiene de la relacién de recurrencia

1
Ck+1 = (

m [hlk‘ck —f- hg(lf — 1)Ck_1 —I— (Z3 — hg(/{? — 2)) Cr—2 —I— h4Ck_3] s (100)

con

2rsin(3¢ + 6)
1—2rsin(¢p+0)’

2rsin(2¢ + 0)
hy =2 - hs =
! cos ¢ T 1= 2rsin(¢+06)’
~ —1+4rsin(¢ + 0) + 2rsin(3¢ + 0)
B 1 —2rsin(¢ +6) ’

2rsin(2¢ + 0)

h —
? 1 —2rsin(¢+6)’

hy =

(101)

2r (—r 4 rcos(2¢) — sin(3¢ + 6))
1 —2rsin(¢ + 0) ’

13 = —

Nuevamente, esta relacion resulta de sustituir la serie de Maclaurin de la funcién f en la

ecuacion diferencial

w?2r (r — rcos(2¢) — wsin(2¢ + 0) + sin(3¢ + 0)) f =

= (1 + w?* — 2w cos gb) (1 — 2rsin(¢ + 0) + 2rwsin(2¢ + 0)) af

%7
obtenida al derivar en ambos miembros de (94).

A través de la relacion de recurrencia, por induccién con respecto de k, probamos que
cx = O(r) cuando r — oo. Puesto que A = O(r) cuando r — oo, tenemos que la sucesién

{1}, con ¢y, = cp/2*Cr_i(€,C) = cCh_i(€,C), tiene el comportamiento asintético
b = O™ F), r— o0,
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uniformemente con respecto a 6, y para k = 0,1,2,.... La naturaleza asintética de la

representacion obtenida en (95) queda reflejada por

PO, ) = 2D Lo (m2), e,

n!
para r — oo, uniformemente respecto de 6.

Alternativamente, resolvemos ahora el sistema ¢; = 0, ¢co = 0 B fijando
C =aB
y obtenemos
A= —2a’rsin(2¢ +0), B =2r (sin(¢ + 6) — asin(2¢ + 0)) .
Hemos comprobado que los primeros ¢, vienen dados por
_2r (—sin(2¢ + 0) + asin(3¢ + 6))

60:1, 01202:0, Cs 3 .

Coeficientes de mayor grado vienen dados por la correspondiente relacion de recurrencia.

Nuevamente, la funcién f(x,w) de (94) se puede escribir como
f(z,w) = e¢1(w)+¢2(w)’
con
1 —we™i® — we™

. 1 — we'® 1 — wei®
pr(w) = e log <i> + log (Sin 9%) — 2wsin(¢ + 0) +

+a [w + alog (1 — %)} sin(2¢ + 0),

Po(w) = 0,

y el desarrollo de Maclaurin de ¢ (w) es

p1(w) = rw’ (ﬁ) {20a3 [—sin(2¢ 4 0) + asin(3¢ + 6)] +

15a*w [— sin(2¢ + 0) + a*sin(4¢ + 0)} + - } :

Por el Lema 2.1 tenemos que ¢, = O(r*/3) cuando r — co. Asi, la naturaleza asintética
para valores grandes de r de la representacién en (95) se deriva del hecho de que la sucesién

b = cr/2"H,_1(€) tiene el comportamiento asintético
o = O S0, k=0,1,2,...,

y entonces

PW(z,¢) = 2" [M +0 (ﬂ)] . £=A z2=0CJa, (102)

n!
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Figura 16: Aproximacién (102) para n = 10. La linea discontinua representa Pl(é‘ ) (x, ),
la linea continua 2'°Cy4 (&, C) /10!

parar — oo, uniformemente con respecto a #. Por ello, el primer término de este desarrollo
es una buena aproximaciéon de los polinomios como se ilustra en la Figura 16.

Tomando limites en (102) obtenemos

lim Re {Z_"Py)(x, ¢)] — lim M 1 ( cos ¢

cosp —a cos(2¢)> ’

z=C/a. (103)

A—00 A—00 TL' - n‘

3.3.3 UN PARAMETRO LIBRE
Fijamos B =1, C' = a y resolvemos ¢; = 0 obteniendo
A =a(l—2rsin(¢ +0)).
Expresamos ahora la funcién f(z,w) de (94) como
flz,w) = el o1 (w)+ea(w)
donde las funciones

p1(w) = ie?log (1 - wei‘z’) —ie " ]og (1 - we_i(f’) + 2alog (1 - E) sin(¢ + 6),
a

a

po(w) = —w —alog (1 — E) ;

tienen los siguientes desarrollos de Maclaurin

o1 (w) = w? <L) {3@4 [—sin(¢ + 0) + asin(2¢ + 0)] +

3ad
+2a*w [~ sin(¢ + 0) + asin(3¢ + 0)] + - - } :

1 1 1 1 1
Po(w) = w? <$> <§a4 + §a3w + 1a2w2 + Saw3 + - ) :
Por el Lema 2.1, tenemos que ¢, = O(r¥/2) cuando r — oo, y considerando que A = O(r)

concluimos en que ¢y = ¢;/2"H,_1(€) tiene el comportamiento asintético
q

b = O AR o, k=0,1,2,...,
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y por lo tanto,

PO(e,0) = ZED Lo (1), o g,

n!
para r — oo uniformemente respecto a 6.

3.4 Polinomios de Jacobi en términos de polinomios de Charlier

Los polinomios de Jacobi P (z) estdn definidos por la funcién generadora
200
R(1+ R—w)*(1+ R+ w)?

=> PP ()", R=+1-2zw+w?, zweC,

n=0
(104)
con a > —1y > —1. Si escribimos como en (56)
9a+f B B \4

Y 105
RO+ R—wr(l+R+w)? © ( c“’) fz,w), (105)

con f definida en (60). El desarrollo (58) de los polinomios de Jacobi es
PP (g) = 2" & Cnt(£,C) §=A, z2=BDB. (106)

=k (n—k)

donde los coeficientes ¢, se siguen de (60) con F(z,w) dada en (104).

3.4.1 DOS PARAMETROS LIBRES

Fijamos C'= B y resolvemos Ay B con ¢; =0y ¢o = 0. Obtenemos asi

A = i(4+a+ﬁ—2x(a—ﬂ)+$2(—8—3(04+5)))7

B = —j-1)Utatit2o—p)+eEtsat).

Los primeros coeficientes ¢ estan dados por

00:1, 01202:07

e (-G e (22 (e )

w

1 7 ) 5 21
c4:§+@(—a+ﬁ)+ﬁ(—a+ﬁ)x+<—§—3—2(a+5))x2
F2 (a2 + (24 ot ) et

Estudiamos ahora el comportamiento asintético cuando a+5 — oo con (o — 3)/(a+ ) —

0. De este modo, tenemos que la funcién f(z,w) de (105) se puede expresar como

(i, w) = P @) +oa(ew)
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donde

61 (2, w) = i (x—l)(6x+2)+210g2+4(6x — 2)log(1 —w) — log (R + 1)2 —u?)

w[_l_M 3(a — B)a*
4

_ 212
T+ 227 + 1

¢2(3§,w) = ] ‘|—(Oé—ﬁ)10g2+

(o —p)
4

+ [—1+2$2+ (—1+2x+3$2)] log(1 —w) —log R — (a« — ) log (1 —w+ R),

tienen un desarrollo de Maclaurin de la forma

o1 (7, w) = w (%) 8 (1 =38z — 32 4 52°) + 15w (1 — 62 + 5a") + -],
bo(z, w) = 0 (%) {(z 1) [80 (—4+ (8 +5(a — B)z + (16 + 5(a — §))a?) +
+15w(z + 1) (=32 + (=7 +20(a — 8))z + (128 + 35(a — B))a®) + 12u? () + -] }.

Por el Lema 2.1, tenemos que ¢, = O((a+3)¥/3) para a+3 — coy (a—p)/(a+3) —

0. La sucesion ¢, = c/2¥H,_1(£), tiene el comportamiento asintético

b = O((a+ BEEF o+ 5 — oo, O‘—ﬁ—>0 k=0,1,2,...,

a+p
lo que explica la naturaleza asintética de la representacién (106) para valores grandes de
a—+
PP () = 2m [ (5 .0) + 0O ((@ + 6)2)] , E=A, z2=C, (107)

para a+ 3 — ooy (a— f3)/(a+ ) — 0. Por ello, el primer término de este desarrollo es

una buena aproximacién de los polinomio como nos muestra la Figura 17.

6
; 2x10 ; : 10° . : 10 : ! 3xd !
\ /\ j :‘ ; ‘ ] /\ :
IR A ‘:;&,,/\: | ,\A: N s S
050 VT TN 0.5 -0.3:V N ~ \!03 -oz:\/ = N/ \‘;02031/ X \¥% [0.15
Pl 5 l ; L 9 : s : : 1 l :
t-4 -2x0 - -10 CEE TV - -3x10  B=700

B=100 B=300 B=500

Figura 17: Aproximacién (107) para n = 10. La linea discontinua representa P10 (:L' o),
la linea continua z'°C/y (&, C)/10!

Finalmente, tomando limites obtenemos

I; np a,f) Ii —
a+ggoo(& + 6) ( ) a+lﬁril><>0 n! n!

(108)

que ilustramos en la Figura 18.
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15 15
Figura 18: Limite (108) para diferentes a = 3 y n = 10 se representan (a + 3)~"P(*#)(z)
y (z/2)1/10!.
3.4.2 UN PARAMETRO LIBRE

Fijamos B =1y C = a y resolvemos ¢; = 0 para obtener
1
A= —§a(2(1’—1)+a—ﬁ+(a+ﬂ)).
Los primeros coeficientes ¢ son

C():]., 01:0

(@+8)—1-(a=0) = (5~ (a9 + =@ +8)) T+(1+ Sa+9)

1+1 1
Cg=—=+——=
2 2 2 8

Nuevamente, analizamos la naturaleza asintética para a+5 — ooy (a—f3)/(a+5) —

0. La funcién f(x,w) de (105) se puede escribir como

f(x’ w) — €5¢1(17w)+¢2(17w)

)

donde las funciones

1—%)—log<(R+1)2—w2>,

O1(z,w) = 2log2+ axlog(

—log R— (a— B)log (1 —w + R).

tienen los siguientes desarrollos de Maclaurin
2

96ab

O1(z,w) = {—24@5 + —48a*z + T2a°x* + w [(—323 — 48a°)x + 80a5x2} +

+w? [9a° — 240%z — 900’2 +1050°x"] + -},
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w2

oz, w) = P {a5 {—24 —3(a—B) +6(a — B)x + 242% + 9(a — ﬁ)xﬂ +

+6a" 2= (@ = B) = (24 (a = B))z] + w [8a* — da*(a — B) — 2a°(a — B)+
+(—8a® — 24a® — 4a*(a — 3) — 6a° (o — B))x + 6a° (o — B)z*+

+ (3207 +10a° (o — B))a*| +w? () + -}

Por el Lema 2.1, concluimos que ¢, = O((a + 3)/2). Por tanto, la sucesién ¢, =

cr /2P H,_1(€) tiene el comportamiento asintético
or = O((a+ B)" A (a+3) 00, k=0,1,2,...,

y para valores grandes de « + 3 la naturaleza asintética de (106), viene dada por

P () = —O"f,’ Vio(+p).  g=4

para (a + ) — oc.
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