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Abstract

Taking into account the simplicial models given in the category of exterior spaces we define and
develop homology invariants for this category: the M-homology and the $3-homology, as well as the
tubular and the closed tubular homologies. As an application we give a description of the reduced
Steenrod homology for compact metric spaces, X, in terms of the closed tubular homology of the
Lefschetz’s fundamental complex OFC(X).

1 Introduccién

En este trabajo continuamos el iniciado en “Homotopia propia simplicial I” (ver [21]) y nos dedicamos
fundamentalmente a estudiar invariantes de naturaleza homoldgica para la categoria de los espacios
exteriores E, en concreto la M-homologia, u homologia con la accién del monoide M, y la SR-homologia.
Para ello se hace un analisis preliminar de las distintas categorias de complejos de cadenas involucradas,
asi como de las categorias exteriores de complejos de cadenas, creadas partiendo de categorias en las
que intervienen los grupos abelianos con las nociones de exterior y simplicial. Estas relaciones se haran
a través de funtores de tipo Moore y de sumas alternas, aunque el que se utiliza en la practica es este
dltimo. Posteriormente se hace un estudio algebraico del anillo de las matrices localmente finitas con
coeficientes enteros y el funtor P de Brown, importantes para la construccién de la R-homologia. Se
estudian las homologias en si que surgen cuando existe la acciéon del monoide y en la que interviene el
anillo R, presentando riqueza en propiedades, como existencia de sucesiones exactas largas de homologia,
invarianza por homotopia exterior, etc. Cabe destacar la creacién en la 8-homologia de un algoritmo de
calculo para una amplia clase de gCW complejos; para ello se define el complejo de cadenas R-celular de
X y se ve que los grupos de homologia del gCW complejo X son los de su complejo de cadenas PR-celular
asociado.

La tltima seccién estd dedicada al estudio de otras homologias en los espacios exteriores que se

derivan de las ya estudiadas: la homologia tubular y la tubular cerrada. Estas homologias tienen especial
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importancia en el estudio del final de un espacio exterior y tienen como analogos la homologia del final y la
localmente finita respectivamente de un espacio topolégico. Entre sus propiedades destacan la existencia
de una sucesién exacta larga de homologia, invarianza por homotopia exterior, aditividad finita y teoremas
de tipo escisivo. En 1940 Steenrod [37] definié grupos de homologia para los espacios métrico-compactos
basados en ciclos regulares. Posteriormente, en 1961, J. Milnor [33] dio una caracterizacién axiomatica
para este tipo de grupos en la categoria de los pares de espacios métrico-compactos. Para un CW complejo
contable y localmente finito la homologia reducida de Steenrod de su compactificacién de Alexandroff es
precisamente la homologia celular basada en ciclos infinitos; es decir, se toma el complejo formado por un
producto de ciclicos infinitos donde el conjunto de indices de dicho producto es el cardinal de las celdas de
la dimensién correspondiente y el operador borde es el inducido por los niimeros de incidencia de dichas
celdas. La importancia de la homologia tubular cerrada radica en que, para CW complejos, K, localmente
finitos y con un ndimero contable de celdas en cada dimensién su homologia celular localmente finita
coincide, salvo un salto de dimensién, con la homologia tubular cerrada K dotado de cierta estructura
de gCW complejo, teniéndose como consecuencia que la homologia reducida de Steenrod de un espacio
métrico-compacto X es isomorfa a la homologia tubular cerrada de su complejo fundamental de Lefschetz

asociado [29], también llamado construccién telescépica de Milnor.

2 Categorias de complejos de cadenas.

Dada A una categoria abeliana se tiene una pareja de funtores,
N
AA® = ChTA,
P

entre la categoria de objetos simpliciales de A y la categoria de complejos de cadenas positivos en A. El

funtor N asigna a cada objeto simplicial, X, el complejo N(X), llamado complejo de Moore, y dado por
N(X)n =N ker{0; : Xp — Xp1}
dn ™) = 0,IN(X)p : N(X)p — N(X)p_1, n> 1.
El funtor N, junto con el funtor P que describiremos posteriormente, da lugar a una equivalencia de
categorias por el Teorema de Dold-Puppe.
Por otro lado existe otro funtor, K : AA”® — Ch'A, que a cada objeto simplicial de A, X, lo

transforma en el complejo K (X) :

K(X)n =X,

dX =5 (—1)i0; : Xy — Xy
Este ultimo funtor es mucho méas usado en homologia a pesar de no ser una equivalencia de categorias.
No obstante, los funtores N y K estdn relacionados pues existe una transformacién natural i : N — K,
la inclusién canédnica, tal que cada componente es una equivalencia de homotopia.

Se introduce y analiza la categoria de los complejos de cadenas exteriores positivos de grupos abelianos.
Esta categoria es equivalente a la de grupos abelianos simpliciales exteriores mediante una relacién del
tipo Dold-Puppe.

Dado un complejo de cadenas de grupos abelianos, (X, dX), se puede hablar de interseccién de subcom-
plejos. También, si f : X — Y es un morfismo de complejos, de la imagen y antiimagen de subcomplejos.
Se supondra a partir de ahora que los complejos considerados son positivos y se denotard un contenido,

C, cuando se haga referencia a subcomplejos.

Definicién 2.1 Un complejo de cadenas exterior de grupos abelianos consiste en un par (X, ¢), donde
X es un complejo de cadenas de grupos abelianos y € es una familia no vacfa de subcomplejos de X

verificando:
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(i) Si Fy, Es € €, entonces F1 N Es € ¢;
(i) SiFee, FC Xy ECF entonces F € ¢.

Definicién 2.2 Dado f: (X,e) — (X', €’), un morfismo de complejos entre complejos exteriores, se dice

que es exsteriorsi f~1(E) € €, para cada E € ¢'.

Esta categorfa se denotard como E-ChTAb, y se denominard de complejos de cadenas exteriores
de grupos abelianos. La siguiente construccién da lugar a un complejo de cadenas exterior de grupos

abelianos, para cada grupo abeliano simplicial exterior:
Definicién 2.3 Si (G, ¢) es un grupo abeliano simplicial exterior, se define el complejo exterior
(E-N)((G,¢)),

como el par (N(G),eg-n)((a.e))), donde N(G) es el complejo de Moore usual y la externologia es la que

admite como base exterior a los subcomplejos de la forma N(E), E € e.

Sif:(G,e) — (G,€') es un homomorfismo simplicial exterior, se induce de forma natural un morfismo
de complejos exterior,
(E-N)(f) = N(f) : N(G) — N(G").

Dado E € ¢/, f7Y(E) e e y N(f)(N(f~Y(E))) C N(E), luego efectivamente, es exterior. Todo esto da
lugar a un funtor E-N : E-AbA™ — E-ChtAb.

Para el caso clasico de los grupos abelianos, el funtor P de la equivalencia de categorias tiene la
definicién siguiente: Para cada ¢ > 0, se considera K[q] = L2"(A[q]), el grupo abeliano simplicial

generado por Alqgl, esto es,

Entonces se considera el complejo de cadenas N[q] = N(K][q]). Si C es un complejo de cadenas positivo

de grupos abelianos, y f : C' — C’ es un morfismo de complejos,

P(C)y = Homcn+an(Ng], C),
P(C)(¢) = Homen+ ab(NLA (p.),ide) = (NLA™ (.))*,
P(f)q = fe-

Este funtor se puede generalizar al caso exterior.

Definicién 2.4 Si (C,e) es un complejo de cadenas exterior de grupos abelianos, se define el grupo

abeliano simplicial exterior,

(E-P)((C;e)),

al formado por el par (P(C), E(E-P)((C,e))» donde la externologia es aquella que admite como base exterior

los subgrupos simpliciales de la forma P(E), E € ¢.

Es bien conocido que la homotopia en complejos de cadenas se puede describir en funcién del complejo
de cadenas N[1], anteriormente descrito: Si la categoria abeliana, A, es la de médulos sobre un anillo A,

C', C? son complejos de cadenas de médulos, se tiene el producto tensorial Ct @ C?,

(C'® Cz)p = @i+j:p(cz'1 ® ng)v
d(cj @ cF) =d'(c}) @ ¢ + (=1)'c; @d*(c5), ¢ € Cl, ¢} eCh.

Sean ey, e los generadores de N[1]o, y sea e el generador de N[1]; con d(e) = e; — eg. Una homotopia

de complejos entre 0 y f!, homomorfismos de complejos C — C’, es un morfismo de complejos D :
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C ® N[1] — C" con D(e; ® ¢) = fi(c). Si existe tal homotopia, se dice que f° es hométopo a f1. En
realidad, las dos nociones de homotopia existentes coinciden (véase [9]). Para médulos simpliciales K*,
K? se define K' x K? como
(K' x K?), = K; ®K37
(K x K2)(¢) = K'(p) x K*(¢).
Se comprueba que, si M es un médulo simplicial y K es un conjunto simplicial finito, entonces
M ® LA™ (K) =M x LA (K). El funtor N preserva la homotopfa.
Si f:(C,e) — (C’,€') un morfismo en E-ChT Ab se induce otro en E-AbA°" | (E-P)(f) = P(f).
Nétese que si E € €/, P(f)(P(f~*(E))) C P(E), por lo que, efectivamente, es exterior. Se obtiene de
aqui un funtor E-P : E-ChTAb — E-Ab2"".
El Teorema de Dold-Puppe [11] asegura que existen isomorfismos naturales NP 2 id, id = PN,
haciendo que ChtAb y AbA” sean equivalentes. Ocurre también esto con los funtores E-N y E-P, por

lo tanto:
Teorema 2.5 Las categorias E-ChTAb, E-Ab2™ son equivalentes.

Definicién 2.6 Se define el funtor E-K : E-AbA”" — E-ChtAb que a cada grupo abeliano simplicial
(G,¢e), le hace corresponder el complejo K(G) junto con la externologia generada por la base exterior
{K(FE) : E € e}. Para cada morfismo f : (G,e) — (G',&"), (E-K)(f)n = fn, que, de forma natural, es

exterior.

Por un lado, se ha definido la categoria de complejos de cadenas exteriores de grupos abelianos, y
por otro, se tiene la categoria de complejos de cadenas de grupos abelianos exteriores. Estas categorias
estdn relacionadas por un funtor fiel W” : E-ChTAb — Ch™(E-Ab). W”((C,¢)) viene definido como
W"((C,e))n = (Cp,en), donde &, es la externologia en C,, cuya base exterior estd formada por los
subgrupos {E,, : E € €};

Obsérvese que, a pesar de que la categoria de los grupos abelianos exteriores no es abeliana se pueden

construir los funtores K, N : (E-Ab)2”™ — Ch™(E-Ab), sin ningiin problema, gracias a su aditividad.

Proposicion 2.7 Los diagramas

E-K E-N

E-AbA™® E-Ch*Ab E-AbA™® E-Ch*™Ab
W/i lw// W/\L lW,/
(E-Ab)2” — Ch*(E-Ab), (E-Ab)2”™ — Ch*(E-Ab),

son conmutativos.

3 El anillo de las matrices localmente finitas.

En esta seccion se introduce el anillo R, de las matrices localmente finitas asi como un funtor aditivo
adjunto a derecha, P : E-Ab — R-Mod, de los grupos abelianos exteriores a los R-mddulos a derecha,
que dard lugar a una gran cantidad de relaciones y propiedades ttiles para la homologia. Se considera
N, el conjunto exterior cuya externologia es la de los complementos de sus subconjuntos finitos. Si
N(k) = {i € N:i > k}, entonces {N(k)} ren es una base exterior. Sea el grupo abeliano exterior (E-L)(N),
es decir, &7 ,Z con la externologia con base exterior {®7° ;Z};cn. Denotando por e; la sucesién de enteros
(0,0,...,0, 1(i7070, ...) entonces {e;}$°, genera, claramente, a B yZ. Por simplificar, se denotard a este

grupo abeliano exterior por 3.
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Dar un homomorfismo exterior, o : 3 — 3, es lo mismo que dar las imagenes {a(e;)}32,. Cada a(e;)
es una combinacién lineal finita de elementos {e;}$°,, y por otro lado, como « es exterior, para cada
k € N existe | € N tal que a(®2,Z) C $5°,Z. De esta manera, « se puede identificar con una matriz
infinita de orden N x N con coeficientes enteros tal que cada columna y cada fila tiene un nimero finito
de enteros no nulos. Este tipo de matriz se denomina localmente finita sobre Z. Si a(ey) = > oo, ates,

con k = 0,1, ..., entonces se interpreta como

El conjunto de las matrices localmente finitas sobre Z se denota como [f(Z). En este conjunto se puede
definir sin ningin problema la suma y producto matriciales dotandolo de estructura de anillo con unidad.
Por otra parte se considera Homg-an(3,3) definiéndose (« + 3)(k) = «a(k) + B(k), k € N. Entonces

Homg-ab(3,3) con la suma y la composicién tiene estructura de anillo con unidad. Adem4s,
Proposicién 3.1 Homg-ab(3,3) v 1f(Z) son anillos isomorfos.

Se llamard R al anillo Homg-ap(3,3) o bien [f(Z), y R-Mod a la categoria de SR-mddulos por la

derecha.
Proposicién 3.2 Homg-ab(3,-) es un funtor de E-Ab a R-Mod.

Se denotard por P al funtor Homg-ap(3,-) y se denominard funtor de Brown. El funtor P no es ni

fiel ni pleno. Sin embargo se tiene una propiedad interesante.
Proposicion 3.3 Ezxiste un isomorfismo natural de R-maodulos,

Homg-ab(3, G) = Hompx-Moa(P(3), P(G)),
cuando G recorre los grupos abelianos exteriores.

Obsérvese que el resultado no sélo dice que es biyeccion natural, sino que, ademas dice que es isomor-

fismo natural de R-mddulos.
Proposicién 3.4 FExiste un funtor adjunto a izquierda de P,
V :R-Mod — E-Ab.
Se deduce inmediatamente que V (R) 2 3, puesto que para cada grupo abeliano exterior G,
Homg-ab(V(R), G) 2 Homm-mod (R, P(G)) =2 P(G) = Homg-ab(3,G).
Ademas, se tiene
Proposiciéon 3.5 P : E-Ab — R-Mod es un funtor aditivo.

Existe de forma natural una adjuncién,

AP

o V [}
(R-Mod)2™ —= (E-Ab)A™.

op
pa

K

)

Ademés, como P preserva los limites al ser adjunto a derecha, entonces P2 (XE) = pA” (X)
para X grupo abeliano exterior simplicial y K conjunto simplicial.
Notacién: Dado F': C — D un funtor entre categorias punteadas, tal que preserva el objeto cero,

se induce un funtor entre las respectivas categorias de complejos de cadenas, Ch(F) : ChC — ChD,

Ch(F)(X)n = F(X,), d3""%) = Fa)),
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Proposiciéon 3.6 FExiste una adjuncion,
ChT(P)
Ch'(E-Ab) — Ch*(R-Mod),
Cht(V)
Cht(V) 4 Ch™(P).
Para finalizar esta seccion, se dan las relaciones de este funtor P con los funtores N y K mediante

diagramas conmutativos de funtores.

Proposicion 3.7 Fl siguiente diagrama es conmutativo:

N

(E-Ab)A™ Ch*(E-Ab)

pac l lcm(m

(R-Mod)4” — Ch"(%-Mod).

Andlogamente, eziste otro diagrama conmutativo sustituyendo N por K.

4 Homologias en la categoria de los espacios exteriores.

En esta seccién se crean invariantes de tipo homoldgico siguiendo la linea de los modelos simpliciales
creados y aprovechando todas las propiedades vistas. En primer lugar se hace un estudio de la homologia
que surge cuando existe la accién del monoide M = Homg(N, N), viéndose que coincide con la homologia
singular clasica de un determinado espacio de funciones. Este hecho hace que tenga propiedades tales
como la existencia de una sucesién exacta larga de homologia, la invarianza por homotopia exterior y un
teorema de Hurewicz en el que estardn involucrados los grupos de homotopia de tipo Brown [21].

En la otra homologia intervendra el mencionado anillo de las matrices localmente finitas. Entre sus
propiedades méas destacadas estan la invarianza por homotopia exterior, un teorema de tipo escisivo, la

aditividad finita y un algoritmo de calculo para gCW complejos.

4.1 M-homologia

Definicién 4.1 Sea X un espacio exterior. Un M-n-simplice singular exterior es una aplicacién exterior
u: NxA, — X. La i-cara de u es el (n — 1)-simplice singular exterior u(idN;((i-), donde &; : A,,_1 — A,

es la inducida por §; : [n — 1] — [n], 0 < i < n.

Si X es un espacio exterior se construye un complejo de cadenas de grupos abelianos con la accién

del monoide M segun la composicién de funtores:

Singe (LMO7)Ar

E % (SetsM®®)A® (ABM™)A K cpt(ApM™),

Nétese que M es una categoria pequeiia y Ab es abeliana, por lo que AbM®” es una categoria abeliana.
Asi, se tiene una equivalencia de categorfas: (AbM™)A"™ ~ Ch*(AbM""), mediante los funtores N
y P. La composicién de todos estos funtores E — Ch+(AbM°p) se denominars por CM, complejo de
cadenas de M-grupos abelianos. Explicitamente, si X es un espacio exterior y f es una aplicacion exterior,

entonces
CM(X), = L(Homg(NxA,, X)),

ST = S (1)L ((idw %)),
CM(f)n = L(f.).
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Definicién 4.2 Una pareja exterior, (X, A), consiste en un espacio exterior X y un subespacio exterior
AcCX.

Como CM(A) es un subcomplejo de CM (X)) se puede considerar el complejo cociente CM (X)/CM(A),
llamado complejo de cadenas de M-grupos de X relativo a A, y denotado por CM (X, A). Un morfismo

de parejas exteriores (X, A) — (Y, B) consiste en un par de aplicaciones exteriores, (f,g), f: X — Y,

T
X

donde 4, j son las inclusiones candnicas respectivas. Nétese que g = f|A, por lo que, de hecho, consiste

g : A — B haciendo conmutativo a

g
R

W

~

— Y,
!

en dar una aplicacién exterior f : X — Y tal que f(A) C B. Se induce de forma natural un morfismo

de complejos CM(f) = CM(f,g) : CM(X,A) — CM(Y,B) dado por la inducida en los cocientes de
CM(f): CM(X) — CM(Y).

Definicién 4.3 Dado (X, A) una pareja exterior se define su n-M-grupo de homologia como el del com-
plejo de M-grupos CM (X, A).

Si se denota por HM entonces HM (X, A) = H,,(C* (X, A)). Esta construccién da lugar, claramente,
a un funtor para cadan: HM : E(?) — AbM?” | Para cada morfismo de parejas, f, se considera HM(f) =
H, (CT(f)), comprobéndose que conserva tanto la composicién como la identidad. Aqui, E®) denota la
categoria de parejas exteriores.

Si (X, A) es una pareja exterior entonces (X, AN) es una pareja de espacios topolégicos. Se puede
considerar, asf, la homologfa singular clasica, H, (X", AY). Cabe preguntarse qué relacién existe, para

cada n > 0, entre H,JLM (X,A)y H, (XN, AN). El siguiente resultado da una respuesta a esta cuestion:
Teorema 4.4 FExiste un isomorfismo natural,

HM (X, A) >~ H, (XN, AY),
donde (X, A) recorre las parejas exteriores.

Si X es un espacio exterior se puede identificar con la pareja (X, (), surgiendo la nocién de homologia
exterior de X, HM (X) = HM (X, (). Asi, también toda aplicacién exterior f : X — Y se puede considerar
como (f, D) pudiéndose definir su homologia exterior. Uniendo lo anterior se tiene un isomorfismo natural
HM(X) =~ H,(XY). Otra propiedad interesante de esta homologfa es la existencia de una sucesién exacta
larga asociada a cada pareja exterior (X, A). Si (X, A) es una pareja exterior, entonces existe una clara

sucesion exacta corta de complejos de M-grupos abelianos,
0 —= CM(4) — oM (X) —L OM(X)/CM (A) —= 0,
donde 7, j denotan la inclusién y proyeccion candnicas respectivamente. Como consecuencia:
Teorema 4.5 Para cada pareja exterior (X, A) existe una sucesidn exacta larga,
s HM(A) = HM(X) T Y (X A) = HY (A) >

donde i, = HM (i), j. = HM(j) y 6. es el M-homomorfismo de conezion. Ademds, esta sucesion es

isomorfa a la correspondiente de la sucesion exacta corta:

0 C(AN) O(XN) — O(XN)/C(AY) —= 0.
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Para cada pareja exterior (X, A) surge un cilindro, (XXI, AXI) y morfismos de parejas dg,d; :
(X,A) = (XXI,AXI), p: (XxI,AXI) — (X, A).

Definicién 4.6 Sean f,g : (X,A) — (Y, B) dos morfismos de parejas exteriores. Se dird que f es
homoétopo a g, f ~ g, si existe un morfismo de parejas, F' : (XXI, AxI) — (Y, B), tal que Fdy = f,
F51 =4d.

Esta relacién es de equivalencia y compatible con la composicién. Si f, g son morfismos de parejas
exteriores v f ~ g entonces es sencillo establecer que fN ~ g~. Por otro lado, en Top la homologia singular
es invariante por homotopia entre morfismos de parejas de espacios. Entonces se tiene un resultado

analogo para exteriores, es decir, la invarianza por homotopia entre morfismos de parejas exteriores.

Teorema 4.7 Si f,g: (X, A) — (Y, B) son morfismos de parejas exteriores homdtopos entonces se tiene
que HY'(f) = Hy'(g)-

Como consecuencia, si f : (X,4) — (Y, B) es una equivalencia de homotopia exterior entonces
HM(f): HM(X, A) — HM (Y, B) es isomorfismo, para cada n > 0. Aprovechando de nuevo el isomorfismo

natural 72((X, a)) = 7, (XY, a), existe también un teorema de tipo Hurewicz.

Definicién 4.8 Sea X un espacio exterior y a € X, n > 1. Se define el M-homomorfismo de Hurewicz,
M 7B (X, a) — HM(X),

como el que se induce en el diagrama

mr (X, a)) o> HY(X)

ul im

(XN a) — H,(XY),

donde h,, : 7, (X", a) — H,(XY) es el homomorfismo de Hurewicz clésico.

Como consecuencia se obtiene un teorema de tipo Hurewicz exterior:
Teorema 4.9 Sea X un espacio exterior tal que

B _ B _
o (X) =0, 7; ((X,a)) =0, 1 <k <n,

para algin a € XN, y por tanto para cualquiera, con n > 2. Entonces hM : n2(X,a) — HM(X) es
isomorfismo y hi | : 7B (X, a) — HM | (X) es epimorfismo.
4.2 R-homologia

Si X es un espacio exterior se construye el complejo positivo de cadenas de R-médulos, CT(X), segin
la composicién de funtores C™ = KPA™ (B-L)A" W (E-Sing) : E — Ch*(%-Mod). Explicitamente,

CH(X),, = Homg-ab (3, L(Homtop(Ap, X))), n >0,
R . ~ %
di ) = L)
donde L(Homtop(Ayn, X)) tiene la externologia formada por los subgrupos exteriores de la forma
R
L(Homrop (A, E)), E e-abierto en X. Obsérvese también que ds (X)(a)(ek) = dg(x)(a(ek)), para cada
a € C’m(X)n, er € 3, donde dff()” denota el operador borde singular clasico.

Si (X, A) es una pareja exterior, C*(A) es un subcomplejo de R-médulos de C*(X). Asi, se puede
definir el complejo de M-mdédulos cociente, CT(X, A) = CH(X)/CT(A).
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Definicién 4.10 Dada (X, A) una pareja exterior se define su n-R-mddulo de homologia como el del
complejo de R-médulos, CR(X, A). Si se denota por HY' entonces H2(X, A) = H,(C(X, A)).

Obviamente esta construccién da lugar a un funtor, para cada n : H2' : E® — M-Mod. Por otro
lado, si A = (), se denota H2'(X) = HX(X, (). Asociada a cada pareja exterior, (X, A) existe una sucesién

exacta corta de complejos de SR-modulos,
0 —> C%(A) —= OR(X) —L= CR(X, A) —=0
donde i, j son la inclusién y proyeccién canénicos respectivamente. Como consecuencia inmediata:
Teorema 4.11 Si (X, A) es una pareja exterior entonces existe una sucesion exacta larga de homologia,
- HE(A) = HY(X) —"> H(X, A) = H (4) — -
con i, = HX(i), j« = H2(j), y 6« el homomorfismo de conexion.
También se tiene la invarianza homotdpica exterior:

Teorema 4.12 Si f,g : (X,A) — (Y,B) son morfismos de parejas exteriores homdtopos entonces
HY(f) = H\(g)-

Si X es un espacio exterior se puede considerar el complejo de cadenas de grupos abelianos exteriores
segin la composicién de funtores: D = K (E-L)2" W (E-Sing) : E — Cht(E-Ab). Obsérvese que, segiin
las conmutatividades vistas, Ch*(P)D = C%.

Definicién 4.13 Sea X un espacio exterior. Se dice que X es primer contable exterior, o bien E-C1, si

admite una base exterior contable 3 = {E,, }22.
Dado X espacio exterior E-C1 se puede considerar, sin pérdida de generalidad que
X=FEyDFE,DFE;,D..DF,D..

Esta nueva nocién se puede trasladar sin problemas a las categorias exteriores definidas.

Un hecho curioso en la categoria de grupos abelianos exteriores es que si p : G — H es un homo-
morfismo exterior sobre entonces p es cociente (sobre y la externologia de H es la de aquellos subgrupos
E < H tales que p~!(E) € eg) si y sblo si p transforma subgrupos exteriores en subgrupos exteriores.
Como consecuencia, si p : G — H es cociente entonces lleva cada base exterior de G en una base exterior
de H, y si G es E-C1 entonces H también lo es. Ademds, se puede comprobar que en las categorias
exteriores, ser E-C1 es una propiedad hereditaria. Por otro lado, si f : 3 — G es un homomorfismo de
grupos abelianos, donde G es grupo abeliano exterior E-C1, con base exterior 3 = {E,,}52,, entonces, se
tiene que f es exterior si y sélo si existe una sucesién {p(#)}2, C N, con (i) < ¢(i+1), i € Ny tal que
para cada l € Ny k > (I) entonces f(ex) € E;. De este modo, si C' es un grupo abeliano exterior E-C1,

(' subgrupo abeliano exterior y C//C” el grupo abeliano exterior cociente, se tiene que

P(3)

0—P(C") 22 p(c) L p(c/c) —=0

es una sucesion exacta corta de R-médulos (i : ¢/ — C'y p: C — C/C’ denotan la inclusién y proyeccién

candnicas, respectivamente). Ademds
Proposicion 4.14 Existe un isomorfismo natural,
Ch*(P)(D(X)/D(4)) = C*(X, A),

donde (X, A) recorre las parejas exteriores E-C1.
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Asi, para hallar los R-médulos de homologia de una pareja exterior (X, A) se puede hacer a partir
del complejo Cht(P)(D(X)/D(A)). Teniendo en cuenta todo esto se tiene el teorema de escision:

Teorema 4.15 Sea (X, A) una pareja exterior, con X E-C1, y sea U un abierto de X tal que Clx(U) C

Intx(A). Entonces la inclusion i : (X-U, A-U) — (X, A) induce isomorfismo en R-homologia, es decir,

H2() : HNX-U, A-U) — HY(X, A)

n

es isomorfismo de R-mddulos, para cada n.

Otra propiedad interesante de esta homologia es la aditividad finita:

Teorema 4.16 Sea {X;}, una familia finita de espacios exteriores. Entonces
HAI, X)) = @ HY(X,), n >0,

Analizamos ahora la PR-homologia del espacio exterior N. Una base exterior estd constituida por
los abiertos de la forma N(k) = {i € N : ¢ > k}, k € N. Asi, en D(N),, = L(Homrop(Ap,N)) la
externologia considerada serd la que tiene como base exterior {L(Homrop(An, N(7)))}52,. Si se denota

por D(N) = C(N), entonces la base exterior se denota como {C(N(7))}52,.

Teorema 4.17

Dado (X, 7) un espacio topoldgico se puede obtener un espacio exterior de dos maneras, una de ellas
es considerar como externologia la propia topologia y otra es considerar el espacio total {X}. En ambos

espacios exteriores la homologia H' viene dada en funcién de la homologia singular usual de X.

Proposicién 4.18 Sea (X, T) espacio topoldgico.
(i) Si ex = {X} entonces H)(X) 2 [[:2 ) Hn(X);
(ii) Si ex = Tx entonces HY(X) = &%, H, (X),

siendo los isomorfismos naturales.

El siguiente objetivo es definir homologia reducida. Para ello habra que restringirse a una categoria

especial de espacios exteriores, Eg. Esta categoria tiene como objetos tridngulos conmutativos,

N— >N

N

X,

que se denotardn por (ix,X,rx). Un morfismo (ix,X,rx) — (iy,Y,ry) es una aplicacién exterior
f: X =Y tal que fix =iy, rvf=rx.

Nétese que esta categoria es una subcategoria de Eg, espacios exteriores bajo y sobre N. También,
se observa que HX (rx)H > (ix) = H} (rxix) = idg= vy por lo que (rx). = H2X(rx) es epimorfismo y

(ix)« = H}(ix) es monomorfismo.
Definicién 4.19 Sea (ix,X,rx) un objeto de Eg. Se define

AR(X) = ker(H2(X) 2% B2 (W),

n n

122



Por la propiedad del ntcleo, dada f : (ix, X,rx) — (iy,Y,7y), se induce un homomorfismo ﬁ?(f) :
HX(X) — H2(Y). En el caso que n > 0, entonces HX(N) = 0, por lo que H?(X) = H}(X).

Si (X, A) es una pareja en Eg, esto es, la inclusién i : A — X es un morfismo de dicha categoria, se
define AR (X, A) = HR(X, A). Si f : X — Y es exterior, en EN, con f(A) C B se define HX(f) = HR(f).

Teorema 4.20 Sea (X, A) una pareja en Eg. Existen morfismos i, j« y 0« tales que la siguiente sucesion

es exacta larga:

También se da la invarianza homotépica:

Teorema 4.21 Sean f,g : (ix,X,rx) — (iy,Y,ry) homdtopas exteriormente. Entonces HX(f) =
H(9)-

Es de destacar una relacién natural entre la homologia H> y su reducida, H?*. Se observa que existe
una sucesién exacta corta,
2

0 — A%(X) —> HR(X) —> HI(N) —>0,

que escinde, asi H}(X) = HX(X) @ HX}(N), n > 0.

Analizamos, a continuacién, un algoritmo de calculo de la PR-homologia para ciertos gCW complejos.
Para ello se comienza viendo homologia en celdas y esferas. Si S™ es la n-esfera, se denota por 6™ = Nx S™.
Claramente es un objeto de E§ definiendo ign (k) = (k, s0), y ren (k,2) = k, donde sg = (0,0, ...,0,—1) €
S™. Otro objeto especial es N, donde iy = ry = idy. Evidentemente, se tiene que H?‘(N) = 0, para
cada i € Z. Como N = Nx{so} C 6", se considerard a N como un subespacio exterior de 6. Ademas
N — G" es un morfismo de Eg. Otro objeto a considerar es ®™ = Nx D™, n > 0, donde D" es el n-disco.
Aqui, ign (k) = (k, s0) v ron(k,z) = k. Haciendo uso, entre otras propiedades, del teorema de escisién y

por argumentos analogos a los hechos en el caso clasico de la homologia singular obtenemos:

Proposicion 4.22
(i) H, (@, &") = H(&"), i € Z,n 2 0,
(ii) H3 (&™) = ANS"), i € Z,n > 0.

Como consecuencia:
Teorema 4.23
A7 (") = HY(&") =
0, i#n R, n>0.

Sin>1:

H'(®",6"1) =
0, i#n.

Considerando las esferas S™~ !, n > 1, con topologia como externologia, asi como para los discos, D™
b ) ) ) b

y teniendo en cuenta el calculo de la homologia singular usual de S™, entonces,
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Teorema 4.24 Sii > 0,

®720Z, i=n (BFLZ) @ (D7Z0Z), n=0
H(S™) = Hi' (™) =

Y, sin>1:

HY (D", §") =
0, i#n.
Los gCW complejos son espacios que se crean pegando discos o N-discos por su borde, proceso que se
describe a través de push-outs. Por esto es adecuado estudiar la siguiente situacion:

Sean X, X* espacios exteriores Hausdorff, tal que X* es E-C1 y se obtiene de X a partir de un

)f
(aea @3 L0 er D7) (Ixea ) L er ) ’

push-out de la forma

(HAeA gx) U(L[a,er 9~)

(Mxea 3 L, er 857

con A y I finitos. Como la flecha vertical del coproducto de esferas en el coproducto de discos es inyectiva,
cerrada y e-cerrada, se tiene que X — X* es inyectiva, cerrada y e-cerrada, luego un encaje. Se puede,
entonces, suponer sin pérdida de generalidad, que X es un subespacio exterior cerrado de X*. En este

caso se obtiene lo siguiente:

Proposicién 4.25
(€29) @ (@, (85,2)), i=n
H} (X", X) =
0, T#mn.

Estamos en condiciones de dar la homologia celular.
Definicién 4.26 Se define el complejo R-celular de X como
el (X) = H (X", X",
con operador frontera la composicion
HI(X0, X)L (X0 25 R (X, X2),
donde 6, es el homomorfismo de conexién y j,_1 el inducido por la inclusion.

Para simplificar se denotard por (C,d). (C, d) es un complejo de cadenas de SR-médulos. Si k,, j, denotan

las inducidas en las inclusiones se considera el diagrama
HE(X) <= H(X") —> HR (X", X"0),

Teorema 4.27 Sea X un gCW complejo con un numero finito de celdas en cada dimension. Entonces
(i) kn, es epimorfismo;
(ii) jn es monomorfismo;
(iii) im(jn) = ker(dy), ker(k,) = i 1 (im(dni1)).

Corolario 4.28 0, = (j,k; ') : HX(X) — H,(C) es un isomorfismo de R-mddulos.

Por tanto, para hallar los grupos de PR-homologia de X basta hallar los grupos de homologia del

complejo de cadenas de R-mddulos, C.
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5 Aplicaciones: Homologias tubulares.

Otros importantes invariantes de naturaleza homolégica para los espacios exteriores son estudiados en
esta seccion: la homologia tubular y la tubular cerrada. Se ven relaciones entre éstas y la homologia
singular clasica, asi como que, para CW complejos localmente finitos y con un ntimero contable de celdas
en cada dimension, K, su homologia localmente finita coincide con la homologia tubular cerrada de cierta
estructura de gCW complejo para K, con lo cual, y como consecuencia inmediata, se podrd dar una
relacién de la homologia reducida de Steenrod de un espacio métrico-compacto, X, con la homologia

tubular cerrada asociada a su complejo fundamental de Lefschetz.

5.1 Homologia tubular.

Se considera la categoria Ch,;Ab, de complejos de cadenas acotados inferiormente de grupos abelianos.

Definicién 5.1 Dado X un objeto de Chy;Ab, se define su cocilindro, X!, como,

(XI)n = Xn @ Xn+1 ©® Xn,
dX (2,y,2) = (dX (x), —dX 1 (y) + & — 2,dX (2)).

Es sencillo comprobar que es un objeto de Ch,;Ab. Tomando (dg), ¥ (d1)n las proyecciones en la primera
y tercera componente respectivamente, definen homomorfismos de complejos: dy,d; : X! — X. Por otro
lado, se define s : X — X! como s,(z) = (z,0,z), dando un homomorfismo de complejos. Entonces se
tiene un diagrama conmutativo,

(id,id)
X—Xx X

%0;1)

con (dg,d;) fibracién y s equivalencia débil en Ch,;Ab, por lo que es un objeto cocilindro de X, en el
sentido de categorfa de modelos de Quillen (véase [35] y [8]). Dado f : X — Y un morfismo de Ch,;Ab

se define su cocilindro, ff, como (f1), = fn @ fni1 ® fn. Surge asi, un funtor cocilindro,

s
I
X7,

(.)' : ChajAb — Chy;Ab.

Ademds, dy, di y s son transformaciones naturales. El funtor cocilindro transforma equivalencias débiles
en equivalencias débiles. Si X es un complejo de cadenas positivo de $R3-mdédulos, se puede considerar
(sh)*: X — X, dado como (sh)%(z) = x - sh, donde sh es el operador shift definido en [21]. Es sencillo
comprobar que es un homomorfismo de complejos de cadenas positivo de grupos abelianos. Teniendo en

cuenta la existencia del funtor candnico
Ch+(9{—Mod) — ChTAb C Chy,;Ab,
entonces tiene sentido la siguiente definicién:

Definicién 5.2 Sea X un objeto de Ch™(R-Mod). Se define el complejo de cadenas tubular de X,
P(X), como el obtenido en el siguiente pull-back en Ch,;Ab :

P(X) X1
pzi l(do,dl)
X X x X.

_—
(id,(sh)™)
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Su descripcion explicita es

P(X)n - Xn @ Xn+1;
X (a,2) = (dX (a), —dX, 1 (x) + a — a - sh).

Por otro lado, si f : X — Y es un morfismo de Ch™(R-Mod), se induce, por la propiedad universal
del pull-back, un morfismo de Chu;Ab, P(f) : P(X) — P(Y), cuya expresién es P(f), = fu @ fat1.
Claramente define un funtor P : Ch*(3-Mod) — Cha;Ab. Para cada pareja exterior (X, A), C?(X, A)
es un complejo de cadenas positivo de M-médulos. Se denota por P(X, A) a P(CR(X, A)).

Definicién 5.3 Sea (X, A) una pareja exterior, se define el n-grupo de homologia tubular de (X, A), y
se denotard por HP (X, A), como el del complejo P(X, A).

De modo natural, si f : (X, A) — (Y, B) es un morfismo de parejas exteriores se define HI'(f) :
HP(X,A) — HP (Y, B), dando lugar, para cada n € Z un funtor H : E?) — Ab.

Teorema 5.4 Sea (X, A) una pareja exterior, entonces existe una sucesion exacta larga en homologia
tubular,

%

> HP(A) —> HP(X) —L> HP (X, A) > HP [ (A) — -,

donde iy, J« son las inducidas en las correspondientes inclusiones.

También se tiene la invarianza homotdépica:

Teorema 5.5 Sean f,g : (X,A) — (Y,B) morfismos en E) homdtopos exteriormente. Entonces
Hy () = H(9), Vn € Z.

La homologia tubular verifica también el teorema de escision:

Teorema 5.6 Sea (X, A) una pareja exterior, con X E-C1, y sea U un abierto de X con Clx(U) C
Intx(A). Entonces i : (X-U, A-U) — (X, A), la inclusidn, induce isomorfismo en homologia tubular, es
decir,

HP(G): HY (XU, A-U) — HY (X, A)

es isomorfismo de grupos, para cada n.

Y la aditividad finita:

Teorema 5.7 Sea {X}™ | una coleccion finita de espacios exteriores. Entonces existe un isomorfismo
natural,
P m i m P i
H, (112, X') = @ Hy, (X°).

Recordamos ahora la descripcién del funtor derivado del funtor limite inverso.

Definicién 5.8 Sea

Po p1 P2

Go

Gy Gs Gs

un sistema inverso de grupos abelianos. Se considera el homomorfismo de grupos d : [[;2,G; —

[1;2, Gi dado por d(go, 91,92, -.-) = (9o — Po(g1), 91 — P1(g2), g2 — P2(g3), ...). Entonces el limite inverso
es lim {G;,p;} = ker(d), y el limite derivado, lim' {G;,p;} = coker(d).
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Por simplificar notacién y siempre que no haya lugar a confusién, se omiten los homomorfismos de
transicién, p;. De forma candnica se definen lim y lim® para morfismos de sistemas inversos de grupos
abelianos. Dos importantes propiedades concernientes al funtor lim' son las siguientes:

(i) Si cada p; : Gij+1 — G; es un epimorfismo, entonces lim* {G;} = 0;

(ii) Los limites inversos y derivados de una sucesién exacta corta de sistemas inversos de grupos
abelianos,

0 {Gi} {H;} {K;} —0,

estan relacionados por una sucesiéon exacta larga de grupos abelianos,

— lim* {G;} — lim' {H;} — lim* {K;} — 0.
Supdéngase X un espacio exterior E-C1, y
X=FEyDFE,DFE,D..DF,D..

una base exterior. Sea iy : Epy1 — FEjg la inclusién candnica correspondiente y dado q € Z, py :
H,(Ex41) — Hy(E)) su inducida en los grupos de homologia singular. Entonces se tiene, para cada g,

un sistema inverso de grupos abelianos,
Hy(Eo) <" Hq(E1) < Hy(Ez) <" Hy(F3) <— -
Teorema 5.9 FEuziste, para cada q € Z, una sucesion exacta corta,
0 ——=1lim' {Hy41(E)} — H(f(X) —lim {Hy(E;)} —0.
El siguiente resultado es la versién del teorema anterior para el caso no absoluto:
Teorema 5.10 Sea (X, A) una pareja exterior, X E-C1, y
X=FEyDFE,DFE,D..DF,D..

una base exterior de X. Entonces, si se denota por E} = E; N A, existe, para cada q¢ € Z, una sucesion

exacta corta,
0 —— lim? {Hy41(Eys, L)} —= HE (X, A) — lim {H,(E;, E})} —> 0.
La PR-homologia y la homologia tubular estan relacionadas mediante una sucesion exacta larga.
Teorema 5.11 Sea X un espacio exterior. Existe una sucesion exacta larga de la forma:
s H3 L (X) —— HP(X) — B3 (X) — B} (X) —> -

Se tiene también el resultado para el caso relativo.
El teorema 5.9 anterior es til para el calculo de homologia tubular, en concreto se puede calcular sin
problemas la homologia tubular del espacio exterior N. Claramente, {N(7)}5°, es una base exterior que

estd en las condiciones de dicho teorema.

Teorema 5.12
Hzo Z/ G202, q=-1
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Una propiedad curiosa de la homologia tubular surge cuando la externologia considerada es la propia

topologia.
Proposicién 5.13 Sea X un espacio exterior tal que ex = Tx. Entonces HY (X) 220, VYn € Z.

Se deduce que, si X es un espacio topoldgico compacto, entonces Hf(Xe) =0, Vn € Z.

De forma similar se tiene para el caso relativo, con parejas exteriores compactas.

5.2 Homologia tubular cerrada.

Variando un poco el complejo de cadenas tubular de un espacio exterior, se obtiene un subcomplejo suyo,
el complejo tubular cerrado, dando lugar a otro importante invariante homolégico: la homologia tubular

cerrada. Se dardn, primeramente, unas consideraciones algebraicas antes de dar su definicion.

Definicién 5.14 Sea X un complejo de cadenas positivo de grupos abelianos exteriores. El complejo de
cadenas tubular cerrado de X, Q(X), es el complejo de cadenas acotado inferiormente de grupos abelianos
siguiente:

Q(X)n ={(a,z) € Homg-ap(3, Xn) ® Homg-apb(3, Xn+1) : ap = 0},

di™(a,2) = ((d)u(@), =(dX1)« (@) + a —a- sh).

Nota: Obsérvese que, Q(X), = {(a,z) € P(Ch*(P)(X))n : ap = 0}, siendo a9

|
PP, 0(x)

la restriccion de

n-

Evidentemente, Q(X) es subcomplejo de P(X) = P(Ch™(P)(X)), la inclusién i : Q(X) — P(X) es
homomorfismo de complejos de cadenas acotados inferiormente de grupos abelianos. Si f : X — Y es
un morfismo de complejos de grupos abelianos exteriores se considera Q(f) : Q(X) — Q(Y) dada por
QU = ((fa)o(@), (fs1)a(2)), es decir, P(H)alQ(X),.

Si (X, A) es una pareja de complejos de cadenas positivos de grupos abelianos exteriores se considera
Q(X,A) = Q(X/A) C P(X,A). De forma natural se define para f : (X, A) — (Y, B) morfismo de parejas
correspondiente, dando lugar a un funtor: Q@ : Ch+(E—Ab)(2) — Chy;Ab.

Si (X, A) es una pareja de espacios exteriores, se denotard por Q(X, A) al complejo Q(D(X), D(A)) =
Q(D(X)/D(A)). Aqui D(X) es el complejo singular C'(X) de forma que en cada nivel C(X),, tiene la
externologia generada por {C(E), : E € ex}. Si no hay lugar lugar a ambigiiedad, a veces se denota
D(X)=C(X)y D(X,A) =C(X,A). Se define de forma natural Q(f) : Q(X, A) — Q(Y, B) para parejas.

Definicién 5.15 Sea (X, A) una pareja de espacios exteriores. Se define su n-grupo de homologia tubular
cerrada, H2 (X, A), como el del complejo Q(X, A).

Si f:(X,A) — (Y, B) es un morfismo de parejas de espacios exteriores se define de forma canénica
HE(f): H2(X,A) — H2(Y, B), originando un funtor para cadan € Z: H? : E?) — Ab.

Es sencillo comprobar que si (X, A) es una pareja exterior entonces existe un isomorfismo natural
Q(X,A) 2 Q(X)/Q(A). Por consiguiente:

Teorema 5.16 Sea (X, A) una pareja exterior. Entonces existe una sucesion exacta larga en homologia
tubular cerrada,

> HQ(A) —> HY(X) —L> HY(X, A) —> HY | (A) — - -

n

Se da también la invarianza homotdpica:
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Teorema 5.17 Sean f,g: X — Y aplicaciones exteriores homdtopas. Entonces
HZ(f)=H2(9), Yn € L.
La homologia tubular, tubular cerrada y la singular estan relacionadas por una sucesién exacta larga:
Teorema 5.18 Sea X un espacio exterior. Existe una sucesion ezracta larga,
= HY(X) — H(X) — Hp(X) —= ;L (X) — -+

Como consecuencia inmediata si X es un espacio exterior tal que ex = 7x entonces, para todo n € Z,
H?(X) = H,1(X). En particular, si X es un espacio topolégico compacto, H2(X.) = H,+1(X), V¥n €
Z. Existe también la versién para el caso relativo.

También la homologia tubular cerrada verifica el teorema de escision.

Teorema 5.19 Sea (X, A) una pareja exterior, con X E-C1, y sea U un abierto de X con Clx(U) C
Intx(A). Entonces i : (X-U,A-U) — (X, A), la inclusion, induce isomorfismo en homologia tubular
cerrada, es decir,

HR(i): HY(X-U,A-U) — HZ (X, A)

es isomorfismo de grupos, para cada n.

Y la aditividad finita:
Teorema 5.20 Si {X*}™, es una coleccion de espacios exteriores, entonces

Hf:?(]_[fil Xi) = @;11H7?(Xi)-

Como en la homologia tubular, existe un teorema similar 1til para calculos.

Teorema 5.21 Sea X un espacio exterior E-C1, y sea
X=EyDE  DEy>..DE,D..
una base exterior. Existe, para cada q € Z, una sucesion exacta corta,
0 —— lim {Hy41(X, B))} —= HE | (X) — lim {H, (X, E)} —> 0.

Para el caso relativo, si (X, A) es una pareja exterior, X E-C1 y {E;}22, una base exterior tal que
Ey=Xy E, D E,;1, para cada n, si se denota por E, =AU E;, entonces existe para cada ¢ € Z, una

sucesion exacta corta,
0 —lim!" {Hy1 (X, E;)} —= HP (X, A) — lim {Hy(X, E;)} — 0.
Haciendo uso de esta herramienta se calcula la homologia tubular cerrada de N :

Teorema 5.22
HZO Z, q=-1

Oa q%fl

Asi como el siguiente caso:

Proposicién 5.23 Sea {(Xy, Ax)}rea una coleccidn contable de parejas de espacios compactos. Si en

los coproductos,
[aea Xx Taen A

se consideran las externologias de los complementos de sus compacto-cerrados, entonces

H??(H)\GA X, HAeA AA) = H)\eA Hn+1(X>n A)\), Vn € Z.
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5.8 Homologia celular tubular cerrada y homologia de Steenrod.

En esta seccién se comprueba la importancia de la homologia tubular cerrada viéndose una relacién
directa con la homologia de Steenrod de los espacios métrico-compactos. Las homologias tubular y tubular
cerrada tienen las propiedades necesarias para repetir los argumentos hechos en los gCW complejos con
un numero finito de celdas en cada dimensién para la PR-homologia. Unicamente varian los grupos de
coeficientes y en unos casos un salto de dimensién. Se introduce ahora, a semejanza de la PR-homologia

reducida, la homologia tubular cerrada reducida.

Definicién 5.24 Sea (ix,X,rx) un objeto de Eg. Se define

A(X) = ker(H2(Xx) %

n

HQ(N)).

n

Dada f : (ix, X,rx) — (iy,Y,ry), se induce un homomorfismo de grupos HQ(f) : H?(X) — HL(Y).
Para n > 0, entonces H?(N) = 0, por lo que H?(X) = H?(X). Si (X, A) es una pareja en EY, se define
HQ(X,A) = H(X,A). Si f: X =Y es exterior, en EY, con f(A) C B se define HQ(f) = HS(f).

Teorema 5.25 Sea (X, A) una pareja en Eg. Entonces existen morfismos i, j« y 6« tales que la siguiente

sucesion es exacta larga:

e [AQ(A) > AQ(X) > AQ(X, A) —> HY | (A) — -

n

Se establece la invarianza homotépica:

Teorema 5.26 Sean f,g : (ix,X,rx) — (iy,Y,ry) homdtopas exteriormente. Entonces HR(f) =
HR(g), n > 0.

Haciendo uso, basicamente de la escision, entre otras propiedades:

Proposicion 5.27
(i) HS (", &™) = A2 (6"), i € Z, n > 0;
(ii) HZ (&™) = H2 (&™), i € Z, n > 0.

Obtenemos asi, como consecuencia:

Teorema 5.28

[[0Z, i=n—1 (L2 220 Z), n=0
R (6") = HE (6") =
0, i#n—1, 12,2, n > 0.
Sin>1:
2%, i=n-1
HiQ(©n76n—1) _

0, i#Fn—1.

Por el célculo de la homologia singular usual de S™ y (D", S"~1) :
Sii >0,

Z, i=n-—1 7Z®Z, n=0

HE (S™) = HE (5™) =
0, i#n—1, Z, n>0.
Y,sin>1:
Z, 1=n-—1

HiQ(Dnvsnfl) _
0, i#n—1.
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Dados X* y X espacios exteriores como en el resultado 4.25, entonces
HO(X", X') = (@reaHO(D3, 84 71) & (@,er HA(DL, 5771),

por lo que
@\I12,2) @ (9,2)), i=n—1
HP (X", X) =
0, itEn—1.
Definicién 5.29 Sea X un gCW complejo con un nimero finito de celdas en cada dimension. Se define

el complejo celular tubular cerrado, C?°¢!(X), como
Ol (X) = HE, (X", X",

el(X)

cQe C
con operador borde, dj, , la composicién

HZ (X7, X"1) e HY (X7 1) =5 HY (X1, X2),

Entonces el n-grupo de homologia de dicho complejo es isomorfo al grupo de homologia tubular cerrada de
X de dimensién n-1. Supéngase ahora un CW complejo, X, localmente finito y con un niimero contable
de celdas en cada dimension. Se considera en cada objeto del diagrama push-out en Top la externologia

de los complementos de sus compacto-cerrados,

rea, 95

n—1 _
[Tiea, Sy .G

j\in

H Dy — 5 xXn
AEA, A n .
€ H)\EAn f/\

Entonces es un push-out en E; asi, si X tiene dimensién finita, X, es un gCW complejo (nétese que si
hay un nimero numerable de n-celdas entonces se puede considerar como una sola N-celda de dimensién
n.) Para el caso general, la externologia considerada en X serd la del colimite. Se denotara este gCW

complejo por X. Obsérvese que
HY (X", X") = [Thca, Hn(DY, Sy = [Thca, Hn(eX,€X),

donde e} = f¥(Int(DY)), ex = fR (DY) y €% = eX-eX.
Como es conocido, la homologia celular localmente finita de X, orientado, es la homologia del complejo
Cleel(X), definido como CLfe¢/(X) = [Irca, Hn(€X,€Y), con operador borde

d e ({ A rea,) ={(XCaea, leh e Nwl)al Y uea,

donde a¥ es el generador del grupo ciclico infinito H,, (€Y, €}), es decir, la orientacién de e (véase capitulo
4 de [31]), ¢% = whay, w} € Zy [e} : e}~ '] denota el nimero de incidencia de la n-celda € respecto
de la (n-1)-celda ej~'. Nétese que, por el isomorfismo H, (D%, Sy™1) = H,(%,¢éy), se puede dar una
definicién alternativa de la homologfa celular localmente finita de X : C5/*/(X) =[], A, Ha(DY, Sy,
siendo el operador borde, dif“!({(¢')¥}rea,) = {(XCrea, leh « en (w3 (@) Fuea, ,, con (a')% el
generador de H,, (DY, Sy~ '), que se corresponde con a} y (¢)% = (w')¥(a’)}, (')} € Z. Ademés, existe
un diagrama conmutativo:

o

HEZ (X7, X" [Thca, Ha(DE, S77)

el Lfcel
dgce l l_dnfc

Hr?ﬂ(XnilaXnﬂ) ?HueA Hn—l(Dﬂ_17SZ_2)~

n—1

Teniendo en cuenta todos estos razonamientos:
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Teorema 5.30 Si X es un CW complejo localmente finito, con un numero contable de celdas en cada

dimension, entonces

HE (X) =~ H,(CY! (X)), Vn e

Y, como consecuencia:

Teorema 5.31 Sea X es un espacio métrico compacto. Entonces

HQ(OFC(X)) = H34(X), Yn € Z.

Es decir, la homologia reducida de Steenrod de X ([37]) es isomorfa a la homologia tubular cerrada

o —

de OFC(X) donde OFC(X) denota el complejo fundamental de Lefschetz de X ([19]).
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