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Abstract

The notion of exterior space consists of a topological space together with a certain nonempty
family of open subsets that is thought of as a ‘system of open neighborhoods at infinity’. An exterior
map is a continuous map which is ‘continuous at infinity’. In this paper we present and develop the
category of exterior spaces as a good framework for proper homotopy theory. As an application we
give a new version of the Whitehead theorem for proper homotopy theory. We also give simplicial

models for this new category and we analyze singular and realization-type functors for these models.

1 Introduccion

Uno de los problemas existentes en la categoria de los espacios y aplicaciones propias, P, es que no
verifica la axiomdtica de Quillen (que exige tener limites y colimites finitos) pues la categoria P no tiene
objeto final y en general no existen push-outs. Una forma de establecer un marco de trabajo en teoria de
homotopia propia es escoger axiomaticas menos restrictivas, como la nocién de categoria cofibrada. En
este sentido se demuestra que P tiene estructura de categoria cofibrada [7]. Existen otras posibilidades,
por ejemplo, se puede encajar P en una categoria completa y cocompleta y usar teorias de homotopia
que asuman la existencia de limites y colimites. En esta direccién, se tiene el encaje de Edwards y
Hastings de la subcategoria de P de los espacios o-compactos, Hausdorff y localmente compactos en la
categoria de homotopia de proespacios. Una desventaja de este encaje es la gran restriccién hecha en P.
Otro problema es que las contrucciones homotdpicas producen proespacios que muchas veces no pueden
ser interpretados geométricamente como espacios. Garcia-Pinillos [14] propone en su tesis una nueva
solucién. Introduce la nocién de espacio exterior, de forma que la categoria de los espacios exteriores,
E, es completa y cocompleta y demuestra que P se puede considerar como una subcategoria plena suya.
Ademis, E, tiene varias estructuras de categoria de modelos cerrada.

Por otro lado, la obtencién de modelos algebraicos para tipos de homotopia de espacios topoldgicos

ha sido un objetivo primordial en la homotopia algebraica. Uno de los primeros modelos con informacién
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algebraica sobre tipos de homotopia fueron los complejos de cadenas de grupos abelianos. En su estudio
tuvo lugar un proceso de algebraizacién de la teoria de homotopia topolégica que produjo el concepto de
homotopia entre aplicaciones de cadenas. La obtencién de adecuados modelos algebraicos para tipos de
homotopia de espacios ha conducido, con el tiempo, al intento de hacer teoria de homotopia con tales
modelos algebraicos con el objetivo de utilizar métodos algebraicos que aparecen mas simples que aquellos
de los espacios topologicos.

El objetivo principal de este trabajo es el de presentar técnicas simpliciales para las categorias de
homotopia propia, asi como buscar modelos axiomaticos adecuados para dichas categorias. Aqui presen-
tamos una memoria de los resultados obtenidos sin incluir demostraciones, de forma que el lector pueda
hacerse una idea mas concreta de lo obtenido. El marco de trabajo usado para la categoria propia es la
categoria de los espacios exteriores. Para ello se presentan nuevos resultados de gran interés, que dejara
ver la utilidad de E como una herramienta eficaz para el estudio de la homotopia propia.

Siguiendo todas estas ideas este trabajo se ha estructurado en tres partes: La primera consiste en una
seccién preliminar, donde se establecen nociones y resultados bien conocidos sobre categorias simpliciales,
de modelos cerrada y categorias de prehaces. En la segunda se establecen, por un lado, resultados, ge-
neralizaciones y nuevas nociones para E. También se generalizan leyes exponenciales, en concreto se
tiene, por un lado Homg(X XY, Z) = Homrop(Y, ZX), para X, Z espacios exteriores, X con ciertas
propiedades adicionales, e Y espacio topoldgico; por otro Homg(X XY, Z) = Homg(X,ZY), con X, Z
espacios exteriores, Y espacio topoldgico localmente compacto. También se establece el enriquecimiento
de la estructura de modelos cerrada dada por Garcia-Pinillos, que aqui se denominara e-estructura, por

una estructura de categoria simplicial compatible suya. Se consideran en E unos nuevos morfismos:

e g-equivalencias débiles (resp. g-fibraciones), que son equivalencias débiles (resp. fibraciones) en
el sentido de Garcia-Pinillos, tales que al olvidar su estructura exterior son equivalencias débiles

clasicas en Top;

e g-cofibraciones, que son aquellos que verifican la propiedad de elevacién de homotopia a izquierda

respecto de las g-fibraciones triviales.

Con estos morfismos E es una categoria simplicial de modelos cerrada (g-estructura). Unos objetos
cofibrantes en esta categoria son los denominados gCW complejos. Estos espacios exteriores X estan
dotados de una filtracién, § = X' c X% c X! c ... ¢ X" C ... C X, de forma que el n-esqueleto se
obtiene del (n-1)-esqueleto pegando celdas de dos tipos: las clésicas celdas compactas y un tipo especial
de celdas no compactas. En estos espacios las equivalencias de homotopia exterior se caracterizan por
los grupos de homotopia de tipo Brown y por los grupos de homotopia clasicos, mediante un teorema de
tipo Whitehead, que tendra una adaptacién para la categoria P. En la siguiente secciéon se hacen una
comparacién entre las distintas estructuras homotdpicas de E, la e-estructura y la g-estructura, asi como
la de Top.

La tercera parte es de naturaleza mas algebraica. En ésta se da una construccién de modelos de tipo
simplicial, allanando el camino para un préximo estudio de las nociones de homologia en los espacios
exteriores. En concreto se presentan los M-conjuntos simpliciales y los conjuntos simpliciales exteriores.
El primer modelo no es mas que la categoria de objetos simpliciales de los conjuntos con la accién de un

determinado monoide M. Se define en esta categoria:

e cquivalencia débil (resp. fibracién), a aquel morfismo que al olvidar la accién del monoide es

equivalencia débil (resp. fibracién) en conjuntos simpliciales;

e y cofibracién, a aquel morfismo que verifica la propiedad de elevacién de homotopia a izquierda

respecto de las fibraciones triviales.
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Con estos morfismos se tiene la existencia de una estructura de categoria simplicial de modelos cerrada.
A continuacién se compara dicho modelo con E, viéndose la existencia de una adjuncién del tipo singular-
realizacion, adjuncién que se hereda en las categorias localizadas respectivas (proceso que necesita muchas
comprobaciones previas). También se introduce, asociado a cada espacio exterior X, y via un M-conjunto
simplicial, un conjunto simplicial, denominado prismas infinitos, cuya importancia radica en que sus
grupos de homotopia recogen informacién sobre los grupos de homotopia de tipo Steenrod de X. En las
dos siguientes secciones se estudia el segundo modelo: la categoria de los conjuntos simpliciales exteriores;
ésta tiene una estructura de categoria simplicial, dotada de tensor y exponenciacién en el sentido de
Quillen y, al igual que con los M-conjuntos simpliciales, se tiene la existencia de una adjuncién del tipo
singular-realizacion con los espacios exteriores. Se destaca la extension de la nocién de exterior a otras
categorias, como conjuntos (resp. grupos abelianos) exteriores y grupos abelianos simpliciales exteriores,
asi como también para funtores. En esta linea se estudia la categoria de objetos simpliciales de los
conjuntos exteriores. Para finalizar se analiza la categoria de los grupos abelianos simpliciales exteriores.
Esta tiene propiedades similares a la de los conjuntos simpliciales exteriores, en concreto, también es una
categoria simplicial. Se dan dos relaciones funtoriales: por un lado, un funtor que relaciona esta categoria
con la de objetos simpliciales de los grupos abelianos exteriores. Por otro, mediante adjunciones del tipo

libre-olvido con las categorias andlogas de conjuntos.

2 Preliminares.

2.1 Categorias simpliciales de modelos cerradas.

La teoria de homotopia axiomatica consiste en el desarrollo de las construcciones bésicas de la teoria de
homotopia en un contexto abstracto, de forma que pueda aplicarse a otras categorias. La aproximacion
mas conocida es la de Quillen, que introduce la nocién de categoria de modelos (cerrada).

Dado un diagrama conmutativo de flechas continuas en una categoria C:

A

B T> Y,
se dice que i tiene la propiedad de elevacién a izquierda (PEI) respecto de p, o bien que p tiene la
propiedad de elevacién a derecha (PED) respecto de i si existe un morfismo h: B — X tal que hi = u y
ph =v.

Una categoria de modelos cerrada es una categoria C junto con tres clases distinguidas de morfismos,
llamadas cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles, satisfaciendo los axiomas CM1-CM5 (véase
[32]). Puede verse una reformulacién equivalente en [31].

Dada una categorfa de modelos cerrada C, la categoria homotdpica Ho(C), se obtiene a partir de C
invirtiendo formalmente todas las equivalencias débiles (véase [12] y [31]).

El objeto inicial de C se denota por (), mientras que al objeto final por *. Se dice que un objeto X
es cofibrante si el inico morfismo () — X es una cofibracién; dualmente X es fibrante si X — * es una
fibracién. Se denota por Ceor y Cgp a las subcategorias plenas de C determinadas, respectivamente, por
los objectos cofibrantes y fibrantes.

Ejemplo: Se considera la categoria SS de conjuntos simpliciales. Es bien conocido el hecho de que
es una categoria de modelos cerrada con la siguiente estructura: una aplicacién simplicial f : X — Y
es una fibracién (resp. fibracién trivial) si verifica la PED respecto de V(n, k) — A[n], para 0 < k < n

y n > 0 (resp. de A[n] — Aln], para n > 0), donde V(n, k) es el subconjunto simplicial generado por
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las i-caras, i # k, del n-simplex estdndard Al[n]; A[n] estd generado por todas las caras de A[n]. Una
aplicacién simplicial ¢ : A — B es una cofibracién (resp. cofibracién trivial) si verifica la PEI respecto de
las fibraciones triviales (resp. de las fibraciones). Finalmente, una equivalencia débil es una aplicacién

simplicial que puede factorizarse como una cofibracién trivial seguida de una fibracién trivial.

Si X y K son conjuntos simpliciales, denotaremos por X al conjunto simplicial dado por (X% )g =
Homgs (K x Alq], X).

Una categoria simplicial es una categoria C junto con un funtor Hom¢ : C°? x C — S8, satisfaciendo
las condiciones dadas en [31], paginas 1.1 y 1.2; en particular tenemos que Hom(X,Y)g = Hom(X,Y).
Asociada a toda categoria simplicial C, estd la categoria mo(C), cuyos objectos son los mismos que
los de C y cuyo conjunto de morfismos viene definido por Hom,,(c)(X,Y) = moHomc(X,Y), donde
moHom(X,Y) es el conjunto de las componentes conexas del conjunto simplicial Homa(X,Y).

Una categoria de modelos simplicial cerrada es una categoria de modelos cerrada C que es también
una categoria simplicial y que satisface los axiomas SMO0 y SM7 ([31], pdgina 2.2).

Ejemplo: Se denota por Top a la categoria de los espacios topoldgicos y aplicaciones continuas. Un
morfismo f: X — Y en Top se dice que es fibracion si es una aplicacién fibrada en el sentido de Serre, y
una equivalencia débil si es una equivalencia de homotopia débil (esto es, m, (X, z) = (Y, f(z)), para
todo z € X y ¢ > 0). Una aplicacién continua se dice que es una cofibracidn si verifica la propiedad de
elevacion a izquierda respecto de las fibraciones triviales. Por otro lado, si X e Y son espacios, se considera
Homr,,(X,Y) dada por Homp,,(X,Y), = Homrop(X % |A[n]],Y) con las operaciones simpliciales
naturales, donde |.| denota la realizacién geométrica. Si f € Homry,,(X,Y ), y g € Homy,, (Y, Z)y, se

define g o f como la composicién

Ixid|an)

WX X x A x |An)| —222M vy AR]| > 7,

X x|Aln]|
Considerando X ® K = X x |K|y X¥ = XKl Quillen probé que Top, con esta estructura, es una

categoria simplicial de modelos cerrada.

La definicién de categoria simplicial de modelos cerrada no es muy practica, por lo que muchas veces
se hace uso de una equivalencia mas manejable: Sea C una categoria simplicial que satisface los axiomas
MO y SMO, con cuatro clases distinguidas de morfismos: fibraciones, cofibraciones, fibraciones triviales
y cofibraciones triviales, tales que la primera y la cuarta (resp. la segunda y la tercera) determina cada
una por propiedades de elevacién como en M6 (a) y (b) de la definicién de categoria de modelos cerrada.
Entonces SM7 es equivalente a

SMY7(a): Si f es fibracién (resp. fibracién trivial) entonces el morfismo inducido en el pull-back,

XA[n]

fidA[n]

X Aln] Xy An] YAln] — yAln]

lp"‘ J{(idy)j

X AR T[]> YA["],
f n

(idx)?
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es una fibracién (resp. fibracién trivial), donde j : A[n] < A[n] denota la inclusién, y

fitan

l(idy)lk

XV(l,k) W YV(l,k)

es fibracién trivial, donde I, : V/(1, k) — A[1] es la inclusién, k € {0,1}.

2.2 Categorias de prehaces.

Sea C una categoria pequena, se define la categoria de prehaces de C, a la categoria SetsC™ . A los
objetos de SetsC” se les denomina prehaces de C. La notacién usual es C = Sets®™.

Todo objeto C' de C se puede considerar de forma natural como el prehaz,
y(C) = Homeg(., C).

Si P es un prehaz, se dird que es representable si existe un objeto C tal que y(C') y P son naturalmente
isomorfos. Por otro lado, si f : C; — C3 es un morfismo, se define y(f) : y(C1) — y(Cs), dado como
y(f)e = f«. Esto da lugar a un funtor fiel y pleno y: C — SetsC”” denominado encaje de Yoneda.

Sea P un prehaz, se define la categoria de elementos de P, fc P, también llamada categoria de
Grothendieck de P, a aquella que tiene por objetos pares de la forma (C,z), donde C' es un objeto de
Cy z € P(C). Un morfismo @ : (C,z) — (C’,2) consiste en un morfismo de C, u : C — C’, tal que
P(u)(z') = x. Esta categorfa tiene un funtor proyecciéon np : [P — C dado como 7p((C,x)) = C.

Si A: C — E es un funtor desde una categoria pequena a una categoria cocompleta, el funtor
R:E — Sets®”,

dado por R(E)(C) = Homg(A(C), E) tiene un funtor adjunto a izquierda L : Sets€” — E definido

para cada prehaz, P, como el colimite

L(P) = colim (/ P™EC A E).
C

Como consecuencia, si P es un prehaz, entonces
. T y op
P%colzm(/ P C L SetsC),
c

es decir, todo prehaz es colimite de prehaces representables.

Otro resultado interesante que se deduce es el siguiente: para cada funtor A : C — E desde una
categoria pequeia a una categoria cocompleta existe un funtor L : Sets€”" — E verificando

(i) L preserva colimites.

(ii) L hace el siguiente diagrama conmutativo:
C —> SetsC™
v
A
E.

Ademsds, este funtor L con las propiedades (i) y (i¢) es tnico salvo isomorfismo y se puede definir como

L(P) = colim (/ P5CAE).
C
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3 Espacios exteriores.

Se presenta el contexto en el que estard totalmente inmerso el trabajo: la categoria de los espacios
exteriores. En la primera parte se ven sus propiedades basicas, asi como otra interpretacién de esta
categoria. En la siguiente se desarrollan leyes exponenciales generales, cruciales para la determinacién
y relacion de estructuras e invariantes homotdpicos. Posteriormente se generaliza enriqueciendo esta
categoria con estructuras de categorfa simplicial de modelos cerrada con la llamada g-estructura. Ademés
se dard la nocion de gCW complejo, objeto g-cofibrante para esta estructura, y se podréan dar teoremas
de tipo Whitehead. Por tltimo, se haran comparaciones entre las distintas estructuras axiométicas de
la categoria de los espacios exteriores: la e-estructura, dada por Garcia-Pinillos, y la mencionada g-
estructura, introducida aqui, asi como la existente en Top, los espacios topoldgicos con aplicaciones

continuas.

3.1 La categoria de los espacios exteriores, primeras propiedades.

Intuitivamente hablando, un espacio exterior es un espacio topoldgico enriquecido con un sistema de
entornos en el “infinito”. El comportamiento de los complementos de sus compacto-cerrados inspira la

definicién abstracta de exterior.

Definicién 3.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una externologia en (X, 7) es una coleccién no vacia
de abiertos, € C T, tal que

(i) Si Eq, E5 € € entonces Ey N Esy € ¢

(i) SiEe€ee, UeTy ECU entonces U € ¢.

A los elementos de ¢ se les denomina abiertos externos o e-abiertos. Un espacio exterior consiste en
un espacio topoldgico junto con una externologfa. Se denotard por (X, e C 7).

De esta definicién de externologia se deducen algunas propiedades inmediatas, entre ellas cabe destacar
que una externologia € es una topologia si y s6lo si () € € si y sélo si € = 7. También, que la unién de un
e-abierto con un abierto es un e-abierto y que el espacio total, X, es siempre un e-abierto.

Ejemplos:

Dado un espacio topolégico (X, 7) se tiene la externologia formada por los complementos de sus
compacto-cerrados: eX, = {E € 7 : X-E es compacto}. Otras externologfas que se le pueden asignar son
la trivial, e = {X}, y la propia topologia, ¢ = 7.

Obsérvese que si X es un espacio compacto entonces ) € Egi y, por tanto, Egi =T.

Definicién 3.2 Una aplicacién, f: (X,e C 7) — (X’,&’ C 7'), entre espacios exteriores se dice que es

exterior si es continua y f~!(E) € ¢, para cada E € ¢'.

La composicion de aplicaciones exteriores es exterior y la aplicacién identidad en un espacio exterior
es exterior, de aqui se tiene la categoria cuyos objetos son los espacios exteriores y cuyos morfismos son
las aplicaciones exteriores. Dicha categoria se denotara por E.

Muchas veces es mds céomodo quedarse con una subfamilia representativa de . Si (X,e C 7) es un
espacio exterior y § C ¢ se dice que 3 es base exterior de X si para cada E e-abierto, existe B € 3 tal
que B C E. Por otro lado, si ¥ C € se dice que X es subbase exterior de X si para cada E e-abierto
existe {51, ..., Sp} C ¥ tal que N?_,.S; C E. Es sencillo comprobar que una aplicacién continua es exterior
manipulando tan solo e-abiertos bésicos, o bien subbésicos.

Se recuerda ahora la nocién de aplicacién propia.
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Definicién 3.3 Dada una aplicacién continua entre espacios topologicos f : X — Y, se dird propia si

fYK) es compacto para cada K, compacto-cerrado.

La categoria de los espacios topolégicos y aplicaciones propias se denotara por P. Como consecuencia
se tiene que f : (X, 7x) — (Y, 7y) es una aplicacién propia si y sélo si f : (X,eX C 7x) — (Y,e¥, C 7v)
es exterior.

P es una subcategoria plena de E: existe el encaje e : P — E que consiste en asignar a cada espacio
topolégico X el espacio exterior e(X) = X, provisto de la topologia de X y con la externologia de los
complementos de sus compacto-cerrados. A cada aplicacién propia f se le asigna e(f) = f. = f.

Se dara ahora una serie de definiciones y resultados que comprobaran que la categoria de los espacios

exteriores, E, es completa y cocompleta.

Definicién 3.4 Sea {(X;,&; C 7;) }icr una coleccién de espacios exteriores. Se define el espacio exterior

coproducto como [[,.; X;, la unién disjunta con la topologia coproducto y con externologia la de los

iel
subconjuntos £ C X tales que jk_l(E) € €, para cada k € I, donde ji : X — X es la inyeccién k-

ésima. Por otro lado, se define el espacio exterior producto como [],.; X;, el producto conjuntista con la

i€l
topologia producto, y si se denota por py : [[;,c; Xi — X la proyeccién k-ésima, entonces la externologia

es la generada por la subbase exterior cuyos elementos son de la forma p,;l(Ek), Eyecep, kel

Estos nuevos espacios exteriores creados son el coproducto y producto categéricos de la familia dada,
respectivamente.

Todo espacio exterior induce subespacios exteriores.

Definicién 3.5 Sea X espacio exterior y A C X, se define en A la externologia cuyos elementos son de

la forma £ N A donde E es e-abierto en X.

Noétese que la inclusién candnica i : A — X es exterior.

¢ kM

Definicién 3.6 Sea (X, C 7) un espacio exterior, “~” una relacién de equivalencia en X, X/~ el
espacio topoldgico cociente. Si se denota por 7 : X — X/~ la proyeccién candnica, se define en X/~ la

externologfa dada por aquellos subconjuntos E tales que 7~ 1(E) € ¢.

Asi, por procedimientos analogos a los hechos para los espacios topoldgicos, tenemos:

Proposicion 3.7 Dadas dos aplicaciones exteriores,
X—=Y,

existe su igualador y su coigualador.

Nota: Se hace notar que (0, {0} C {#}) es el objeto inicial en E y que el objeto (x, {x} C {0,*}) es
final, donde * representa el conjunto unipuntual.

Como consecuencia de todo lo anterior:
Teorema 3.8 E es una categoria completa y cocompleta.

3.2 Otra interpretacion de la categoria E

Un hecho especial de la categoria de los espacios exteriores es que se puede considerar como una sub-
categoria de Top., la categoria de los espacios topolégicos punteados, mediante un proceso similar a la

compactificaciéon de Alexandroff. Si (X,ex C 7x) es un espacio exterior y * un punto no perteneciente a
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X se define Xoo = X U{x*} con punto distinguido *, junto con la topologia 7oc = Tx U{EU{*} : F € ex}.
Por otro lado, si f : X — X’ es una aplicacién exterior, se define fo, : Xoo — X ( Xoo = X U {x},
X, = X'U{¥'}) dada por foo(z) = f(z) siz € X ¥ foo(*) = #'. Esto origina un funtor (.)s : E — Top..
Este funtor es claramente fiel.

Se considera Top., la subcategoria de Top, cuyos objetos son los espacios topoldgicos punteados
de la forma (X, z() donde {z¢} es cerrado en X. Los morfismos de esta categoria son las aplicaciones

continuas punteadas f : (X, zg) — (Y, o) tales que f~1({yo}) = {x0}. Entonces
Teorema 3.9 E y Top., son categorias equivalentes.

3.8 Leyes exponenciales.

Ahora se analizardn unas leyes exponenciales en E de cardcter general y también unas consecuencias que

se deducen de éstas.

Definicién 3.10 Sea X un espacio exterior y L C X. Se dice que L es e-compacto si L-E es compacto

para cada E e-abierto.

Se deduce inmediatamente que X es e-compacto si y sé6lo si su externologia estd contenida en la de los

complementos de sus compacto-cerrados.
Definicién 3.11 Sean X, Z espacios exteriores. Se define
ZX = Homg(X, Z),
con la topologia generada por la subbase cuyos elementos son de la forma
(K, U)={a € Z¥ :a(K) U},

(L,E)={ac Z* :a(L) C E},

donde K es compacto en X, U abierto en Z, L es e-compacto en X y E e-abierto en Z. Esta topologia

se denotara por Tzx.
Proposicion 3.12 Existe un funtor,

() . E? x E — Top,
dado por (X, Z) — 2%, (f,9) = ¢/ = f*g..

Definicién 3.13 Sean X espacio exterior e Y espacio topoldgico. Se define en X x Y la topologia
producto y externologia dada por aquellos subconjuntos abiertos de X x Y, F, tales que para caday € Y
existe Uy € 1y, y € U, y existe E, € ex tal que F, x U, C E. Este nuevo espacio exterior se denotard
por X xY.

Proposicion 3.14 Ezxiste un funtor,
X_:E x Top — E,

dado por (X,Y)— XXY, (f,g9) — [fXg.

Cuando el espacio topolégico Y es compacto entonces exzy = {F € 7xxy : 3G €ex,GxY C E}. Si
ademas X es un espacio exterior dotado de la externologia de los complementos de sus compacto-cerrados

entonces la externologfa de X XY coincide con la de los complementos de sus compacto-cerrados.
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Teorema 3.15 Sean X, Z espacios exteriores, X Hausdorff, localmente compacto, con externologia €X.,

e Y espacio topoldgico. Entonces existe una biyeccion natural,
Homg(X XY, Z) = Homrop(Y, ZX).

Definicién 3.16 Sea Y un espacio topolégico y Z un espacio exterior. Se define Z¥ = Hommop(Y, Z)
provista de la topologia compacto-abierta y la externologia cuya base exterior estd formada por los
subconjuntos de ZY¥ de la forma (K, E), K compacto en Y, E e-abierto en Z. Esta externologia se

denotard por v .

Otra ley exponencial que se da es la siguiente:

Teorema 3.17 Fuxiste una biyeccion natural,
Homg(XxY,Z) = Homg(X, ZY),
con X,Z espacios exteriores, Y espacio topoldgico localmente compacto.

De las biyecciones naturales 3.15, 3.17 se deduce primeramente que, fijado un espacio exterior X
Hausdorff, localmente compacto y con la externologia de los complementos de sus compacto-cerrados,

existe una situacion de adjuncién,
Xx_:Top = E: ()%, Xx_4()*.
También, fijado un espacio topolégico localmente compacto Y, existe una adjuncién,

XY:E=E: ()Y, xy+()Y.

3.4 FEstructuras de Quillen para E.

Se estudiaran diferentes estructuras de modelo para homotopia en el sentido de Quillen, relacionandolas
entre si. Se considerara el conjunto de los nimeros naturales N con la topologia discreta y externologia
de los complementos de sus compacto-cerrados, es decir, de sus subconjuntos finitos. También a S™, D™,
I, la n-esfera, el n-disco y el intervalo unidad cerrado provistos con las topologias inducidas por la usual,
respectivamente.

Se considera la categoria de los espacios exteriores bajo N, EN. Los objetos a : N — X, que son

aplicaciones exteriores, se denotaran por (X, a), mientras que los morfismos
N
_ >
X 7 Y

por f: (X,a) = (Y b).

Definicién 3.18 Sean f,¢g: (X,a) — (Y,b) aplicaciones exteriores bajo N. Se dird que f es e-homdtopa
a g relativamente a N, si existe una aplicacién exterior H : X XI — Y (denominada homotopia exterior
relativa a N), tal que Hog = f, Hé1 = g y H(a x id) = bp.

Sustituyendo N por ) surge, de forma natural, la homotopia exterior no relativa. La relacién de e-
homotopia relativa a N es de equivalencia en Homgn ((X, a), (Y,0)). Ademds, esta relacién es compatible

respecto de la composicién con aplicaciones exteriores bajo N.
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Dado X espacio exterior existe la biyeccién
Homg(NxS™, X) 2 Homrzop(S™, XV).
Este tipo de biyeccién se puede trasladar para objetos bajo N :
Homgy (NxS™,id x *), (X, a)) = Homzop-((S™, %), (X, a)).
Teniendo en cuenta que Homg(Nx(S™ x I), X) =2 Homrop(S™ x I, XV) existe la biyeccién
[(NXS™ id x %), (X,a)]N 2= [(S™, %), (XN, a)],

donde el primer miembro de la biyeccién es el conjunto de las clases de e-homotopia relativa y el segundo

es el conjunto de clases homotopia punteado cldsico. Esto da pie a la siguiente definicién:

Definicién 3.19 Dado (X, a) objeto en EN, se define su n-conjunto de homotopia exterior de tipo Brown
como el conjunto
T (X, ) = [(NxS",id x %), (X, a)]".

Asi, existe una biyeccién ¢ x ) : 72 ((X,a)) — m,(X",a), de forma que induce la estructura alge-
braica de uno a otro. Entonces, 7 ((X, a)) es un conjunto punteado, 7 ((X, a)) es un grupo y 72 ((X, a))
es un grupo abeliano, para n > 2.

También se puede considerar Ry = [0, +00) con la topologia inducida por la usual y externologia de
los complementos de sus compactos. De forma totalmente andloga, se tiene la categoria de los espacios
exteriores bajo R, ER+. Surge la nocién de e-homotopia relativa a R, y, observando que R es Hausdorff,
localmente compacto y con la externologia 5155“, se puede hacer el mismo razonamiento hecho para N,

dando lugar, asi, a la siguiente definicién:

Definicién 3.20 Dado (X,a) objeto en ER+, se define su n-conjunto de homotopia esterior de tipo
Steenrod como el conjunto
(X, a)) = [(Ry xS™,id x %), (X, a)]*+.

Asi, se tiene un conjunto punteado para n = 0, un grupo para n = 1 y un grupo abeliano para
n > 2. De igual manera se tiene, dado una aplicacién exterior bajo R, una aplicacién de conjuntos, un
homomorfismo de grupos o un homomorfismo de grupos abelianos, dependiendo que la dimensién sea 0,

1 o mayor o igual que 2, respectivamente.

Definicién 3.21 Sea f : X — Y una aplicacién exterior. Se dice que [ es equivalencia débil exterior o
e-equivalencia débil si verifica una de las dos condiciones siguientes:

(i) Si XN = ) entonces YN = (.

(ii) Si XN # 0 entonces, 72 (f) : 7B((X,a)) — 72 ((Y, fa)) es biyeccién, para cada n >0, a € X,

n

Definicién 3.22 Sea p : F — B una aplicaciéon exterior, se dice que es una fibracion exterior, o e-
fibracion si tiene la P.E.D. respecto de las aplicaciones §p : Nx D" — Nx (D" x I), n > 0. Es decir, todo
diagrama de la forma

NxD" —4—= F

Nx(D" x I) —> B

tiene elevacién, h : Nx (D™ x I) — E, ph = v, hdy = u.
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Definicién 3.23 Sea i : A — B una aplicacién exterior, se dice que es cofibracion exterior o e-cofibracion

si tiene la propiedad de elevacién de homotopia a izquierda respecto de las e-fibraciones triviales.

E, junto con la e-fibraciones, e-cofibraciones y las e-equivalencias débiles, tiene estructura de categoria
de modelos cerrada. Pero ademds, tiene una estructura adicional, la de categoria simplicial de modelos
cerrada.

Se define un funtor Homy, : E°? x E — SS por Homg(X,Y),, = Homg(X X|A[n][,Y).

Si fe Homg(X,Y),y g€ Homg(Y,Z),, entonces g o, f viene determinado por la composicién

idx XA FXid|afn|

X x|Aln]| (X X|A[n]]) x| Aln]| Y x|A[n]| -1 z.

o define una aplicacién simplicial para cada terna de espacios exteriores X, Y, Z. Se tiene entonces el

siguiente resultado:
Proposicion 3.24 E con la estructura definida anteriormente es una categoria simplicial.

Definicién 3.25 Sea X un espacio exterior y sea K un conjunto simplicial finito. Se define X ® K =
Xx|K|y XK = XIKI,

Nétese que, en este caso, | K| es un espacio topolégico compacto y Hausdorff.
Teorema 3.26 FExiste una biyeccion natural,
Homg(X ® K,Y) = Homgs (K, Homg(X,Y)),
donde X, Y son espacios exteriores y K un conjunto simplicial finito.

Proposicion 3.27 Sean X un espacio exterior y K, L conjuntos simpliciales finitos, entonces,
() X (KxL)2(X®K)®L,
(ii) XExE = (XK)L,

También se tiene:
Homg (Y, X®) = Homg(Y ® K, X) = Homgs(K, Homg(Y, X)). Asi, E verifica el axioma SMO.
Se tiene que Homg(X ® K,Y) = Homg(X,YX). Esto se puede generalizar a nivel simplicial.

Teorema 3.28 E tiene estructura de categoria simplicial de modelos cerrada.

Se definird ahora una nueva estructura en E. Existe un funtor de olvido U : E — Top de forma que
prescinde de la externologia de cada espacio exterior y a cada aplicaciéon exterior se le asigna la misma
aplicacién entre los espacios topolégicos correspondientes. Siempre que no haya lugar a ambigiiedad o
confusion se denotara al olvido de f: X — Y como el mismo f: X — Y.

Existe otro funtor, V : Top — E que a cada espacio topoldgico lo transforma en un espacio exterior

sin més que considerar como externologia la propia topologia. U es adjunto a derecha de V.

Definicién 3.29 Sea f : X — Y una aplicacién exterior. Se dice que f es g-equivalencia débil si es

e-equivalencia débil y su olvido es equivalencia débil en Top.
Se observa que toda equivalencia de homotopia exterior es una g-equivalencia débil.
Definicién 3.30 Sea p : E — B una aplicacion exterior. Se dice que es g-fibracion si es e-fibracion y su

olvido es fibraciéon en Top.
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Decir que el olvido de p es fibracion en Top es lo mismo que decir que p, como aplicacién exterior,
tiene la P.E.D. en E respecto de las aplicaciones exteriores dg : D? — D% I, donde en DY se considera
la externologia de los complementos de sus compacto-cerrados, es decir, la propia topologia; por tanto
en DX se tiene también la externologia de los complementos de sus compacto-cerrados, o la propia
topologia. Asimismo, toda aplicacién u : D? — X es exterior si y s6lo si su olvido es continua, al igual

con aplicaciones del tipo D? x [ — X.

Definicién 3.31 Sea i : A — B una aplicacién exterior, se dice que es g-cofibracidn si verifica la P.E.I.

respecto de las g-fibraciones triviales.

Se deduce que todo espacio exterior es g-fibrante. Ademds, tanto el coproducto de g-cofibraciones

como la inducida en un push-out de una g-cofibracién es de nuevo una g-cofibracién.

Teorema 3.32 E junto con las g-fibraciones, g-cofibraciones y las g-equivalencias débiles es una categoria

stmplicial de modelos cerrada.

La definicién de gCW complejo surge como un espacio exterior en el que se pegan adecuadamente cel-
das compactas y no compactas. Se dard ahora su definicién rigurosa y se veran algunas de sus propiedades

mas importantes, asi como un teorema de tipo Whitehead.
Definicién 3.33 Sea X un espacio exterior, se dice que es un gCW complejo si admite una filtracién
P=X'cx’cXx'c..cX"c..cX,

tal que X es el colimite de dicha sucesién y cada X™ se obtiene de X”~! mediante un push-out en E de

la forma

= ene o (e, @0 Len, o)
(rea, N33 M ep, Sp) —— =2 Xp1

|

n-

Nx D% D?
(HAGAn A)H(H;LGB" p.) (HAeAn wx)H(UHeB" )

A YA(Nx DY), ¢, (D};) se les denomina N-celda y celda simple respectivamente, y a las aplicaciones
©x NiS;“l — X" g, Sﬁ’l — X"~ las aplicaciones caracteristica respectivas.

Se llama, ¢-esqueleto de X al elemento g-ésimo de la filtracién que admite X, X9.
Proposicion 3.34 Todo gCW complejo es un espacio exterior g-cofibrante.

Se obtiene como consecuencia el teorema de Whitehead.

Teorema 3.35 Sea f: X — Y aplicacion exterior entre gCW complejos. Entonces f es una equivalencia

de homotopia exterior si y sélo si f es g-equivalencia débil.

Todo CW complejo es un gCW complejo con externologia la propia topologia. Esta externologia no
tiene por qué coincidir con la de los complementos de los compacto-cerrados, sin embargo bajo ciertas

condiciones si se cumple.

Proposiciéon 3.36 Sea X un CW complejo localmente finito, de dimension finita y con un nudmero
contable de celdas en cada dimension. FEntonces X, con la externologia de los complementos de sus

compacto-cerrados, es un gCW complejo.
Como consecuencia se obtiene el teorema de Whitehead propio.

Teorema 3.37 Sea f : X — Y wuna aplicacion propia entre CW complejos localmente finitos, de di-
mension finita y con un numero contable de celdas en cada dimension. Entonces f = f. es g-equivalencia

débil si y solo si f es una equivalencia de homotopia propia.
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3.5 Comparacion de estructuras de modelos.

En esta seccién se compararan las estructuras de categorias de modelos existentes en E: la e-estructura,
la g-estructura, asi como también la de los espacios topoldgicos.

Como se ha visto, la categoria de los espacios exteriores tiene una estructura de categoria simplicial
de modelos cerrada con las e-fibraciones, e-cofibraciones y las e-equivalencias, y otra con las g-fibraciones,
g-cofibraciones y g-equivalencias débiles. Cabe preguntarse qué ocurre con las categorias localizadas
respectivas. Se denotard por Hog(E) a la categoria localizada de E con la estructura de modelos derivada
de las e-fibraciones, e-cofibraciones y e-equivalencias débiles. Similarmente se denotard por Hog(E) a
la localizada de E con la estructura derivada por los g-morfismos respectivos. Obsérvese que, de forma
obvia, existe una adjuncion,

id
E_—E.
id
Evidentemente id : E — E lleva g-fibraciones en e-fibraciones y g-equivalencias débiles en e-equivalencias

débiles, por lo que lleva e-cofibraciones en g-cofibraciones.

Proposicion 3.38 Exziste una adjuncion,

L(id) : Hoo(E) —> Hog(E) : R(id).

Nota: L(F) y R(F) denotan los funtores adjuntos a izquierda y a derecha de F' respectivamente,

véase [31].

Ademaés
Proposicién 3.39 El funtor L(id) : Hoe(E) — Hog(E) es un encage.

Otra comparacion de especial interés es entre las categorias localizadas de Top con la estructura de
Quillen y la localizada Hog(E). El funtor olvido U : E — Top transforma g-fibraciones en fibraciones
y g-equivalencias débiles en equivalencias débiles. Recordemos que su funtor adjunto a izquierda es

V : Top — E, en el que a cada espacio topoldgico se le considera como externologia su topologia.

Proposiciéon 3.40 Ezxiste una adjuncion,

L(V) : Ho(Top) —> Hogx(E) : R(U).

Ademas,

Proposicién 3.41 El funtor L(V) : Ho(Top) — Hog(E) es un encaje.

4 Modelos simpliciales.

Se presentan dos modelos algebraicos para la categoria de los espacios exteriores: los M-conjuntos sim-
pliciales y los conjuntos simpliciales exteriores. Se establece una estructura de categoria simplicial de
modelos cerrada para el primer modelo asi como la creaciéon de funtores adjuntos, realizacién y singular
exteriores, que inducen otra adjuncién en las categorias localizadas respectivas.

Se extenderd la nocién de exterior a otras categorias, entre ellas, el segundo modelo. Otras son los
grupos abelianos simpliciales exteriores y conjuntos (grupos abelianos) exteriores. La relacién de este otro
modelo con E es la existencia de una adjuncién a través de funtores analogos a la realizacion geométrica

y el singular clasicos.
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4.1 M-conjuntos simpliciales.

Definicién 4.1 Un monoide es un conjunto M con una ley de composicién interna - : M x M — M
verificando
(i) m-(m'-m")=(m-m’)-m”, para cualquier m, m’, m" de M. (Ley asociativa).

(ii) Existe 1 € M tal que 1-m = m -1 = m, para cualquier m de M. (Existencia de elemento neutro).

Todo monoide M se puede considerar como una categoria con un solo objeto *, donde los morfismos
* — * son los elementos de M, siendo la composicién la operaciéon. Reciprocamente, toda categoria con un

tnico objeto tiene estructura de monoide considerando sus morfismos y como operacién su composicién.

Definicién 4.2 Sea M un monoide, un M -conjunto a derecha es un par (X,0), donde X es un conjunto
y 6 representa una accién de M por la derecha de X, esto es, una aplicacion 6 : X x M — X tal que

(i) 0(0(x,m),m") = O(xz,m -m’), para cada x de X y m, m' de M;

(ii) 6(z,1) = z, para cada x de X.

Para simplificar notacién, 6(x, m) se suele representar por « - m y al par (X,6) por X.

Definicién 4.3 Si X, Y son M-conjuntos por la derecha, una M -aplicacion a derecha de X a 'Y consiste
en una aplicacién f : X — Y que respeta las acciones, es decir, f(z-m) = f(x)-m, para z de X y m de
M.

La composicién de M-aplicaciones por la derecha es M-aplicacién por la derecha y la identidad en un
M-conjunto es M-aplicacién por la derecha. Surge entonces la categoria de M-conjuntos por la derecha,
denotada por Setsy;. También existe la nocién de M-conjunto y M-aplicacién por la izquierda, dando
lugar, de forma natural, a la categoria de M-conjuntos a izquierda, nySets. A partir de aqui, cuando se
haga referencia a M-conjuntos y M-aplicaciones se entendera que son por la derecha.

Considerando a M como categorfa se puede hablar de la categorfa de funtores, Sets™*”. Se tiene que
Setsy y SetsM™ son categorias isomorfas.

Dada una categoria cualquiera C, se ha hablado de la categoria de objetos simpliciales de C como la
categoria de funtores CA°" donde A es la categoria simplicial. En este caso, la categorfa de M-conjuntos
simpliciales es (Setsyp)®”" = (SetsM™)A™ = SetsA™"*M™ — Sets(A*M)™  Todas estas reformula-
ciones se pueden usar indistintamente para designar a la categoria de los M-conjuntos simpliciales.

De forma natural surge el funtor olvido U : Setspr — Sets, también considerado como U : SetsM™” —
Sets, U(X) = X (x), olvidando la accién del monoide. Este funtor se extiende simplicialmente, olvidando
nivel a nivel la accién del monoide en los conjuntos, a U2™ : (SetsMop)Aop — Sets®”, que se denota
como U.

Mediante este funtor olvido, U, se obtienen los siguientes morfismos especiales:

Definicién 4.4 Sea f: X — Y una M-aplicacién simplicial, entonces
(i) f es una fibracion, si U(f) es fibracién en Sets®”";
(ii) f es una equivalencia débil, si U(f) es equivalencia débil en Sets®”";

(iii) f es cofibracion, si tiene la P.E.L. respecto de las fibraciones triviales.

S(AxM)°P

Teorema 4.5 La categoria de M -conjuntos simpliciales, Set , junto con las fibraciones, cofibra-

ciones y equivalencia débiles definidas anteriormente, tiene estructura de categoria de modelos cerrada.

(SetsM*”)A" es una categorfa simplicial al ser de objetos simpliciales ([31]). Ademds, se verifican
los axiomas SMO y SM7. De la cocompletitud de SetsM*”, dado X un M-conjunto simplicial y K un

conjunto simplicial:
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Definicién 4.6 El M-conjunto simplicial X ® K viene dado como
(X ® K)ﬂ = HTGKn Xn,
ysijo: Xp — HTGK” X, denota a la inclusion o-ésima, o € K.
Existe, ademds, un isomorfismo canénico: X ® (K x L) 2 (X @ K)® L.
Definicién 4.7 Dado X un M-conjunto simplicial, K un conjunto simplicial, se define X¥ como
(X5)n = Homgegsaor (K x Aln],U(X)).
Se obtiene entonces:

Proposiciéon 4.8 Si X, Y son M-conjuntos simpliciales y K un conjunto simplicial, existe una biyeccion

natural, Homgegsmoryacr (X @ K,Y) 2 Homgeggmor yaor (X, Y ).

Como consecuencia, si X es un M-conjunto simplicial y K, L son conjuntos simpliciales entonces
XKX L ~ (XK)L

Teorema 4.9 Sets(A M) ¢s una categoria simplicial de modelos cerrada.

4.2 Funtores singular y realizacion geométrica exteriores.

Se construirdn ahora unos funtores adjuntos de una categoria en la otra, llamados singular exterior y
realizacion geométrica exterior, que inducen una adjuncién en las categorias localizadas respectivas.

Se considera el monoide concreto M = Homg(N,N), donde en N se toma la topologfa discreta y
externologia de los complementos de sus subconjuntos finitos. Dado n € N U {0} se considera el n-
sfmplice standard geométrico A,,. Si ¢ : [n] — [m] es creciente entonces se induce una aplicacién continua

denotada como ¢ : A, — A,, que da origen a un funtor A — Top.

Definicién 4.10 Se define el funtor singular exterior, Sing. : E — Sets(d*M)" " como Singe(X), =
Homg(NxA,, X).

Teorema 4.11 Eziste un funtor |.|. : Sets!*™M)** _ B llamado realizacién geométrica exterior, tal

que es adjunto a izquierda del funtor singular exterior. Ademds, e ste funtor viene definido por

|X|e:colim(/ X AxMAE),
A XM

para cada M -conjunto simplicial X .
Estos funtores inducen unos funtores adjuntos en las categorias localizadas respectivas:
Teorema 4.12 FExiste una adjuncion, L(|.|c) 4 R(Sing.),

L(le)
Ho(Sets(A*M)°") —> Ho,(E).
g(Singe)
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4.8  Prismas infinitos.

Se define, para cada M-conjunto simplicial, un conjunto simplicial especial, denominado prismas infinitos.

En ciertos casos sera de Kan, por lo que se podran definir directamente sus grupos de homotopia. Se

ven propiedades muy interesantes, entre éstas la relacién de los grupos de homotopia exterior de tipo

Steenrod con los grupos de homotopia de los prismas infinitos de un determinado M-conjunto simplicial.

Para X, M-conjunto simplicial, se considera X2 y dy, d; : X2 — X. Cada d. es tal que (de)n :

(XA, = X, a~ ay(0-,idp,), donde o. : [n] — [1] es tal que o.(t) = ¢, t € [n], € € {0,1}.
También se tiene a s : X — X2 5,0 X,, — (X200 (50(2))m(k,0) = X (0)(x).

Existe un elemento especial del monoide M = Homg(N,N).
Definicién 4.13 El elemento sh : N — N, sh(k) =k + 1, k € N, se denomina operador shift.

Si X es un M-conjunto simplicial se puede definir una aplicacién simplicial (sh)* : X — X, dada por

(sh)f(xz) =z - sh, x € X,,. Sin embargo, no es M-aplicacién simplicial.

Definicién 4.14 Sea X un M-conjunto simplicial, se define los prismas infinitos de X, y se denotara

por Prinf(X), al conjunto simplicial pull-back

Prinf(X) 22— xAl]

p2i l(do,dl)

X Gy X &

Nétese que el pull-back es en Sets®”. Por otro lado Prinf (X) tiene la descripcién explicita:

Prinf(X), = {a € (X2M), : (d)n(a) = (do)n(a) - sh},
Prinf(X)(p) = X2 (@) |Prinf(X),.

Ademds, p; : Prinf(X) — X2[ es la inclusién canénica y py es do|Prinf(X) : Prinf(X) — X. Se

(AXM)®® _, SetsA™.

induce de forma natural un funtor Prinf : Sets
Los funtores USing., Sing(.)N : E — Sets®™ son naturalmente isomorfos. Como consecuencia
inmediata se obtiene una relacién entre los grupos de homotopia de tipo Brown y los grupos de homotopia

de un determinado conjunto simplicial punteado.

Teorema 4.15 Sea Z un espacio exterior y a € Z~. Entonces el n-grupo de homotopia de tipo Brown
de (Z,a) es isomorfo al n-grupo de homotopia del conjunto simplicial punteado (U(Sing.(Z)),a’) donde

a' : NxAy — Z es isomorfo a a.

Para el caso de los grupos de homotopia de tipo Steenrod, W,‘?((Z, a)), con a € Z®+ | existe una relacién

directa con el funtor prismas infinitos dando lugar al siguiente resultado.

Teorema 4.16 Sea Z espacio exterior y a € Z%+. Entonces los grupos de homotopia de tipo Steenrod
de (Z,a) son isomorfos a los grupos de homotopia del conjunto simplicial punteado (Prinf(Sing.(Z),a),

donde a se corresponde con a de modo canonico.

4.4 Conjuntos simpliciales exteriores.

Se introduce ahora otro modelo algebraico para E: la categoria de los conjuntos simpliciales exteriores.
Esta nueva categoria, a pesar de no ser de objetos simpliciales, tiene una estructura de categoria simplicial
y ademas dispone de unos objetos X ® K, XX, en el sentido simplicial de Quillen. De esta manera se

podra hablar de homotopia y categoria homotdpica.

104



Definicién 4.17 Un conjunto simplicial exterior consiste en un par (X, e), donde X es un conjunto
simplicial y € es una familia no vacia de subconjuntos simpliciales de X, llamada externologia, verificando
(i) Si Z1, Z5 € € entonces Z1 N Zs € ¢
(ii)Si Zee, WC Xy ZCW entonces W € ¢.

De forma totalmente andloga, se pueden considerar para los conjuntos simpliciales exteriores, bases y

subbases exteriores.

Definicién 4.18 Una aplicacion simplicial exterior es una aplicacion simplicial entre conjuntos simpli-

ciales exteriores, f : (X,e) — (X',&'), tal que f~}(E) € ¢, para cada F € ¢’

Sino hay peligro de confusidn, a las aplicaciones simpliciales exteriores se las denotard por f : X — X/,
omitiendo las externologias. También, se denota a la categoria de los conjuntos simpliciales exteriores
op
por E-Sets®™".

Definicién 4.19 Sea (X, ¢) un conjunto simplicial exterior y A C X un subconjunto simplicial. Se define
ea={ENA:Ece}.

Es externologia en A, dotdndola asi de estructura de conjunto simplicial exterior y haciendo que la
inclusién candnica i : A < sea una aplicacién simplicial exterior. Sea ahora (X, ) un conjunto simplicial
exterior, de forma que en cada X, existe una relacién de equivalencia compatible, es decir, x ~ z’ si
y s6lo si X (¢)(z) ~ X(p)(z'), para cada ¢ de A, con codominio [n]. Se considera (X/~), = X, /~
y (X/~)(¢) = @ la inducida en las proyecciones. X/~ es el conjunto simplicial cociente. Se tiene
también la proyecciéon 7 : X — X/~ m,(x) = [z], x € X,,. Evidentemente es simplicial, y la externologia
ex/m ={E C X/~: 77 1(E) € e} dota a X/~ de estructura de conjunto simplicial exterior. Se denomina
congunto simplicial exterior cociente.

Por otro lado, si {(X?%e%)};c; una coleccién de conjuntos simpliciales exteriores, por un lado se
ieIXi)n = HieIij ysi gy X
[I;c; X' representa la inyeccién k-ésima, k € I, entonces se define la externologia E(yer X¥) = {E C

considera [],.; X* el conjunto simplicial coproducto, dado por (]|

iel
e, X" jx (E) € €, Vk € I}, haciendo a cada jj, exterior. [T;c; X" con la estructura exterior es el
coproducto categérico de la familia dada. Por otro lado, si se considera el conjunto simplicial producto
[Lic: X i v se denota por py, : [Lic: X ¢ — Xk, la proyeccién k-ésima, se define la externologia generada

por S = {p;, " (Ey) : By € €*,k € I't. [[,c; X" es el producto categérico de la familia dada en E-Sets®™.

f
Por otro lado, dadas X Z Y, aplicaciones simpliciales exteriores, existe su igualador y coigualador.
g

Si () representa el conjunto simplicial vacio, y el conjunto simplicial unipuntual, entonces (0, {0}) y
(*, {*}) son los objetos inicial y final de esta categoria, respectivamente. Se deduce inmediatamente que
E-Sets®” es una categoria completa y cocompleta.

Otra propiedad interesante de esta categoria es que es simplicial. En primer lugar se introduce el
tensor X ® K, cuando X es un conjunto simplicial exterior y K es un conjunto simplicial, nocién que

dara pie a la creacién del funtor Homg_geisacr -

Definicién 4.20 Sea (X, ¢) un conjunto simplicial exterior, K conjunto simplicial. Se define el conjunto
simplicial exterior (X ® K,exgk) como sigue: X ® K = X x K, donde representa el producto cartesiano
en conjuntos simpliciales, olvidandose de la estructura exterior de X. Los elementos de exgx son los
subconjuntos de X x K, E, tales que para cada p > 0, y para cada o € K, existe ' € ¢ y existe
G CKcomoeGyyF xG7 CE.

Proposicién 4.21 Sea X un conjunto simplicial exterior y K, L conjuntos simpliciales finitos. Entonces
(X®K)®@L=X® (K x L).
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Definicién 4.22 Sean X, Y conjuntos simpliciales exteriores. Se define
}IﬂE—SetsAop (X’ Y)P = HomE—SetsAOP (X ® A[pL Y)a p=>0.
Definicién 4.23 Se define g o, f como la composicién

idx ®A F®ida(p)

X ® Alp) X @ (Alp] x Alp]) Y ®Alp =7,
para cada f € Homp, gosacr (X, Y), ¥ g € Homp gopsacr (Y, 2),.

Se tiene el siguiente resultado:
Teorema 4.24 E-Sets®” es una categoria simplicial.

Si se tiene en cuenta:

Proposicion 4.25 Eziste una biyeccion natural,
]{OTnE-SetsAOp (X ® K, Y) = I{OWLSetsAOp (K7 ME-SetsAf’p (X7 Y))

Entonces X ® K es el objeto tensor en el sentido simplicial de Quillen. También existe la exponen-

clacion.

Definicién 4.26 Sea X un conjunto simplicial exterior, K un conjunto simplicial. Se define X¥ como
(X5)p = Homgegsaor (K x Alp], X), p >0 (X =U(X)), donde

exx ={E C XX :3F € ex tal que FX c F}.

Esta construccién dota a XX de estructura de conjunto simplicial exterior.
Los funtores - ® _ y (.)(') estan relacionados mediante una biyeccion natural, hecho crucial para

comprobar que X ¥ es la exponenciacién del sentido simplicial de Quillen.
Proposicion 4.27 Existe una biyeccion natural,
Homg gegsacr (X @ K,Y) = Homg_gegencr (X, Y5,
donde X, Y recorren los conjuntos simpliciales exteriores y K los conjuntos simpliciales finitos.
La biyeccién natural de la proposicién anterior tiene una generalizacién simplicial.

4.5 Los funtores E-Sing y E-|.|.

Ahora se dard una definicién de un funtor F-Sing, estilo funtor singular, de la categoria de los espacios

exteriores a la de conjuntos simpliciales exteriores.
Definicién 4.28 Si (X, ex) es un espacio exterior, se define
(E-Sing)((X,ex)),

como el conjunto simplicial Sing(X) junto con la externologia que admite como base exterior los sub-

conjuntos simpliciales de la forma Sing(F), con E € €x.

Se induce un funtor E-Sing : E — E-Sets®"".
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Definicién 4.29 Sea (X,ex) un conjunto simplicial exterior. Se define E-|(X,ex)|, como el espacio
exterior dado por el espacio topoldgico | X |, realizacién geométrica de X considerado como conjunto sim-
plicial, junto con la externologia formada por los abiertos de | X| que contienen a la realizacién geométrica

de algtin subconjunto simplicial exterior de X.

Si no hay lugar a confusién se denota como E-|X|. Se tiene un funtor E-|.| : E-Sets®”” — E. Estos
funtores construidos, E-Sing y E-|.|, estdn relacionados por una adjuncién, la cual viene inducida por la

adjuncién clasica entre espacios topoldgicos y conjuntos simpliciales.

Proposicién 4.30 Sea X un conjunto simplicial exterior, Y un espacio exterior y f : E-|X| — Y
una aplicacion exterior. Entonces se induce, de forma natural, f : X — (E-Sing)(Y) una aplicacién

simplicial exterior.

Se tiene asi,

Teorema 4.31 FEuxiste una biyeccion natural,
HomE(E'|X|a Y) = I—IOTnE—SetsAOp (X7 (E-Smg) (Y))7
donde X recorre los conjuntos simpliciales exteriores, Y los expacios exteriores.

Siguiendo ideas paralelas a las de la categoria de los espacios exteriores, E, y la categoria de los

. . o o . op s .
conjuntos simpliciales exteriores, E-Sets®”", surgen nuevas categorfas. En concreto, los conjuntos exte-
riores, cuya categoria de objetos simpliciales asociada estd relacionada con la de los conjuntos simpliciales

exteriores a través de un funtor fiel.

Definicién 4.32 Un conjunto exterior es un par (X, ¢), donde X es un conjunto y € es una familia no
vacia de subconjuntos de X tal que

(i) Si Ey, E5 € €, entonces E1 N Es € ¢

(i) SiEe€e, FC Xy EC F entonces F € ¢.

Definicién 4.33 Una aplicacidn exterior entre dos conjuntos exteriores (X, e), (X', &’) consiste en una

aplicacion f : X — X' tal que f~(E) € ¢, para cada F € €'.

De estas nociones surge la categoria de conjuntos exteriores E-Sets. Esta categoria también tiene
propiedades buenas sobre limites y colimites. Dada {(X;, ;) }scr una familia de conjuntos exteriores, si se
denota por jj, : X — [];c; Xi la inclusién k-ésima del coproducto en Sets, se considera en {(X;, ;) }ier
la externologia constituida por aquellos subconjuntos, E, tales que j, 1(E) € ¢, para cada k € I. Por
otro lado, si pg : [[;c; Xi — X} representa la proyeccién k-ésima en Sets, se considera en [],.; X; la
externologia que admite como base exterior los subconjuntos de la forma p,?l(Ek), By e, kel Es
inmediato que son producto y coproducto categéricos en E-Sets de la familia considerada.

Dadas f, g aplicaciones exteriores de X a Y se considera

A={zeX: f(z) = g(z)},

con la externologia inducida por la de X, es decir, sus subconjuntos exteriores son de la forma E N A,
con E € ex. Entonces i : A — X, la inclusiéon canonica, es el igualador de f y g. Si se considera en
Y el conjunto cociente Y/~, con las relaciones elementales f(x) ~ g(z), x € X, y externologia formada
por aquellos subconjuntos E tales que 7~ 1(E) es subconjunto exterior de Y, donde 7 : Y — Y/~ es la

proyeccién, entonces 7 es el coigualador de f y g. De esta manera, se prueba que la categoria de conjuntos
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exteriores, E-Sets, es completa y cocompleta. Nétese que (0, {0}) y (*,{*}) son el objeto inicial y final
respectivamente.

Al ser (E—Sets)Aop una categoria de objetos simpliciales, entonces es una categoria simplicial. Como
E-Sets es cerrada bajo coproductos dado un conjunto exterior simplicial X : A°? — E-Sets, y K
un conjunto simplicial, existe el conjunto exterior simplicial X ® K, que viene dado por (X ® K), =
HreKn X,, n>0.

La categoria de conjuntos simpliciales exteriores y la categoria de conjuntos exteriores simpliciales

estan relacionadas mediante un funtor fiel,
W : E-Sets®”” — (E-Sets)2™,

que conserva el tensor _ ® _ restringido a conjuntos simpliciales con un ntmero finito de simplices en
cada dimensién. Este funtor viene definido como W ((X,¢€)),, = (X,, &), donde €, es la externologia que
admite como base exterior a {E, : E € €}. Como consecuencia inmediata, este funtor W preserva los
cilindros, es decir,

W(X ®All]) = W(X)® Al

4.6 Grupos abelianos simpliciales exteriores.

Como se ha comentado, la nocién exterior se puede trasladar a otras categorias. En paralelismo a la
seccién anterior, en el apartado concerniente a los conjuntos simpliciales exteriores y conjuntos exterio
res simpliciales, surgen los grupos abelianos simpliciales exteriores (nocién exterior de grupo abeliano
simplicial), y los grupos abelianos exteriores simpliciales (categoria de objetos simpliciales de la categoria
exterior de grupos abelianos). Estas nuevas categorias sirven de puente para el desarrollo de homologias
en espacios exteriores.

Se comienza con la presentacién de la categoria de los grupos abelianos simpliciales exteriores. Dado

un grupo abeliano simplicial, se consideramos subgrupos simpliciales H < G.

Definicién 4.34 Un grupo abeliano simplicial exterior consiste en un par (G,¢), donde G es un grupo
abeliano simplicial y € es una familia no vacia de subgrupos simpliciales de G verificando:

(i) Si Eq, Es € ¢ entonces E; N Es € ¢;

(i) SiE€e, F<GyFE < F entonces F € ¢.

Nota: Al igual que en conjuntos simpliciales exteriores se establecen, de forma obvia, las nociones de

base y subbase exterior.

Definicién 4.35 Un homomorfismo simplicial entre grupos abelianos simpliciales exteriores f : (G,¢) —

(G’,€") se dice que es exteriorsi f~1(E) € ¢, para cada E € ¢'.

Se tiene entonces, una nueva categoria, la de los grupos abelianos simpliciales exteriores, E-Ab&"".
También esta categoria es completa y cocompleta. Adema&s es punteada.

Si A es un subgrupo simplicial de G, con G simplicial exterior, se induce en A la externologia € 4 cuya
base exterior estd formada por los subgrupos de A de la forma EN A, E € e. Asi, la inclusién i : A — G
es homomorfismo simplicial exterior. Por otro lado se puede definir el grupo simplicial cociente G /A por

(G/A), = Gp/A,, p > 0; teniendo el homomorfismo simplicial proyeccién 7 : G — G/A, se define
EG/A = {E < G/A : 7T_1(E) € 5}7

haciendo a 7 simplicial exterior.

108



Por otro lado, si {(G%,¢&;)}icr es una familia de grupos abelianos simpliciales exteriores, se considera
®ic1G', dada por (®ic;G'), = ®iesGl, p > 0; y la inyeccién ji : GF — @G, para cada k € I.
Se consideran los subgrupos simpliciales F < @;c;G? tales que j,;l(E) € €, Yk € I, dando lugar
al coproducto categérico de la familia dada. Si se toma [[,c; G* por ([I,c; G)p = [Lic; Ghr ¥ Pr -
[Lics G* — G*, se toma la subbase exterior formada por los subgrupos simpliciales de la forma p;l(Ek),
Ey € €, k € I, teniéndose el producto. Con estas nociones y resultados se comprueba la completitud
y cocompletitud de esta categoria. Si se considera el grupo abeliano simplicial 0 : A°P — Ab dado por
0, =0, p > 0, y como externologia {0}, se comprueba que (0,{0}) es el objeto cero. Se verifica que es
una categoria simplicial. Las construcciones tanto del tensor como del funtor Homg_apace son andlogas

a las hechas para E-Sets®”".

Definicién 4.36 Sea (G,e) un grupo abeliano simplicial exterior y K un conjunto simplicial. Se con-
sidera G ® K grupo abeliano simplicial exterior, olviddndose en G de la extructura exterior, junto con la
familia de subgrupos simpliciales E, tales que, para cada p > 0, 0 € K, existe F7 C K y existe H? € ¢,
con o € Hy tal que H? @ F'7 < E.

Nota: Si (G,¢€) es un grupo abeliano simplicial exterior y K un conjunto simplicial finito, eqgrx =
{E<G®K:3F ¢, F® K < E}.

Proposicion 4.37 Ezxiste una biyeccion natural,
HOmE_AbAOP (G (9 K7 H) = HOmSetSAOP (K, HOmE_AbAOP (G, H))

Definicién 4.38 Sea G un grupo abeliano simplicial exterior y K un conjunto simplicial. Se define G¥
como (GX), = Homgegsaor (K x Alp],G), p >0 (G =U(G)), y con externologia cuya base exterior estd

formada por los de la forma E¥, E € eg.

Noétese que aunque en Homgesacr (K X Alp], G) se olvida de la estructura algebraica de G asi como de
su externologia, se induce una estructura de grupo abeliano simplicial exterior, de forma obvia: (f+f'), =
fq + fy- Existe también una biyeccién natural, Homg_apace (G ® K, H) = Homg_apacr (G, HE), donde
G, H recorren los grupos abelianos simpliciales exteriores y K los conjuntos simpliciales finitos.

Otra categoria de interés es la de los grupos abelianos exteriores. Sus objetos son pares (G, ¢€), con
G grupo abeliano y € una familia no vacia de subgrupos de G, llamados exteriores verificando que la
interseccién de dos elementos de € es de € y que todo subgrupo de G que contenga a un elemento de
€ vuelve a ser de . Por otro lado, sus morfismos son homomorfismos de grupos f : G — G’ tales que
f~YE) € ¢, para cada E € ¢'. Esta nueva categoria se denota por E-Ab. De forma similar a E-Sets,
esta categoria es completa y cocompleta con objeto cero (0,{0}). Ademds E-Ab es una categoria aditiva
(aunque no es abeliana).

(E—Ab)Aop como categoria de objetos simpliciales es una categoria simplicial, ademés es completa y
cocompleta, por lo que si G es un grupo abeliano exterior simplicial y K es un conjunto simplicial, entonces
existe el grupo abeliano exterior simplicial G ® K, y viene dado por (G ® K), = erK,, Gp, p > 0. De

forma andloga a conjuntos, existe un funtor fiel,
W' : E-Ab2A™ — (E-Ab)A™",

que conserva el tensor _ ® _, restringido a conjuntos simpliciales con un nimero finito de simplices en
cada dimensién. Este funtor viene definido como W/ ((G,€))n = (Gn,€n), donde €, es la externologia que

admite como base exterior a {E,, : E € €}.
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Se tiene también que W’ conserva los cilindros, es decir,
W'(G o All]) = W(G) @ A[1].

Se ven ahora relaciones entre todas las categorias simpliciales definidas, esto es, conjuntos simpliciales
exteriores, grupos abelianos simpliciales exteriores, conjuntos exteriores simpliciales y grupos abelianos
exteriores simpliciales. Estas relaciones, funtoriales, se deducen de la adjuncion existente entre el funtor
libre, de conjuntos a grupos abelianos, y el funtor olvido, de grupos abelianos a conjuntos.

Se denota por L : Sets — Ab al funtor libre, que asigna a cada conjunto X el grupo abeliano libre
generado por X, L(X). Si f: X — X' es una aplicacién, el homomorfismo L(f) : L(X) — L(X’), dado
por L(f)(z) = f(z), para cada x € X, extendiéndose por linealidad. Por otro lado, existe un funtor de
olvido U : Ab — Sets, que prescinde de la estructura algebraica del conjunto. L es un funtor adjunto a

izquierda de U.

Definicién 4.39 Dado (X, ¢) un conjunto exterior (E-L)((X,¢€)) es el grupo abeliano exterior dado por
el par (L(X),e(g-1)((x.))), donde L(X) es el grupo abeliano libre generado por X y la externologia es

aquella que admite como base exterior los subgrupos de la forma L(E), E € e.

Definicién 4.40 Si (G,¢) un grupo abeliano exterior, se considera (E-U)((G,¢)),
el conjunto exterior formado por el par (U(X),ep-v)((c.))) donde U(G) es el olvido de G y la

externologia admite como base exterior los subconjuntos de la forma U(E), E € ¢.

Si F: C — D es un funtor e I una categoria pequeiia se denota por F : C! — D! al funtor definido
como F!(X) la composicion FX y Fl(a) = F(a).
Otra adjuncién a tener en cuenta es

op
LA

op — > op
SetsA ? _AbA .
U

Aqui, el objeto E-LA"((X,¢)) es el par definido como (LA" (X),€p-Laor((x,c)), donde la externologia

tiene como base exterior a los de la forma L2” (E), E € . Andlogamente para morfismos. De igual

forma se define un funtor E-U2"", que resulta ser adjunto a derecha de E-LA™.

Teorema 4.41 FEl diagrama

E-LA7

E-Sets®” <——— —— E-AbA™
E-U
Wl J{W’
o (E_L)Aop o
(E-Sets)A”™ ———= (E-Ab)A™

(B-U)A”P

es conmutativo, donde las flechas horizontales son adjunciones.
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