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La Funcion Zeta de Riemann
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Departamento de Matematicas. Universidad del Pais Vasco

1 Introduccién

(George Friedrich) BERNHARD RIEMANN (1826-1866), nacié el 17 de septiembre de 1826
en Breselenz, cerca de Hannover. Hijo de un pastor luterano que se ocupé personalmente
de la educacion de su hijo durante los primeros anos y lo instruyé en materias como
aritmética, geometria e historia.

Riemann queria seguir los pasos de su padre y estudio filosofia y teologia en Gottin-
gen, pero los cursos que siguié del gran Gauss le llevaron muy pronto al estudio de las
matematicas. Incluso redacto su tesis doctoral bajo la direccién de Gauss.

Estudié un ano en Berlin con insignes matematicos como Jacobi, Steiner, Eisenstein
y con el que (posiblemente) tuvo una influencia decisiva en sus investigaciones relativas a
la teoria de los nimeros, nos referimos a P.G.L. Dirichlet.

Riemann fue uno de los fundadores de la teoria de las funciones analiticas. Hizo
contribuciones importantes en materias como geometria, fisica matemaética y muy espe-
cialmente en teoria de los niimeros, por las notables consecuencias que ha tenido su famosa

hipétesis [32]. Las paginas que siguen sélo pretenden ser un breve esbozo de algunas de las

Brprfrrd Vyrnens

Figura 1: Bernhard Riemann
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Figura 2: Biblioteca de la Universidad de Gottingen (alrededor de 1854)

propiedades relativas a la denominada funcién zeta de Riemann y su relacién con ciertos

problemas de la teoria de los niimeros.

2 De Euler a Riemann

Desde Euclides (ano 300 a. C.) se sabe que la sucesién de nidmeros primos es infinita.
En 1737 Euler demostré que ) 1/p, diverge, lo cual conduce a otra demostraciéon de
la existencia de infinitos niimeros primos. Uno de los méas notables descubrimientos de
Euler fué la siguiente férmula Y >°, n~? = 7%/6. La observacién de Euler (1749) de que

el producto

(2.1) [[a-r=3"=> 07 s>1

donde p recorre todos los niimeros primos p y n los naturales, sera el comienzo de las
investigaciones de Riemann en esta direccion.

A Riemann la férmula de Euler le parecié realmente admirable. Entre los més de
100 anos que hay desde el descubrimiente de esta féormula por Euler y el interés de Rie-
mann por ella, la mayoria de los matematicos la consideraban como una mera curiosidad.
Resulta dificil ver como esta representacién en producto puede ayudar a establecer un
planteamiento analitico para la funcién 7(z), esto es, la cantidad de nimeros primos en
el intervalo [1, z]. La distribucién de los primos es realmente obstrusa.

Riemann se interesd, entre otros temas, por la distribucion de los niimeros primos. Se
plantean inmediatamente numerosas preguntas como son: existencia de infinitos niimeros

primos; determinacion de féormulas que permitan obtener los niimeros primos; distribucién

68



de los mismos en otras sucesiones distintas de la de nimeros naturales; medida de los
intervalos entre dos primos consecutivos; etc.

En 1849 A. de Polignac conjetur6 que para todo ntimero par 2n habia infinitas parejas
de primos cuya diferencia era 2n. El caso n = 1 corresponde a la famosa conjetura de
los primos gemelos. La pregunta que nos hacemos aqui es ; existen infinitos primos p,
tales que p + 2 sea también primo?. Una caracterizaciéon de los primos gemelos la da
Clement [7]. Sea n > 2, los enteros n y n + 2 forman un par de primos gemelos si y sélo
sid[(n—1D!+1]+n=0 (mod n(n+ 2)).

Para cada = > 1, denotamos por m(z) al nimero de primos p < z tales que p + 2
es a su vez primo. La conjetura es que my(x) — oo cuando z — oco. V. Brun obtiene los
primeros resultados no triviales relativos a esta conjetura (ver [29]) y demuestra que la
serie > 1/p, restringida a los primos gemelos es convergente.

Legendre y Gauss se interesaron por el problema de establecer la cantidad de niimeros
primos que hay en un intervalo [1, x]. Legendre afirmaba que para valores suficientemente
grandes 7(x) es aproximadamente igual a z/(logx — 1,08366).

Independientemente de Legendre, Gauss (1792), calculando la cantidad de nimeros
primos consecutivos que hay en cada mil nimeros de la sucesion natural, afirmaba que
7(x) se diferencia relativamente poco de la integral

f; dt/logt. Practicamente las hipdtesis de Legendre y Gauss se expresan por las
férmulas

Todt
° m(z) ~

m(x) ~

Esta ultima integral es denotada usualmente por Iz . Aplicando integracién por partes

log x’ , logt

el li x se demuestra que

. /x dt x 2 N /‘” dt x
1T = = — ~

5 logt logx log?2 5 log’t logz
loza:’

Chebyshev (1851) demuestra las desigualdades 0.92 < x;rl(:g)x < 1.11 y deduce que si

, entonces debe ser la unidad

asi que 7(z) ~li x y w(x) ~ x — 00 son equivalentes.

7 (x)
z/logx

existe el limite cuando z — oo de

(2.2) lim T1087 _

T—00 €T

L,

(en el supuesto de que dicho limite exista). Es decir que se cumpliria la equivalencia
asintética siguiente 7(z) ~ x/logz, r — o0. Esta conjetura es la que conocemos
como Teorema de los numeros primos, sobre la densidad de estos entre los naturales.
La existencia del limite la demostraron Hadamard y de la Vallée Poussin independien-
temente uno de otro en 1896, mediante las ideas desarrolladas por Riemann relacionadas
con la funcién ((s) para valores complejos de s. Con ello quedaba completamente de-

mostrada (2.2): la ley asintdtica de distribucién de los niimeros primos. Pero que se
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verifique (2.2) o su equivalente, sélo nos dice que 7(z) = = + (). Nos queda por lo

T
log x

tanto un resto R(z) = 7(z) — que hay que precisar.

Riemann observé que el orden de la diferencia de m(x) — li(z) depende de la ubicacién
de los ceros de la funcién ((s) en la franja critica 0 < Re s = o < 1.

En su memoria de 1859, Riemann estudia la funcién ((s) definida en {s € C : Re(s) >
1} por la serie arménica generalizada ((s) =Y -, n™°, s=o0+it,0,t € R. N. Oresme
ya habia demostrado que (1), la propia serie arménica, diverge. Sabemos asi que esta
serie es convergente en la regién dada y en Re(s) > 0 > 1 la serie est4 dominada término
a término por la serie absolutamente convergente > - n~® por lo que, segtin el criterio
de Weierstrass converge uniformemente en {s € C: Re(s) > ¢} y representa una funcién
holomorfa en {s € C: Re(s) > 1}.

La conexion fundamental entre la funcién ((s) y los nimeros primos esta dada por
(2.3) o) =]J[{1-p}" s>1
p

donde el producto esta tomado sobre todos los niimeros primos p.

En efecto : Si cada uno de los factores {1 —p~*}~! de la derecha de (2.5) lo escribimos
mediante el desarrollo 1 +p~*+p~2°+..., entonces el producto de los factores extendido
a los primos p < N se puede escribir como suma de los términos de la forma n~° siendo
n divisible unicamente por los primos p < N. Pasando al limite obtenemos (2.3).

Veremos algunas de las propiedades que la funcién ((s) verifica, considerando ((s)
para valores complejos de s.

(a) La primera de ellas es que la férmula (2.3) es vélida para todo s complejo
del semiplano ¢ > 1, siendo ademés el producto infinito absolutamente convergente en
dicho semiplano. Como consecuencia, ya que ((s) es un producto de factores no nulos
absolutamente convergente en o > 1, deducimos que ((s) # 0 en ¢ > 1. Es decir, ((s) no
tiene ceros en el semiplano o > 1.

(b) La version discreta de la integracién por partes, llamada férmula de sumacién de
Abel nos va a proporcionar una versién integral de la funcién ((s) en el semiplano o > 1.

Sea a(n) una funcion aritmética, a : N — C y sea f(t) una funcion con derivada

continua en el intervalo [zo,x]. Definamos A(t) =3, ., a(n) entonces

(2.4) S o)) = A@)f(x) ~ Al flao) — [ A@) O

zo<n<z Zo

Algunos ejemplos relacionados con la funcién ((s) se obtienen considerando f(x) = 27y

la funcién aritmética a(n) = 1, u(n), |u(n)|, A1(n) = A(n)/logn, A(n), tal que la funcién

“() giendo w(n) el nimero de factores primos distintos del

w(n) se define por u(n) = (—1)
nimero n y u(n) = 0 si n es divisible por un cuadrado. La funcién A(n) es nula salvo

cuando n es una potencia de un primo p en cuyo caso A(n) = logp.
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Las expresiones correspondientes de A(x) son [z], M (z), Q(x), II(z), ¥ (x) [x] denota
la parte entera de x, M (z) es la funcién de Mertens (1897), esto es, la funcién sumatoria

de pu(n), Q(x) cuenta los nimeros libres de cuadrados en [1, ] y
(z) = 7(z) + (1/2)7w(x?) + (1/3)m(z'/3) + . ..

y por tltimo ¢ (x) que es la funcién de Chebyshev ¢(z) =3 _ A(n).

Entonces si hacemos tender x a co y Re s > 1, resulta

que en todos los casos mencionados se puede acotar de forma trivial A(z) < x por
lo que el limite lim, .., A(x)f(z) = 0. Se obtienen entonces las formulaciones integrales
correspondientes a las funciones siguientes ((s), 1/{(s), ¢(s)/¢(2s), log((s), —¢'(s)/{(s)

por ejemplo en o > 1 se tiene

Y
(2.5) ((s) = s/1 xsﬂd:}:.
La siguiente propiedad muestra la estrecha relacién entre ((s) y m(z). Para o > 1 se
verifica
> _n(@)
2.6 1 = ———dx.
(2.6 oa(s) = s | T s

El teorema del ntimero primo puede obtenerse invirtiendo esta relacion, esto es, re-
solviendo la ecuacién para 7(z). Entonces, aparece 7(z) como una integral sobre (log ((s))/s,
aunque la integral resultante es algo dificil de evaluar.

Si en (2.4) consideramos por funcién a(n) el cardcter x(n) de Dirichlet estaremos en
el caso de las L-funciones, L(x, s).

(¢) Si seguimos avanzando en el plano complejo nos encontramos con las investiga-
ciones de Hadamard y de la Vallée Poussin que demostraron que

¢(144t) # 0, para todo t € R.

(d) Podemos extender ((s) al semiplano o > 0, asi se comprueba que ((s) es analitica
en o > 0 salvo en s = 1, y se representa en dicho semiplano por la relacion

2.7) ((s) = 2= - s/loo iﬂd:p

donde {z} indica la parte fraccionaria de x. De esta expresién precisamente, vemos que
el residuo de ((s) en s = 1 es la unidad y como consecuencia resulta que ((s) admite un
desarrollo en serie de Laurent de la forma siguiente
1
(2.8) g(s):S_—1+70+71(s—1)+72(s—1)2+...
donde v = v = 0,5772157 ... es la constante de Euler y
C(=DF 1., log"™' N
M= ]\}1_120 Zﬁlog n—ﬁ ,Vk € N.

n<N

71



(d) Todavia podemos prolongar analiticamente la funcién ¢(s) a un semiplano mayor.
Obtenemos que para ¢ > —1, la funcién ((s) es analitica, salvo en el polo s = 1, y admite
la representacion

(2.9) ((s) = ! +1—s/1mwdx.

s—1 2 s+l

3 Hipodtesis de Riemann

Segin hemos mencionado al principio, vemos que las cuestiones relativas a la distribucion
de numeros primos estan estrechamente relacionadas con las propiedades de la funcion
(s)=> n*s=0+itoteR

Riemann, demostr6 que ((s) se puede prolongar analiticamente a todo el s-plano
complejo, resultando una funcién meromorfa con un tnico polo simple en el punto s = 1
de residuo 1.

Teorema. La funcion ((s) es analitica para todo valor de s salvo s = 1, donde

existe un polo de la funcion de residuo 1. Se satisface la ecuacion funcional

(3.1) C(s) = 25"~ 18111(7; T(1— 8)C(1 — 5).

Esta ecuaciéon se puede demostrar usando varios métodos, algunas de las demostra-
ciones pueden encontrarse en el libro de Titchmarsh. Una de ellas depende de la féormula

de sumacién de Euler. Otra depende de la férmula de sumacién de Poisson

(3.2) Z f(n Z/ f(z) cos 2mnxdx.

n=—oo n=—oo
Una demostracién original de Riemann (entre otras), parte de la relacién

1

o 1
/ z2s e gy =T'(=s)n " n 2%
0 2

Lo que conduce a

1 o0
(3.3) C(s) = ﬂ%sr—l(és)/ () de, (0> 1).
0
Para x > 0, se sabe que 20(x) + 1 = % (26(1) + 1) siendo 6(z Z e De (3.3) se
n=1
deduce
HrEs) = s+ [ @ theta(o)d
m 55 =R x T eta(z)dx

y la integral converge para todo s, asi la férmula se verifica, por prolongacion analitica,
para todo valor de s. Cambiando a la derecha s por 1 — s se obtiene la ecuacion funcional
en la forma

1

(3.4) R BT (s) = m T — 2901 - ).
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La ecuacién funcional se escribe también en la forma ((s) = x(s)((1 — s) s = o + i,
s,s—1 TS s—1
(3.5) X(s) =2°7°" " sin(— 5 T(1l—s)=7n"2—2—=2-

y x(s)x(1—s) = 1si &(s) = $s(s — 1) 2T(£)((s), entonces se verifica £(s) = (1 — s)

siendo I'(s) la funcién Gamma de Euler, que en forma integral es
[(s) = / e 't571dt, Re s> 0.
0

El propio Euler obtuvo un caso particular de la ecuacién funcional y evalué ((s) para
s entero positivo par y para s entero negativo impar. (ver Ayoub [2]).

De la la ecuacién funcional se deduce que en el semiplano Re s < 0 la funcién ((s)

solo tiene los ceros triviales s = —2n, n € N. Para valores enteros de s sabemos que
¢(0) = —1/2 y para m entero no nulo resulta ((—2m) = 0; ((1 —2m) = (71%%,

(m=1,2,3,...)donde los coeficientes B,, son los del desarrollo

s 1 Blg 324
_1_ g2t
es—1 2+2' 40

st |s| < 27

Asi queda por estudiar la parte mas problematica del plano, la denominada franja
critica, 0 < o0 < 1, t € R. Riemann en su memoria afirma

(1) ¢(s) tiene infinitos ceros complejos que estén en la banda critica, que son simétricos
respecto de las rectas Re s =0 =1/2,y Im s = 0.

(2) Si denotamos por N(T) al ntimero de ceros de ((s) en el rectangulo 0 < Re s < 1,
0<Ims<T,entonces N(T') = (T/2n)log(T/27) — (T'/27) + O(log T').

(3) La serie >_ |p| =2 converge mientras que la serie > [p| ™! es divergente. La sumacién
se extiende a todos los ceros complejos p = 3 + iy de ((s).

(4) La funcién entera £(s) = (1/2)s(s — 1)m~(/25T(5/2)((s) se puede escribir en la

forma
(3.6) £(s) = ePs H{l (s/p)}es’”

donde A, B son constantes. El producto es absolutamente convergente y estd tomado
sobre todos los ceros complejos de ((s).

(5) Todos los ceros complejos de ((s) estéan en la recta Re s = 1/2.

(6) Para > 1, la funcién I(z) = Y ., = verifica II(z) = 7(x) + O(y/z). Riemann

conjetura que para x no entero

(3.7) (x) = li(z) = Y li(a?) + /2 h e f?ulogu ~log2

siendo li(z) es el logaritmo integral, [ dt/logt y 3 |p|™ = limp oo 351 g 0] 7>
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Las cuestiones (1), (3), (4) las demostr6 por primera vez Hadamard

[11]-[12] y fueron muy importantes en las primeras demostraciones del teorema de los
nimeros primos. La (2) fué demostrada por Mangoldt ([26]) en 1895, y méds precisamente
en 1905. Hardy [13], en 1914, demostré la existencia de infinitos ceros en la recta Re s =
1/2. La tnica afirmacién abierta es (5), que es la conocida como Hipdtesis de Riemann.
El primer paso a su demostracién se debe al propio Riemann, quien demostré que ((s)
tiene infinitos ceros en la recta Re s = 1/2 y que casi todos los ceros de la funcién estan
proximos a esta recta. Pero Riemann no publicé sus resultados y fué Siegel, en 1935, el
que lo descubrié entre los papeles inéditos de Riemann.

En 1900 Hilbert colocé el problema (5) en la lista de los problemas mdas importantes

con los que deberian enfrentarse los matematicos.

4 Ceros de la funcién ((s)

En el estudio de los ceros de la funcién zeta, consideramos tres aspectos, a) el nimero
de ceros que hay en un rectangulo de la franja critica, b) la magnitud de los intervalos
entre ceros consecutivos de la linea critica y ¢) la obtencién de regiones de la franja critica
donde ((s) # 0.

a) Hipétesis de Lindelof e hipétesis de densidad. En relacién con la funcién
zeta de Riemann, Lindel6f conjetura que ((1/2+it) < |¢|° siendo ¢ — 400 y € un nimero
positivo arbitrariamente pequeno.

En 1912, Littlewood [24] probé que la conjetura de Riemann implica la de Lindeldf.
El reciproco es falso.

Denotamos por p los zeros complejos de ((s), y N(«,T) al nimero de tales ceros p,
tal que 0 < Im p <T,Re p = 0 > a siendo 1/2 < a < 1. Una condicién necesaria y
suficiente para que la hipé6tesis de Lindelof sea cierta es que se verifique N(a, T + 1) —
N(a,T) = o(logT) cuando o > 1/2, T' — +o0, ( vease Backlund [3] y Littlewood [23]).

Littlewood probé que para 1/2 < a < 1 la siguiente estimacién

T 1

N(o,T 1
0T < e =1

es valida uniformemente respecto de o.
Selberg [33], obtiene una estimacién uniforme respecto de o en el intervalo 1/2 < o <'1

que rebaja el exponente de T respecto a la de Littlewood,
N(o,T) < T 12 log T.

Las estimaciones de N(o,T) son importantes en la aplicacién a la resolucién de ciertos
problemas. En la conjetura de Bertrand, Chebyshev demostré un resultado mas fuerte

pues probé que en el intervalo (z, 2+ h] hay un nimero primo si z > xqy h > %x A partir
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de esto la pregunta siguiente es clara. ; Como de pequeno puede ser h = h(x) de forma que
se siga cumpliendo el postulado de Bertrand? Se comprueba que si se estudia la diferencia
(x4 h)—1(z), h < x, entonces la demostracién de que en el intervalo (z, x4 h] haya un

nimero primo, depende de la comprobaciéon de que la suma E log p sea positiva, con

z<p<z+h
lo que se podra afirmar que el intervalo de sumacién es no vacio. Dicha suma depende

a su vez del nimero de ceros complejos en un rectangulo, por lo que este problema nos

lleva a la necesidad de tener estimaciones de N(o,T) de la forma
(4.1) N(o,T) < T 1og" T, 1/2<0<1

(a,b constantes absolutas positivas, a > 2), uniforme en sigma. La estimacién (4.1) con
a = 2, se conoce como

Hipotesis de densidad.

Si la hipdtesis de Riemann es cierta, entonces N(o,T) = 0, para o > 1/2.

b) Intervalos entre ceros consecutivos. Una de las cuestiones que se plantean, es
estudiar como estan distribuidos los ceros en la linea s = % +it,t € R.

Por ello se busca estimar la diferencia entre las partes imaginarias de ceros consecutivos
de dicha linea. Sea t,, la parte imaginaria del n-ésimo cero de la funcién ((s) de la forma
% +it,t > 0, tal que 0 < t; < ty.... Por ejemplo, los primeros valores de ¢; con seis

decimales son
t1 = 14.134725,t, = 21.022040, t3 = 25.010858, 4, = 30.42487666, t5 = 32.935062,

te = 37.586178,t7; = 40.918719, tg = 43, 327073, tg = 48.005151, t19 = 49.773832 ,

(Haselgrove-Miller [16], dan los 1500 primeros ceros con seis decimales). Sea
6 = inf{a > 0;t,41 — t, < 0}

asi que t, .1 — t, < t%7¢ para cada € > 0 y n > ng(e). Hardy y Litllewood obtuvieron la
estimacién con 6 < i en 1918. Su estimacion no se mejor6 hasta 1976 cuando J. Moser
27] y R. Balasubramanian [4] obtienen § < 3. A.A. Karatzuba [20] la obtiene con 6 < 2.

A. Ivic [19], demuestra que 6 < 0,15594583... < %, lo que mejora la estimaciéon de
A A karatzuba.

c) Regiones libres de ceros y método de Vinogradov. Una forma de abordar
el problema (5) por numerosos matematicos ha sido obtener regiones de la franja critica
0 <o <1, teR, cada vez méds amplias donde ((s) # 0. Ch. de la Vallée Poussin (1898)

demostré que ((s) # 0 en el dominio

A
4.2 >1 - — A .
(42) Beszl-amvay 470
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En 1922 Littlewood mejoré el resultado anterior demostrando que la funcién ¢(s) no tiene
ceros en

Aloglog |t|

4.3 Res>1—
(43) ©re log [t

: t] > €.

Es evidente que la constante A no es la misma en cada caso. En 1936 Chudakov obtiene

para [t| > 3, la regién libre de ceros

A
log®* [t|(log log [¢[)3/4

(4.4) Re s >1—

El método de Vinogradov-Korobov de estimacion de integrales exponenciales nos per-

mite obtener regiones libres de ceros. Sea H™ el hipercubo unidad n dimensional (0, 1]™.

Para cada n-tupla b = (by,...,b,) de enteros b;, sea Ji (b, P) el nimero de soluciones
de

k
(4.5) Z(:cg—a:i“):bj,lgjgn,lgxl,...,xgkgP

i=1

y sea S(a, P) =3 _pe(aiz + ...+ a,z"). Entonces

Jen(b, P) = / |S(a, P)|**¢(—a - b)da

n

donde a-b = a;by + ...+ a,b,. Es facil ver que
(4.6) Jen(b, P) < Jipn(0, P) = Ji 0 (P).

El primer paso en el método de Vinogradov-Korobov es obtener una estimacion para
Jin(P), hallando una cota superior para el nimero de soluciones del sistema de ecuaciones,
cuando b = 0, lo cual después de las investigaciones de Linnik, Karatzuba y Korobov se
comprueba que equivale a calcular el nimero de soluciones de un sistema de congruencias.
Esta cota de Jy ,(P) se conoce como Teorema del valor medio de Vinogradov.

El segundo paso es aplicar el Teorema del valor medio de Vinogradov para estimar
sumas de la forma > _, ™/ [ = (a,b], donde f es una funcién real de variable
real continuamente diferenciable cierto nimero de veces. Obsérvese que si se elige la
funcién f(z) = —5-tlogz, t > 0 entonces se tiene la suma Y., n~*, I = (a,b]. Como

consecuencia obtenemos estimaciones en sumas del tipo

d n7 0<o<1,t>0

a<n<b

de la cual se deduce una region libre de ceros del tipo

C((s)#0, si Res>1-— t>t(th >2), a<l.

log“t’
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que es mejor que la de Littlewood. Refinando el método se obtiene la mejor regién libre
de ceros conocida.

Ivic [19], da el siguiente teorema: Eziste una constante n > 0 tal que para 1—n < o <1
uniformemente en o se tiene

3/2

(4.7) C(o +it) < 120" 1og?3 ¢, (t > ty).

Este resultado implica ¢(1+it) < (logt)*? demostrado en 1958 por Korobov [21] y Vino-
gradov [35]. Lamejor regién libre de ceros conocida por ahora o > 1—C(logt)~??(log logt)~'/3,
t > 3. Su demostracién puede encontrarse en el libro de Walfisz [36] y el resultado es de-
bido a H.E. Richert, (ver pag.226 o también en Ivic [19]). La estimacién anterior atin

siendo la mejor, esta todavia muy lejos de la hipotesis planteada por Riemann.

5 Algunos problemas relacionados con la hipdtesis de Riemann

Ya hemos visto la estrecha relacién que existe entre (s) y la funcién w(z). Veremos aqui
que, si se supone cierta la hipétesis de Riemann, entonces, se obtiene la mejor estimacion

posible para los intervalos entre dos primos consecutivos.

(a) Hipdétesis de los primos consecutivos. La cuestién ahora es: jcomo estan dis-
tribuidos los numeros primos? La distribucién de los niimeros primos es extremadamente
irregular. Conociendo el n—ésimo nimero primo p,, ;, cuanto tengo que avanzar en la
sucesion natural hasta encontrar otro nimero primo p,.17 Esto nos lleva a la conocida

como hipoétesis de los primos consecutivos. Dados dos primos consecutivos sde qué orden

es su diferencia? Para los intervalos entre dos niimeros primos consecutivos, se obtienen
estimaciones asintéticas del tipo pny1 — pp < p&(logp,)? con 0 < a < 1, 3> 0.

La hipétesis de Lindelof implica la estimacién para la diferencia de primos consecutivos
Pri1l — Pn K p}/ e para cada € > 0 y n suficientemente grande.

C.J.Mozzochi [28] demuestra (sin hipétesis) 1 — pn < p2, 6 = (11/20) — § donde
0 < ﬁ = 0,547395833 . ... Pero si la Hipétesis de Riemann es cierta, se cumple la mejor
estimacién siguiente

Teorema. Si la Hipdtesis de Riemann es cierta entonces se verifica la estimacion
Pt — P < il > log po.

Este es el mejor resultado que se tiene en este problema suponiendo la Hipdtesis de
Riemann.

(b) Distribucién de los niimeros primos. Obtener mayores regiones libres de ceros
de ((s) conduce a mejores estimaciones de varias funciones conectadas con la distribucién
de los niimeros primos. La evaluaciéon mas precisa del término error depende precisamente
de esas regiones libres de ceros de ((s), cuanto mayor es la regién mejor es la estimacién

de la diferencia | (z) — x|; |7(z) — li(z)].
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Gran numero de problemas se pueden formular mediante las funciones de Chebyshev
Riemann establecié sin demostracion en 1895, una féormula mediante la cual se rela-
ciona t(x) con cierta suma sobre los ceros complejos de la funcién zeta, esto es

P 1 1
(5.2) Y(x) :x—zp:% —log 27 — 37~ §log(1 —z7?)
siendo 7y la constante de Euler, (z > 1,2 # p™) y que demostré H. von Mangoldt en 1895.
La suma se extiende a todos los ceros complejos de ((s) y
xf xf
Z — = lim —.
P T—o0 P

P [Imp|<T

La forma truncada de E. Landau es la que se usa en la practica para muchas de las

investigaciones,

il T
(5.3) Y@)=x— Y —=+0(x(logaT)’) + O(log x).
p T
[Imp|<T'
La propiedad de Hadamard y de la Vallée Poussin: ((s) # 0 en
la linea Re s = 1 junto con (5.2) implican que ¢(x) ~ x, cuando x — oo esto es, una
forma equivalente de la ley asintdtica de distribucién de los niimeros primos. Se ha de
estimar la diferencia ¥ (z) — x, (x) — x, o equivalentemente 7(z) — li(z).
Teorema. La hipotesis de Riemann aplicada aqui nos da las estimaciones

(5.4) U(z) =z + O(Vrlog’z), / —+O (Vxlog ).

logt

Prescindiendo de la Hipdtesis de Riemann y utilizando la mejor region libre de ceros

de la funcién zeta en la franja critica se deduce

(5.5) U(z) =z + O(zexp{-Cd(z)})

1/5

donde C es una constante positiva y §(z) = (logz)3/?(loglogz)~ Sin hipétesis de

Riemann (5.5) es la mejor estimacion conocida de ¥ (x). La férmula se debe a H.E.
Richert y A. Walfisz ( [36]).

Asi mismo para el nimero de primos p < x se verifica
(5.6) m(z) = li(x) + O(xexp{—Cé(x)}).

(c) Funcién de Mdbius e hipétesis de Mertens. Consideremos la funcién de

Mertens M (z), esto es, la funcién suma de los coeficientes de la serie de Dirichlet




que evidentemente converge en o > 1. Nos preguntamos ahora por dos cuestiones: (i) la
acotacion de M(x), (ii) posibilidad de convergencia de la serie en un semiplano mayor
Respecto al primer problema es conocido que, sin restricciones de hipétesis de Riemann

o Lindelof se verifica

(5.8) M(z) =) p(n) < wexp{—Cd(x)}
n<w
con 6(x) definida como en (5.5).

Respecto al segundo problema, mediante la férmula de inversion para las series de
Dirichlet (férmula truncada de Perron), se demuestra que (5.7) es ademds valida en todos
los puntos de la linea o = 1.

Lema. Sea F(s) = > " a(n)n™%, absolutamente convergente en el semiplano Re
s > 1. Supongamos que |a(n)| < C¥(n), C > 0 y siendo la funcion V(x) mondtona

creciente para x > xgy. Sea ademds
o
a(n 1
>
n=1

cuando 0 — 1+ 0 para algin o > 0. Si w =wu+iv (u y v reales) es arbitrario, b > 0,

T>0,u+b>1, entonces

1 b4+1T S
Zm:—_/ F(s—i—w)x—ds%—
— nv 21 Jy_ir S

+O(@T Hu+b—1)"%) + O(T " (2z)x' *log 2x) + O(¥(27)x "),

y la estimacion es uniforme en x, T, b y u con tal que b y u esten acotados.
En [34] se puede ver la férmula desglosada segin que z sea entero o no. Aplicando el

Lema a la funcion generatriz de la funcién de Mobius tenemos

w(n) 1 / bHT g x° log =
S T+ +0E )40 .
v " 2m ), Cerw) s O H O

n<x

Del teorema de los residuos y las acotaciones en la region libre ceros de la funcion zeta se
deduce

Teorema. Se verifica la relacion

1 o opln)
ORI

n=1

en todos los puntos de la linea o = 1.

En particular resulta que

Mg
=
15
[l
o

S
I
—



Mangoldt demuestra que esta serie es nula utilizando el teorema del niimero primo. Tam-

wn) _

bién se verifica el reciproco: es decir que >~ 0 implica

(5.9) lim M)

T—00 T

=0,

y esta es una de las numerosas formas equivalentes del teorema del niimero primo.

Pero si se supone que la Hipdtesis de Riemann es cierta entonces se mejoran consid-
erablemente ambas propiedades. Por un lado se cumple

Teorema. Para que la hipotesis de Riemann sea cierta, es condicion necesaria iy

suficiente que se verifique la estimacion
(5.10) M(z) < xt/?e

para cada € > 0.

Obsérvese que hemos pasado de la estimacion M (z) = o(x), = — oo auna estimacion
(5.10) mucho mas precisa. En cuanto a la convergencia de la serie, utilizando el Lema
anterior con a(n) = pu(n), F(s) =1/{(s) , b > 1 obtenemos

,LL(TL) 1 /b+iT 1 s .Tb
) _ 2 Ty 2y
nw 27 Jy_ir C(s+w) s o +O(Tb)

n<x

La aplicacién del teorema de los residuos en el rectangulo de vértices (b+iT,1/2—o+0+iT)
donde 0 < 0 < 0 — 1/2, y teniendo en cuenta que si la hipdtesis de Riemann es cierta
entonces ((s) < t¢, 1/{(s) < t¢ para cada s con ¢ > 1/2 y eligiendo b = 2, T = 23,

resulta que si suponemos cierta la hipdtesis de Riemann la serie y - ju(n)n™*

converge
en el semiplano o > 1/2. Como consecuencia resulta que

Teorema. La serie y ., p(n)n=* converge para o > 1/2 si y sdlo si la hipdtesis de
Riemann es cierta.

La hipdtesis de Mertens sobre M (z), establece que |M(x)| < \/x obsérvese que esta
hipétesis es mas fuerte que la de Riemann, de hecho la hipétesis de Mertens implicaria la
de Riemann. Pero la hipétesis de Mertens fué rechazada en 1985 por Odlizco y Riele [30]

quienes probaron que

M{(x)

M
lim sup —== > 1,06, lim inf (z)

00 €x T—00 \/E

(d) Problema divisor de Dirichlet e hipétesis de Lindel6f. En los problemas

< —1,009.

divisor se estudian las funciones aritméticas que son coeficientes de series de Dirichlet
generadas por (?(s), ¢¥(s), k > 2. Estas funciones son d(n) = ds(n) que denota el nimero
de divisores positivos de n y estd generada por ((s).

La funcién dy(n) estd generada por ¢*(s), k > 2 y representa el niimero de formas de
expresar n como producto de k factores de enteros positivos. El caso k = 3 es conocido

como problema de Piltz.
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El problema divisor de Dirichlet trata de la estimacién del término error Ag(x), k > 2

para la funcién sumatoria de di(n). Cuando k = 2 se tiene

Z d(n) =xlogz + (2v — 1)x + A(x).

n<zx

De la férmula de inversién para series de Dirichlet, obtenemos la relacién

b+ioco
5.11 di.( F)ats™lds, b>1
(5.11) ; k() = 5— /b_ioo C"(s)x®s™ds, b>

con la condicién de z no entero y siendo ¢*(s) = >>°, dx(n)n*,0 > 1. Asi se obtiene

> di(n) = 2Py (log z) + Ag(x)

n<x
donde P;_1(t) representa un polinomio en ¢ de grado k—1 y que se puede calcular mediante
el teorema de Cauchy de los residuos. El término error estd dado por

(5.12) Ag(z) = L /C N CF(s)x®s™ ds + O(z)

270 J e—ioo

para 1/2 < c <1,y Ap(x) = o(x), cuando x — oo.

Para k£ > 4 la estimacién del término error depende de las estimaciones de la funcién
zeta, v para los valores de k = 2,3, las mejores estimaciones se han obtenido por otros
métodos diferentes.

Para el término error, el propio Dirichlet demuestra que cuando k = 2 es Ay(z) < /.
Una extensiéon del método de Dirichlet da la estimacion para Ag(x) siguiente Ag(x) <
' logh 2

Sean ay, O el infimo de los niimeros ay, by respectivamente para los cuales
(5.13) A(z) < 29+, / A2(y)dy < o'+t
1

Para todo k > 2 se verifican las de&gualdades L < Be < ay,.

Problemas relacionados con Ag(z) se pueden formular en funcién de los parametros
ag, Br. Por ejemplo, la condicion necesaria y suficiente para la certeza de la hipdtesis de
Lindeldf es que By, = k=2,3,... (ver Titchmarsh [34]).

Para ay la mejor estimacion es la obtenida por Huxley ([17]), asi por ahora es conocido
que 1/4 < ap < 23/73.

Condiciones necesarias y suficientes alternativas para que la hipétesis de Lindelof sea

2k’

clerta son

T
1
(5.14) / |<(5 +it)[Rdt <oy T, €>0,k=1,2,...)
1
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( aqui la notacién <, significa que la constante implicada depende de ¢, k.)

T
(5.15) / IC(o +it)|*dt e T, (0>1/2,e>0, k=1,2,....

1

1 r N 12k G 2 2
(5.16) f/l 1C(o +it)[*dt = (1 —i—o(l));dk(n)n d
(0>1/2,k=1,2,...)
(5.17) F(s) = Y di(m)n™ +O(|t] )
n<|t?

para cada entero positivo ky o > 09 > 1/2, donde A = A(k,0,00) >0y 0 <dJ <1esun

numero cualquiera fijado.

(5.18) Dy(x) =) di(n) = 2P,y (logz) + O(2'/**) k > 2.

n<x
6 Hipotesis de Riemann generalizada

Conocida la existencia de infinitos ntiimeros primos en la sucesiéon natural, la siguiente
cuestion que surge es § siguen existiendo infinitos ntimeros primos si nos restringimos a
una sucesiéon de numeros de la forma h + kn,n = 0,1,2,..., con h, k enteros, k entero
positivo 7

La respuesta nos la da un importante teorema de Dirichlet que afirma que cualquier
progresién aritmética del tipo anterior con la condicién de que (h, k) = 1 contiene infinitos
nimeros primos.

En los problemas de distribucion de los niimeros primos en progresiones, desempenan
un papel andlogo a la funcion Zeta, las L-funciones de Dirichlet.

— x(n)

(6.1) L(s, x) =

n=1

donde x(n) es un cardcter respecto del médulo k. Un cardcter, es una funcién no

idénticamente nula, definida en Z, que es completamente multiplicativa, esto es x(mn) =

x(m)x(n), Vm,n € Zy ademads es periédica de periodo k. Un caso especial, es el llama-

do cardcter principal respecto del médulo &, x1(n) = 1si (n,k) = 1y escerosi (n, k) > 1.

La L-funcién corespondiente L(s,x1) es una funcién meromorfa, con un tnico polo de

primer orden en s = 1, de residuo ¢(k)/k; ¢(k) = card{n <k, (n,k) = 1}. En los demds
casos la L-funcion es entera.

Hardy y Littlewood enunciaron la hipdtesis segiin la cual, todos los ceros no triviales

de L(s,x), en la franja 0 < Re s = 0 < 1 estan situados en la recta 0 = 1/2. Esta es la

hipétesis de Riemann generalizada.
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Para las L-funciones de Dirichlet se verifica una identidad analoga a la de Euler para

la ((s), esto es, en Re s > 1 se tiene

L(s,x) = [ J(1 = x(p)p~) "
p

Cuando y es el cardcter principal tenemos L(s, x1) = ((s) [[,,(1—p~*). En particular
L(s,x) # 0 cuando Re s > 1. Si x # x1, resulta que max,>1 | Y, ., x(n)] < % Por el test
de Dirichlet se tiene que la serie L(s, x) converge en Re s > 0.

Basandose en las propiedades de las L-funciones, Dirichlet, demostré en 1837 que
la condicién necesaria y suficiente para que en una progresion arimética h + kn existan
infinitos niimeros primos, es que h y k sean primos entre si.

Posteriormente Ch. de la Vallée-Poussin demostro que

1 Todt
6.3 7'('3;';]’[,7]{; — 1:_/ + O(ze° log
(©3) b= 5 1= [ g O
p=h (_mod k)

donde ¢ es una constante que sélo depende de k. A. Walfisz mediante un teorema de
Siegel demostrd que la férmula asintética anterior es uniforme en 3 < k < log® z, donde
a > 0 es arbitrariamente grande y ¢ > 0 una constante absoluta.

Pero si la hipotesis de Riemann generalizada es cierta, entonces la estimacién que se
obtiene es mucho mas precisa

(6.4) m(x; h, k) = .

o) logz + O(Vzlogx),

andlogamente para la funciéon de Chebyshev se obtiene

(6.5) bk = X AW = s+ O(Valog' o)
n=h (Snfod k)

siempre que k < x.

Existen otros problemas en los que influye decisivamente la hipotesis de Riemann
generalizada. Veamos para terminar estas notas, uno muy importante que por el momento
sigue abierto.

En una carta de 1742 a Euler, Goldbach le expresa su creencia de que

(G) Cada entero n > 5 se puede expresar como suma de tres primos. Goldbach
consideraba 1 como nimero primo.

A lo que Euler contesta a Goldbach, eso se puede ver facilmente que es equivalente a
lo siguiente

(E) cada entero par, 2n > 4, es la suma de dos primos.

Observese que si (E) es cierta y si 2n > 6 entonces 2n—2 > 4 por lo que 2n—2 = p;+po,
con py, pe primos asi 2n + 1 = 3 + p; + po.
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Figura 3: Memorial de Riemann (Breselenz)

Reciprocamente si (G) es cierta y 2n > 4 entonces 2n + 2 = py + py + p3 con py, P2, p3
primos, entonces necesariamente uno es 2 por ejemplo p3. De donde resulta que 2n =
p1 + p2. | P. Ribenboim (1989)]

En la actualidad permanecen abiertas las conjeturas conocidas como problema ternario:
Cada entero impar n > 7 es la suma de tres primos, y problema binario: cada nimero
par, mayor que 2, es la suma de dos primos.

Hardy-Littlewood (1923) demostraron que para r3(n)- nimero de representaciones de
n impar n > 7 como suma de tres primos- que si la hipotesis de Riemann generalizada
es cierta, entonces r3(n) ~ Sz(n)n?/log®n, S3(n) conocida como serie singular, depende
de n pero esta comprendida entre dos constantes. En 1937 I. Vinogradov demostrd sin
condiciones que todo niimero impar suficientemente grande, N > Nj,, se puede escribir
como suma de tres primos. El problema después ha sido rebajar la constante V.

Mediante la hipétesis de Riemann generalizada, Deshouillers-Effinger-te Riele-Zinoviev

([8]), dan una demostracién completa del problema ternario para todo n > 7 impar.
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