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Resumen

En los dltimos anos se ha dedicado mucho tiempo y esfuerzo a la integracién
numérica de problemas de Mecénica Celeste. En particular, se han desarrollado
métodos numeéricos eficientes basados en la preservacién de propiedades geométricas
asociadas a dichos problemas como los métodos simplécticos, reversibles, etc. Otra
opcién es la buisqueda de una formulacién lo més adecuada posible para su inte-
graciéon numérica o analitica. Asi surgieron las variables orbitales, el método de
variacién de las constantes, sistemas de variables redundantes, etc.

En el presente articulo pretendemos realizar una revisiéon del método de variacién
de las constantes, analizando y generalizando una modificacién propuesta en la
literatura: el método de Dziobek-Brouwer [6]. Finalmente, se presenta una com-
paracién numérica tomando como problema el movimiento de un satélite artificial
terrestre sujeto a la perturbacion del potencial gravitatorio, la cual muestra las ven-
tajas de estos métodos frente a la integracién directa del problema en coordenadas

cartesianas.

1 Introduccién

Euler desarroll6 el método de variacion de los pardmetros a mediados del siglo XVIII
para estudiar las perturbaciones existentes entre Jupiter y Saturno, sin embargo, sus
resultados no fueron del todo correctos debido a que no consideré el hecho de que todos los
elementos orbitales variasen a la vez. Posteriormente, el método desarrollado por Euler
fue perfeccionado por Lagrange, quien siguié considerando algunos elementos orbitales

como constantes, lo que ocasiond errores en algunas de sus ecuaciones. En 1782, el
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propio Lagrange corrigié y completd el método desarrollandolo en un trabajo sobre las
perturbaciones de los cometas en orbitas elipticas y, algo mas tarde, lo usaria también
para el estudio del movimiento de los planetas. Este método sigue siendo empleado
actualmente en numerosos estudios de cardcter cientifico [1, 3, 4, 12, 13, 14].

En este trabajo estudiamos el método de variaciéon de los pardametros y una modi-
ficacién suya [3]. Asi, en la seccién 2 damos dos resultados tedricos que son la base
del método clasico. En la secciéon 3 aplicamos dicho método sobre el problema de dos
cuerpos. En la siguiente seccion 4 damos el resultado que generaliza una modificacion,
inicialmente desarrollada para el problema de dos cuerpos, que combina el método de
variacion de los pardmetros con el método de Encke [10]. Finalmente, en la seccién 5,
aplicamos los métodos sobre un problema concreto, un satélite artificial terrestre, para

mostrar las ventajas de dichas formulaciones.

2 Variacién de los parametros

En esta seccién introduciremos algunos resultados tedricos sobre los que se funda-
menta el método [15], su demostracion y un andlisis mds profundo de los mismos puede

encontrarse en [3].

Teorema Sean x e y las soluciones de
T = F(](t, .’,C), IE(t(]) = I (1)
y=Fty +Fly), ylt) ==, (2)

respectivamente, y supongamos que 0Fy/0x y OF,/0y existen y son continuas. Ademds,
supongamos que el primer sistema es integrable por cuadraturas y que su solucion viene

dada en funcion de un conjunto de n constantes de integracion oy € R™, es decir,
xz(t) = f(t; o).

Entonces, cualquier solucion del sistema (2) viene dada por
y(t) = £t alt)),

donde los pardmetros a(t) y las constantes de integracion oy estdn conectadas por
t —1
0
a(t) = o +/ <—y(s)) F,(s,y(s))ds.
t, \ O

Corolario Sea (r,v) € R?" la solucidn de un sistema diferencial hamiltoniano integrable
en el sentido de Liouville-Arnold dada por

. oU(r)
R

(r,v)(to) = (70, v0),
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con U(r) la energia potencial. Ademds, denotamos por (R, V) € R*" la solucidn del

sistema perturbado

- . OU(R)
R=V, V=" 5 +F(RYV)

con las mismas condiciones iniciales (R, V')(ty) = (ro,vy). Entonces, las soluciones de

los dos sistemas anteriores pueden ser obtenidas de forma implicita como
of (t; a)

r(t) = f(t; ), v(t) = BT g(t; ap),

_ 9f(ha(t))

S~ gltiat),

R(t) = f(t;a(t), V(1)
donde los pardmetros a(t) y las constantes de integracion oy estdn conectados por

a(t) = ag —i—/t g—‘a/_(s) - F,(R(s),V(s))ds.

3 Variacién de parametros en el problema de dos cuerpos

Las ecuaciones del movimiento de dos cuerpos bajo una fuerza perturbadora Fj, pueden

formularse como un sistema de primer orden en la forma

T =,
o
v = —ﬁr+Fp(r,v),

donde r hace referencia a la norma del vector r y u a la constante de Gauss.

€1

Figura 1.— Sistema apsidal y elementos orbitales clasicos.
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Como se puede observar, dicho sistema corresponde al caso contemplado en el coro-
lario de la seccién anterior y, si consideramos el conjunto de elementos orbitales a =
(a,e,i,ly,w, Q) (ver figura 1), para el caso F, = 0 existe una solucién analitica que nos
da la posicién rp = 7i(t, ap) y velocidad vy = wvi(t, ), en funcién de los elementos
orbitales, que en este caso son constantes. Si F, # 0, el vector a ya no es constante y

para determinarlo tendremos que plantear el sistema dado por el corolario

do 15/6"
'&Z(%)ﬁ’

que se corresponde, para este problema, con el clasico sistema de Gauss.

A la vista del sistema, vemos la necesidad de calcular la matriz de derivadas parciales

(%) -2 (%)

2va

que puede obtenerse como

0
0 _
con D= , siendo d= 1 il 0
—d" 0 Jiae  \Jpae
0 cot i —1
Jpan o /pansen ¢
Y 0 0
r r
=M -M =M. M. -
d(a,e,ly) P i pr MoV,
or or
=My MooV, g =M M, Y,
donde

3 2
(cosE —e) + §gtnsinE —a(l+  sin? E) % sinE
r r

,
Mg = nsinE—égtncosE a—QSinE(COSE—G) @COSE )
2r TN r
0 0 0
0 -1 0 0 0 0
Mc=11 0 0, M,= 0 0 01,
0 0 0 sinw cosw 0

y M, es la matriz cuyas columnas son los vectores del sistema ortonormal estdndar que
define la orientacion espacial de la érbita y que dependen unicamente de los elementos
orbitales i, w y 2. Como es habitual, E' denota la anomalia excéntrica, n = v/1 —e? y

n = y/p/a® el movimiento medio.
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4 Modificacion del método

El siguiente resultado generaliza el método de Dziobek-Brouwer [2, 6, 7, 9] definido

para el problema de dos cuerpos.

Teorema Sean x € R" e y € R" las soluciones de

T = Fo(t, m), a)(to) = Xy,
y = F0<t7y> + Fp<tuy>7 y(tO) = Iy,

respectivamente, y supongamos que el primer sistema es integrable por cuadraturas, siendo
oy un conjunto de n constantes de integracion que definen la solucion. Ademds, supon-
gamos que Oay/0x es continua. Entonces las soluciones de los sistemas anteriores estdn
conectadas por

ox(t) [* 0y

y(t) = () + S

don ), 0w @) Fy(ra(r). y(r)dr,

donde F; viene definida como

OFy(t.@)

F;(tamay):FO(tvy)_FO(tvw)_ ox

+ Fp(tay)a
siendo s =y — x.

Aplicando dicho teorema sobre el problema de dos cuerpos llegamos a que la solucion
del sistema perturbado puede obtenerse mediante la expresion

r(t) = ri(t) + (%) 'K,

ory, , . . .
donde [ —— ] se corresponde con las férmulas aparecidas en la seccién anterior pero

o

evaluadas en los elementos orbitales ayy (problema sin perturbar), mientras que K es la

solucién del sistema diferencial

- Jo .
K = <8 (’l"k,ao)) 'Fp (t,’l"k,'vk,’r,v), (3)
(%
con 8( / 3)
* r Tk TrL/T .
Fp (t,'r'k;,vk;,'r',v) = —/JL (ﬁ —_ E) —/JLTT]CS‘FFP(T,T).

Hay que observar que el nuevo sistema a integrar (3) tiene la misma expresion formal
que el proporcionado por el método de variacién de parametros clasico, donde, ademas, si
cada cierto tiempo se actualiza la érbita de referencia dada por el problema sin perturbar,
las funciones F), y F son muy similares. La diferencia fundamental en ambos métodos

2, 3, 8] es que el primer factor del segundo miembro (Ja/0v) se evalia en la 6rbita
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sin perturbar, donde los elementos orbitales no varian, por lo que muchos términos son
constantes.
Un problema con el que nos podemos encontrar es la pérdida de digitos significativos

en el cdlculo del término

3

al ser la resta de dos expresiones de magnitudes similares. Para evitar dicho problema

podemos hacer uso del siguiente resultado [5].

Lema Sea a = b+ ¢ y a,b, c sus normas, entonces se tiene que

b 3+3¢+¢°
(——1) =(1+qf —1=¢ 171
14+ (1+q)2

donde ¢ = ¢ (¢ — 2a)/a>.
Asi, el uso de la expresién

343 2 (8 —2
T 1+ (1+q)2 T

evitara los problemas de redondeo comentados.

5 Tests numéricos

En esta seccién presentamos diversos resultados numéricos aplicando las técnicas an-
teriormente descritas. Todos los tests numéricos han sido realizados en un ordenador
Windows PC Pentium I1I-933Mhz usando g77 (GNU FORTRAN77) y doble precision. Las
érbitas de referencia han sido calculadas usando una tolerancia (tol = 107%") en LF95
con precision extendida.

Como problema test vamos a considerar el movimiento de un satélite artificial pertur-

bado por el potencial terrestre dado por

n

VT(T‘, )‘7 ()0) = =

REES
==

1 !
Z <%) P (sin ) (Ciy cosmA + Sp, sinmA)
1=2 m=0
donde (r, A, ) son las coordenadas esféricas, Ry el radio medio ecuatorial terrestre y
P™(z) las funciones asociadas de Legendre. Los coeficientes Cj,, vy Sim del potencial
terrestre siguen el modelo de potencial terrestre GEM9&10 [16].

En primer lugar vamos a comparar los resultados obtenidos cuando un problema es
integrado con el mismo integrador numérico pero aplicando tres formulaciones diferentes.

La primera consiste en integrar directamente el problema en coordenadas cartesianas
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(CART); la segunda se basa en el uso del método cléasico de variacién de los pardmetros
(VOP) y, finalmente, la tercera alternativa utiliza la modificacion comentada en la seccion
anterior (VVOP). Como condiciones iniciales vamos a considerar el movimiento del satélite
artificial GPSBII-02 (PRN 02) perturbado por el potencial terrestre dado por los cinco
primeros harmonicos zonales del potencial terrestre. Las condiciones iniciales de la orbita

(sacadas de la pagina web http://celestrak.com) de este satélite son:

a = 26559.212356 km., e = 0.02334, i = 53°4247,
w = 261°3417, Q= 171°8804, I, = 95°9617.

El integrador numérico en los tres métodos ha sido el RK DOPRI8(7) [11] a paso constante

ya que la baja excentricidad de su érbita no plantea la necesidad de tomar paso variable.
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Figura 2.— Analisis de eficiencia de los métodos CART, VOP y VVOP. Tiempo final

de integracién T' = 10 anos.

El segundo miembro del sistema diferencial para el método CART es mucho mayor
que para los otros dos métodos, lo que va a generar una mayor variaciéon de las variables
a integrar por el primero frente a VOP y VVOP. La diferencia de variacion de estos
dos ultimos les permitira usar pasos de integracién mucho mayores que los empleados
por CART para la misma precisiéon. En [17], los autores afirman erréneamente que, en
general, dicha apreciacion es falsa debido al hecho de que las mismas frecuencias aparecen
en los tres métodos y que los términos de alta frecuencia controlan el paso de integracion.
Obviamente, el tamano del paso tiene que ser inferior a la mayor frecuencia, sin embargo,
el método CART necesitara pasos mucho mas pequenos que dicha frecuencia, mientras
que los otros dos métodos pueden trabajar con pasos de tamano similar a la misma. De

este modo, aunque la complejidad del método CART es inferior a la de los otros dos (en
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Figura 3.— Error relativo vs. tiempo CPU en la integracién numérica usando el modelo
completo 20 x 20 (n = 20) del potencial terrestre y las formulaciones CART, VOP-
VVOP y Encke.

promedio, el cociente entre el tiempo de CPU de un paso para VVOP frente a CART
es 2.56 y el de VOP frente a CART 2.72), los métodos VOP y VVOP son bastante mas
eficientes que CART, alcanzando los primeros mayor precisién y a un coste inferior de
tiempo de CPU como se observa en la figura 2. Por otro lado, también se observa una
ligera mejoria de VVOP frente al VOP clésico.

Por dltimo presentamos en la figura 3 los resultados comparando las formulaciones
CART, VOP-VVOP y el método de Encke. En este caso realizamos una comparacién
usando el modelo de potencial hasta orden 20 en términos zonales y teserales, es decir
un modelo completo 20 x 20. De nuevo se observa que el método de variacion de los
parametros presenta el mejor comportamiento de entre las distintas formulaciones anali-

zadas.
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