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Resumen

A pesar de constituir la pieza central del paradigma de la fisica de interacciones
fundamentales basado en teorias relativistas cuanticas de campos, las teorias gauge
no abelianas presentan a los 50 afios de su descubrimiento por Yang y Mills nu-
merosos interrogantes que afectan incluso a su propia consistencia. La importancia
de resolver alguno de estos problemas ha impulsado al Instituto Clay a considerar-
los como unos de los retos matematicos del nuevo milenio. En esta nota repasamos
diversos aspectos de las teorias de Yang-Mills y la formulacién precisa del problema

seleccionado por el Instituto Clay como merecedor de su més distinguido galardén.

1 Introduccién

Matematicos de todas las generaciones han enfatizado la importancia de ciertos proble-
mas cuya resolucion les es esquiva. El reto por la resolucion de problemas simultaneamente
reconocidos como importantes y dificiles por matematicos de prestigio, ha contribuido a
impulsar la investigacion en dreas matematicas que se tornan prioritarias por su rele-
vancia para resolver los desafios planteados. Por su importancia histérica, destaca la
seleccion hecha por Hilbert al comienzo del siglo XX. Entre los 23 problemas elegidos por
Hilbert para el Congreso Internacional de Matematicas de Paris de 1900 se encuentra en
el nimero seis uno sorprendente: Tratamiento Matemaéatico de los Axiomas de la Fisica
(Mathematische Behandlung der Aziome der Physik)[1]. El sexto problema de Hilbert
es demasiado vago en su formulacién, aunque en su propia descripcién Hilbert parece
restringirlo a los d&mbitos de mecdanica y la teoria de la probabilidad, como para pretender
encontrar una solucion precisa. Un andlisis del desarrollo posterior del estudio de este
problema puede encontrase en el libro de Corry [2] y en el articulo reciente de Ranada [3].

El enfoque axiomatico las Matematicas propuesto por Hilbert sufrié un duro embate con
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los resultados de Godel [4]. Sin embargo sus ideas influyeron en la Fisica de una manera
asombrosa gracias al gran influjo directo e indirecto de Hilbert en el mundo académico
aleman. Los fundamentos de la mecanica cuantica fueron establecidos en los anos treinta
a partir de unos postulados o axiomas que todavia perduran en los manuales europeos
[5, 6, 7, 8]. Més tarde, en los afios sesenta la incipiente teoria relativista de los campos
cuanticos que constituye la sintesis de la relatividad especial de Einstein con la Mecanica
Cuantica, comenzé a formularse de forma axiomatica y llegé acunarse el término: teoria
axiomatica de campos, para describir un campo de investigacién que involucré a muy

destacados fisicos tedricos de todo el mundo [9, 10, 11].

Al hilo de las celebraciones del inicio del tercer milenio, el Instituto Matematico Clay de
Cambridge (USA) instituyé un galardén para premiar a los mateméticos que resolviesen
los siete problemas més destacados pendientes de solucién [12]. Entre los siete problemas
vuelven a aparecer algunos directamente vinculados a la Fisica. Entre ellos destaca el
conocido como el problema de la masa en las teoria de Yang-Mills. De los siete problemas
del Milenio seleccionados por el Instituto Clay es el mas directamente vinculado a la
Fisica contemporanea y el mas desconocido para la comunidad matematica. Es sin duda
el problema mas dificil de formular de los seleccionados porque involucra conceptos de
frontera de la fisica y matematicas cuya simple formulacion requiere varios manuales.
En efecto el planteamiento del problema requiere elementos de las teorias fisicas de la
relatividad especial y la mecénica cuantica al mismo tiempo que campos de la matematica
como la teoria de probabilidades, geometria diferencial y andlisis funcional. A lo largo de
esta resena pretendemos dar una posible formulacion lo mas simplificada posible de este

problema.

Sin entrar en los detalles técnicos del problema, que veremos méas adelante hay una
manera sencilla e intuitiva de comprender el problema en términos puramente fisicos.
Desde finales de los anos sesenta existe una teoria fundamental que explica a la perfeccion
la teoria de la interacciones fuertes responsables de la estabilidad del nicleo atémico.
Esta teoria recibe la denominacién de Cromodinamica Cuantica y su elemento esencial
consiste en la descripcion de la propagacién relativista de dicha interaccion fuerte a través
de una particula transmisora virtual conocida como gluén. El gluén juega en el mundo
nuclear un papel analogo al del fotéon en el mundo de las interacciones electromagnéticas.
Ambas se propagan a la velocidad de la luz, sin embargo existen dos diferencias esenciales
entre las mismas. El foton posee una realidad experimental que nuestro ojos detectan en
cada instante, sin embargo del gluén sélo observamos sus efectos secundarios. La otra
gran diferencia estriba en que el fotén es una particula sin masa lo que permite que se
propague mas lejos lo que da un alcance infinito a la interaccién electromagnética y un

gran tamano, en términos de distancias fundamentales, al atomo y las moléculas. La
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interaccion fuerte generada por los gluones sin embargo es de corto alcance y no va més
alla del nicleo atéomico. Esto sugiere que el gluén o sus particulas derivadas responsables
de la interaccion fuerte poseen en realidad una masa no nula. El explicar este fenémeno
en términos de la cromodindmca cudntica, es decir a partir de primeros principios es el
objeto del problema Clay. Desde el punto de vista puramente fisico esto explicaria porqué
los protones y neutrones del nicleo atémico que son tan pesados (m(protén)= 938 MeV,
m(neutrén)=940 MeV) ! mientras que sus constituyentes materiales mds fundamentales,
tres quarks, son muy ligeros (menos de 20 Mev en total). El resto de la masa debe provenir
de la energia de interaccion generada por los gluones que pasa de esta forma a constituir
el elemento fundamental de las particulas nucleares. La explicacién del fenémeno aunque

no incumbe al Instituto Clay es de gran interés en la fisica fundamental de altas energias.

2 Teoria de Yang-Mills

El nacimiento de las teorias de Yang-Mills, una de las grandes invenciones tedricas de
la ciencia contemporédnea, surge como fruto de una idea abstracta tedrica generada a lo
largo de medio siglo de estudios sobre la estructura profunda del electromagnetismo y la

gravitacion.

Inmediatamente después de que Einstein formulase la teoria relativista de la gravita-
cion en la que la interaccion gravitatoria pasa de ser una mera accion a distancia en el
universo Newtoniano a ser una interaccién transmitida por ondas, similares a las electro-
magnéticas, que viajan también a la velocidad de la luz, comenzaron a vislumbrarse més
caracteristicas comunes entre ambas interacciones. La mas destacada es que ambas son
de largo alcance. La primera extiende sus dominios hasta los confines del atomo para
las particulas elementales y la segunda hasta los confines del Universo. Esta naturaleza
de ambas interacciones radica en que las dos particulas responsables del transporte de la
interaccion: el fotén y el graviton no poseen masa. Desde un punto de vista aparente-
mente mas formal ambas comparten una nuevo tipo simetria: la invariancia gauge. La
primera observacion de esta fenémeno parte de Weyl que en su intento de unificar ambas
interacciones en una sola, utiliza como elemento guia la existencia de esta simetria gauge.

JEn qué consiste este nuevo principio?.

En el electromagnetismo la simetria gauge tiene como consecuencia fisica la conser-
vacion de la carga eléctrica. En el caso gravitatorio el resultado andlogo implica la conser-
vacién del momento y la energia. En el formalismo covariante relativista (c=1) el campo
electromagnético es descrito por un campo vectorial tetra-dimensional A,, cuya primera

componente Ay = —¢ corresponde al potencial escalar del campo eléctrico E = —ﬁ¢—8¢¥

'MeV=Mega electrén voltio=1,8 . 10727 gramos
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y cuyas tres ultimas al potencial vector A que genera el campo magnético B=VxA.
Si la fuente del campo electromagnético A, es un campo complejo ¥ la teoria posee una

invariancia bajo la siguiente transformacion conjunta
U —ev;, A, — A, —1i£0,¢ (1)
donde £ es una funcién compleja unimodular
§x) €U), [&(x)] =1

si la carga eléctrica se conserva y viceversa.

En ausencia de materia dicha simetria es evidente. En efecto, la dinamica de las ondas

electromagnéticas viene gobernada por la accién

1 v
S - 4—€2/F;“,F'u (2)
donde
F. = 0,A, —0A, v =0,1,23 (3)

es el tensor electromagnético formado por los campos eléctrico E; = Fy; y magnético B; =
Fji (con 14, j, k diferentes y ordenados de forma acorde con las permutaciones ciclicas de
la terna 1,2, 3) que quedan invariantes bajo la transformacién (1). Aunque puede parecer
una simetria ficticia debido al empeno en expresar la dinamica en funcién del potencial
electromagnético, esto no es asi. Los potenciales son necesarios para la cuantizacion de

las particulas materiales y la propia cuantizacién de la interaccion electromagnética.

En el anélisis desarrollado por Weyl [13] la simetria gauge proviene del hecho de que
la carga eléctrica es una nocion local, definida en cada punto del espacio-tiempo y que
su definicion en términos de los campos fundamentales de la materia debe permanecer
invariante bajo el cambio de sistema de referencia que se adopte en cada punto del espacio-
tiempo para medir estos campos. En este sentido multiplicar por la fase ? £(z) los campos
materiales puede considerarse como realizar un giro bidimensional asociado en cada punto
del espacio-tiempo x a un cambio de sistema de referencia realizado en ese mismo punto
de las coordenadas eléctricas internas (complejas) de la materia descrita por la funcién de
estado U. Este nuevo tipo de simetria se conoce con nombre de simetria gauge (anglicismo®
derivado del original aleméan eich, jauge en francés). El campo electromagnético representa

un elemento necesario para comparar esos sistemas de referencia en dos puntos alejados.

2En un principio Weyl consideré esta transformacién gauge como una dilatacién del campo, pero

enseguida resulté evidente que dicha interpretacion no era correcta
3 Algunos autores, fundamentalmente americanos, utilizan las palabras castellanas calibre o aforo para

referirse a esta nueva simetria
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El campo electromagnético proporciona el elemento de orientacién base para determinar
como el sistema de referencia elegido en uno de los puntos x se traslada al punto z’ cuando
se sigue un camino determinado para viajar de x a 2’. La nocién de transporte paralelo es
la idea necesaria compatible con los principios de la relatividad y el positivismo implicito

que subyace en su formulacién para describir cualquier tipo de interaccion.

La manera en la que realiza esa comparacion es fijando cual es el transporte paralelo
del valor campo ¥ en el punto = al punto z’. Esto queda determinado por la solucién de

la ecuacion diferencial
VRO = iyt A,V

a lo largo de la curva v que une z a x’.

De forma andaloga el campo gravitatorio proporciona el elemento necesario para para
comparar sistema de referencia espacio-temporales de un punto a otro. ;Cémo pueden
comparar sus resultados dos observadores que estén en dos puntos diferentes del espacio-
tiempo?. En ausencia de gravitacion la relatividad especial nos dice que mediante una
transformacién de Poincaré, sin embargo en presencia de gravitacion la comparacién debe
realizarse de acuerdo con un camino 7 elegido para viajar de x a x’. La teoria del
transporte paralelo de los sistemas de referencia espacio-temporales fue desarrollada por
el matematico Levi-Civita [14] e intensamente utilizada por Weyl, Einstein, Cartan y otros

en la busqueda de una teoria relativista unificada del electromagnetismo y la gravitacion.

En el ano 1954 Yang y Mills publicaron un trabajo [15] en el que introducian una
nueva teoria como propuesta para el fundamento de la teoria de las interacciones fuertes
del nucleo atémico. Es bien conocido que los elementos basicos del nicleo lo constituyen
protones y neutrones. También se conocia que ambas particulas se comportaban de forma
similar bajo las interacciones fuertes nucleares. La simple idea de Yang y Mills fue postular
que puesto que estas interacciones debian respectar la simetria de intercambiar un protéon
por un neutrén en realidad deberian ser invariantes por cualquier rotacién intermedia en
el plano formado por los campo cudnticos asociados al protén y al neutrén (simetria de
isospin). Como estos campos son complejos (esencia basica de la fisica cuédntica) dicha

rotacién debe ser compleja y el grupo de estas rotaciones es el de matrices unitarias

unimodulares SU (2)
n n

0 b (4)
52( >€SU(2), deté =ad—cb=1
c d

La parte genial de su razonamiento fue hacer que esta simetria fuese no sélo global sino
también local (simetria local de isospin),es decir, demandar que la teorfa fuese no sélo

invariante bajo un cambio global rigido del concepto de protén o neutrén sino incluso bajo
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un cambio local del mismo en el que la rotacién varia de punto a punto. Como hemos
visto en el caso electromagnético esta nueva simetria gauge requiere la introduccién de
una interaccion por un campo gauge que mantenga esta simetria y sirva como referencia
para comparar los conceptos de proton y neutréon en puntos puntos separados. Es decir,

postularon que la nueva teoria deberia ser invariante bajo la transformacién conjunta

=(0)-(2)

A, — A, —i€1(2)0,&(x)

donde ahora la transformacion ¢ puede variar de punto a punto.

()

La dindmica de la interaccién puede obtenerse de forma andloga al caso electro-

magnético a partir de una accién similar

S = 2ng/ tr £, F** A, € Lie SU(N)
(6)
F.,=0,A,—-0,A, —ilA,, A

La misma idea habia sido explorada previamente por Klein y Pauli quienes habian descar-
tado la idea puesto que requeria que la interaccién fuerte fuese de largo alcance al estar
basada en la transmision por una particula similar al fotén y descrita por el campo gauge
A,y los hechos experimentales muestran lo contrario: dicha interaccién no sale del nicleo
atémico. Yang y Mills conscientes de este problema lo mencionan al final de su articulo

pero lanzan su teoria pensando que alguna soluciéon implicita contendria del mismo.

Aunque la teoria de Yang y Mills fracasé en su intento de describir la interacciones
fuertes en su formulacion original, la idea germiné una década mas tarde en la teoria de
las interacciones nucleares débiles formulada por Glashow, Salam y Weinberg. En ellas
el caracter de corto alcance se logra por un mecanismo basado en un campo auxiliar que
genera una masa para el campo gauge A,. A finales de los sesenta volvié a retomarse la
teoria original de Yang-Mills para describir la interaccion fuerte, pero ahora en vez de la
simetria de sabor del proton y neutrén se considerdé una simetria nueva de color descu-
bierta por Gell-Mann que se basa en rotaciones del espacio de los quarks (constituyentes
elementales de los nucleones) y que como son tres pasa a ser de tipo SU(3) en vez de
SU(2) original de Yang-Mills. Dicha teorfa tuvo un éxito inmediato a partir de nuevos
datos experimentales en la fisica de interacciones fuertes a muy altas energias que indican
que los quarks en el interior de los nucleones se mueven casi libremente. La teoria cons-
tituye lo que se conoce con el nombre de Cromodinamica y se considera la teoria bésica
de la interaccién fuerte. Sin embargo ésta presenta dos problemas inexplicados: jcémo se
genera la masa de la particula gauge puesto que la interaccién es de corto alcance? y ;por
qué los quarks no pueden observarse libremente fuera de los nucleones que componen los

nicleos atomicos?. Los dos problemas estan intimamente relacionados y podria decirse
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que son dos caras de la misma moneda: un fenémeno escondido en la dindmica cuantica
no lineal de la ingenua y simple teoria formulada en 1954 por Yang y Mills. La solucion
del primero de esos problemas serd galardonado por el Instituto Clay, el segundo es de

vital importancia para la fisica teérica fundamental.

3 El problema de la masa

Una manera sencilla de ver que la interaccion descrita por teorias de campos gauge es
de largo alcance es que su accién (6) es invariante bajo cambios de escala en las medidas
de longitudes y tiempos. En otras palabras la constante que mide la fortaleza del acoplo
g que aparece como un prefactor no posee dimensiones desde el punto de vista espacio-
temporal, y por tanto permanece constante bajo dilataciones del espacio-tiempo, lo que
explica porque esta teoria puede describir al menos de forma clasica una interaccion que
posea una escala que da cuenta del alcance espacialmente acotado de la interaccion. Este
es en esencia el problema que la teoria cuantica debe resolver y que resultara premiado

por el Instituto Clay.

Por otra parte esta invariancia conforme de la teoria cldsica ha hecho que el estudio
de las soluciones clasicas de la teoria proporcione informacién muy valiosa acerca de la
topologia y estructura diferenciable del espacio-tiempo. Esta es la via que condujo a
Donaldson a probar un famoso teorema acerca de la existencia de diferentes estructuras
diferenciables en el espacio-tiempo de Minkowski [16] que el vali6 la consecucién de la

prestigiosa medalla Field.

Ahora bien es sabido que al cuantizar un sistema clasico algunas de las simetrias
pueden quebrarse y desaparecer en el correspondiente sistema cuantico. Si la simetria
clasica de dilataciones de la teoria de Yang-Mills desapareciese en el mundo cuantico no
habria ningin problema para que la teoria generase una masa no nula que fuese no sélo

responsable de su corto alcance sino también del confinamiento de los quarks.

Sin embargo la cuantizacion de la teorias gauge no es sencilla. La rutina de cuanti-
zacion seguida con gran éxito en los sistemas atémicos se enfrenté a un gran problema
cuando traté de cuantizar el campo electromagnético. La teoria comenzé a plagarse de
predicciones divergentes lo que llevé a uno de sus fundadores Dirac a sombrios pensamien-
tos pesimistas acerca de toda la teorfa 4. Sin embargo dichas dificultades fueron resueltas

mediante un proceso que se conoce con el nombre de renormalizacién cuyo fundamento

4“Parece ser que hemos seguido hasta donde es posible el desarrollo légico de las ideas de la mecédnica
cuantica tal y como se conocen hoy en dia. Teniendo en cuenta que las dificultades son de caracter muy
profundo, unicamente pueden ser superadas por un cambio drastico de los fundamentos de la teoria,
probablemente tan drastico de como el paso dado de la teoria de las orbitas de Bohr a la mecénica

cudntica actual”[17].
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estriba en que los parametros que medimos de los sistemas cuanticos no se corresponden
con los pardmetros que aparecen en la teoria clasica. Asi la carga eléctrica elemental ob-
servada no coincide con el pardmetro desnudo e que aparece en el Lagrangiano (2). Una
vez aceptado este principio no hay ninguna razon para que la carga eléctrica presente
en la accién (2) no tenga una dependencia (renormalizacion) en el pardmetro auxiliar de
control de las divergencias (reqularizacion) de forma que el resultado final sea finito. El
unico requisito es que la prediccién surgida de la teoria cuantica sea finita y no dependa de
la forma en que este parametro regulador es introducido. Ahora bien como contrapartida
esta solucion al problema lleva implicitamente acompanada una dependencia de la carga
observada con la escala de energias. En el caso de la electrodinamica esta dependencia
viene dada a orden dominante por el flujo del grupo de renormalizacién

4
e
E8E62 = @IOgE (7)

lo que implica que dicha carga crece con la energia, o lo que es lo mismo al acercarse a la
carga. La constante de integracién que aparece en la resolucion de la ecuacion diferencial
ordinaria (7) introduce una escala fundamental Fy en la teoria que rompe la invariancia

de escala de la teoria clésica.

La solucion en el caso de Yang-Mills no fue tan sencilla. Hasta que Faddeev y Popov
[18] no encontraron la necesidad de apoyarse en campos fantasma (sin realidad fisica)
para resolver las dificultades técnicas del método tradicional de cuantizacién no pudo
comenzarse el camino seguido con éxito en caso del electrodindmica clasica. FEn este
esquema pudo comprobarse de forma perturbativa que el mecanismo de renormalizaciéon
funciona de forma similar al caso electromagnético, aunque sin la necesidad de otros
campos materiales dado que el propio campo gauge autointeracciona consigo mismo. La
variacién de la contante de acoplo con la energia [19, 20]

4

11g
1272

E0,¢* = — log E (8)

es en este caso inversa a la de la electodinamica. La carga g disminuye con la energia
de forma que a cortas distancias explica el comportamiento casi libre de los quarks en
el interior de un nucleén. Esta propiedad puesta de manifiesto por Gross, Politzer y
Wilczek en 1973 y merecié la concesién del premio Nobel de Fisica este mismo ano 2004.
Sin embargo, aunque la constante de integracién que surge de la ecuacién (8) rompe con la
invariancia de escala, los calculos perturbativos de altas energias no proporcionan ninguna
informacion sobre el mecanismo de generacién de masa y confinamiento que domina el

comportamiento de la teoria a bajas energias.

La escala de energia Fy que surge de la resolucién de (8) no sélo rompe la simetria

conforme clésica sino también separa dos regimenes de comportamiento de la teoria. Para
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energias superiores £ > Fy donde asintoticamente existe libertad de movimiento de los
quarks, son validas las predicciones obtenidas por los métodos perturbativos que son
genéricos para todas las teorias de campos. Para energias inferiores E < FEj la interaccién
se vuelve tan fuerte que es capaz de impedir que los quarks abandonar los nucleones y
los métodos perturbativos se vuelven ineficaces para analizar el comportamiento de la
teoria. En la jerga técnica los especialistas distinguen a los dos regimenes con nombres

mas sugerentes como libertad ultravioleta y esclavitud infrarroja, respectivamente.

El problema de la masa por lo tanto requiere el desarrollo de nuevos métodos matema-
ticos que den cuenta de los efectos no perturbativos y que seran especiales para cada teoria,

en este caso para la teoria de Yang-Mills no abeliana.

4 Regularizacién de la Teoria de Yang-Mills

Cualquier intento de construccién rigurosa de la teoria cuantica debe resolver en primer
lugar el problema de las divergencias ultravioletas. Para ello debe partirse de una for-
mulacién ligeramente modificada de la teoria que produzca sélo resultados finitos y que
en un cierto limite renormalizado conduzca a una teoria finita con todas las propiedades

exigibles a una teoria relativista de campos cuanticos.

En definitiva el problema se diseccionado en dos partes. La primera consiste en encon-
trar una teoria regularizada sin divergencias, mientras que la segunda, que es la realmente
dificil de analizar, trata de encontrar un procedimiento de tomar el limite ultravioleta de

forma que se recupere la teoria cuantica sin divergencias.

Desde un punto de vista muy simplificado el problema que se plantea es como tratar
de definir el area de una superficie curva. En primer lugar hay que encontrar una apro-
ximacién a la superficie por un mosaico formado pequenas teselas planas y calcular una
aproximacién al area. A continuacion el area se obtendrda como limite al hacer tender
el tamanio de las facetas a cero. Este método consiste en la generalizacion del método
de Riemann para definir la integral de una superficie. Este sencillo problema tiene dos
dificultades. En primer lugar, la eleccion de la forma de las teselas es fundamental. Una
eleccién inadecuada puede producir una definicion de area con propiedades indeseadas.
En este sentido, la eleccién de la forma triangular para las teselas es la éptima. En
segundo lugar si la superficie es complicada el cdlculo del limite puede ser muy costoso y

desde luego no estar al alcance de métodos analiticos.

En el caso de Yang-Mills la dificultad es infinitamente superior. El calificativo no es
exagerado. En efecto, a esos dos problemas se une que la dimensién de la superficie es

infinita, lo que requiere una renormalizacion en el proceso de tomar el limite.

Aunque la mecanica cuantica fue formulada por Heisenberg en el formalismo Hamilto-
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niano, Feynman, inspirado por Dirac, encontré una formulacién en el formalismo La-
grangiano que ha resultado ser mas eficaz para cuantizar las teorias de campos. El
método de Feynman se basa en que todos los efectos observables de la teoria cuantica
pueden obtenerse a partir de funciones de correlacién de una integral funcional extendida

al dominio de los campos clésicos de la exponencial de la accion clasica de la teoria, i.e.
/ §A enSHA) (9)

viamen n ion xXpresion una puramen rm rqu n
Obviamente, la notaciéon de la expresion (9) es una amente formal porque dA no
puede designar una generalizacion inexistente de la integracion de Lebesgue ordinaria en

dimension finita.

Aparte, de las divergencias ultravioletas previstas en el proceso de construccién de
la integral funcional (9) un nuevo tipo de divergencias aparecen debido a la gran inva-
riancia gauge de la accién (5). En efecto, existe un conjunto de dimensién infinita de
campos gauge que dan el mismo valor a la accién S(A). Este problema puede resolverse
proyectando la integral (9) a una integral definida exclusivamente en el espacio M de
las clases de campos equivalentes bajo transformaciones gauge. Este espacio M que se
conoce como espacio de orbitas gauge es una variedad de dimension infinita con una
geometria y topologia altamente no triviales responsables de fenémenos fisicos exclusivos
de las teorfas gauge, como son la existencia de anomalias cudnticas [21, 22| y una familia
uniparamétrica de teorias cudnticas de Yang-Mills inequivalentes conocidas como teorias
de vacio 6 [23, 24].

Una vez mas se muestra acertada la analogia con el calculo del area de una superficie

mencionada al comienzo de la seccion.

El problema de la regularizacién de la teoria de Yang-Mills fue durante anos un que-
bradero de cabeza, pero afortunadamente en la actualidad esta resuelto satisfactoriamente.
La relevancia de la simetria gauge para la consistencia fisica de la teoria y de la integral
(9) hace que cualquier modificacién de la misma tendente a eliminar las divergencias debe
ser muy cuidadosa con la conservacion de esta simetria. Este requerimiento unido a la
no linealidad de la simetria gauge hizo que desde el primer momento la regularizacion de
la teoria de Yang-Mills fuese un problema a anadir a los usuales en teorias cuanticas de
campos. Desde un punto de vista perturbativo el problema se resolvié satisfactoriamente
con el descubrimiento de la regularizacién dimensional [25, 26]. Sin embargo desde un
punto de vista no perturbativo el problema continué durante varios anos mas. La solucién
surgio de dos vias distintas. Por un lado se encontraron regularizaciones que mantienen
la continuidad del espacio-tiempo como se habia hecho con las teorfas de campos mas
tradicionales ya sea desde el punto de vista de Feynman[27, 28] o desde el punto de vista

de Schwinger [29]. Por otro, si se introduce la discretizacién del espacio-tiempo es posible
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regularizar la teorfa de una forma reticular méas radical [30]. Ventajas del primer tipo de
regularizacion incluyen la conservacién explicita de las simetrias relativistas inherentes al
espacio-tiempo continuo, mientras que las regularizaciones de tipo reticular aunque las

violan, permiten una aproximacion numérica mas eficiente a la teoria.

En ambos casos se torna necesario realizar un giro en el planteamiento del problema.
Ademads de los expuestos la integral (9) presenta un problema adicional. El integrando
es una fase pura lo que no parece facilitar la convergencia de la misma. La solucién a
este problema genérico del enfoque de Feynman de la cuantizacion de sistemas clasicos se
consigue considerando la extensién analitica a tiempos imaginarios de la accién y todos
los observables fisicos. Esta propuesta fue seriamente introducida por Symanzik [31] quien
mostré como recuperar todos los elementos de la teoria cuantica a partir de su formulacion
Euclidea. Dicha formulacién fue intensivamente utilizada por Wilson [32] para establecer
una conexion entre la Teoria de Campos Cuanticos y la Mecénica Estadistica permitiendo
a ambas aprovechar métodos y técnicas previamente desarrolladas en la otra. Con este

enfoque la integral funcional (9) se convierte en

/ §A e 5 (10)

donde S.(A) denota la extensién de la accién (6) para tiempos imaginarios. Como el
exponente del integrando es una magnitud negativa hay mas posibilidades de conseguir
la convergencia de la integral. Efectivamente, esto es asi en los dos esquemas de regulari-
zacién mencionados. Por simplicidad nos limitaremos a describir el correspondiente a la

regularizacion reticular.

Si introducimos una discretizacion del espacio-tiempo Euclideo este se convierte en un
reticulo de puntos situados en los vértices de una familia infinita de hipercubos tetradi-
mensionales que llenan todo el espacio-tiempo (Figura 1). Si tomamos las aristas de todos
los cubos con igual longitud a el reticulo sera muy regular. La invariancia relativista en el
espacio-tiempo Euclideo se reduce a invariancia bajo translaciones y rotaciones en cuatro
dimensiones. Obviamente, el reticulado rompe esta simetria pero la esperanza es recu-
perarla en el limite en que la longitud de las aristas de los cubos béasicos tienda a ceros,

a— 0.

En campos materiales la regularizacién de la teoria en el reticulo Euclideo [32] se
consigue simplemente restringiendo los campos a sus valores en los vértices del reticulo,
sustituyendo las derivadas por diferencias entre esos valores en vértices contiguos y las
integrales ordinarias en el espacio-tiempo por sumas a todos los vértices. La integral
funcional se convierte simplemente en el producto de las integrales a todos los valores de

los campos en cada punto del reticulo.

En el caso de Yang-Mills como siempre hay una gran diferencia. El hecho de que
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Figura 1.— Reticulo espacio-temporal regulador del comportamiento de la teoria de

Yang-Mills a cortas distancias

el campo de Yang-Mills esté asociado a un campo gauge, que es objeto geométrico que
establece una conexién de referencia entre puntos conectados por un camino que los une
mediante el transporte paralelo, obliga que la correspondiente descripcion en el reticulo
no sea la ordinaria de los campos de materia. La descripcion més adecuada consiste en
asociar un operador unitario a cada arista basica de los hipercubos del reticulado espacio-
temporal. El transporte paralelo a lo largo de un camino formado por la unién de aristas
contiguas se obtiene por el producto ordenado de los operadores correspondientes a las

aristas elementales que lo componen.

La regularizacion reticular de los campos de Yang-Mills se formula de forma explicita
asignando a cada vértice del reticulo una coordenada = y a cada arista elemental que parte
de ese punto en la direccién positiva de los ejes de coordenadas un indice p = 1,2,3,4
que indica de que eje se trata, a cada plano elemental que arranca de x dos indices pu, v
con i < v que indican de que plano se trata. Finalmente cada cara de los hipercubos
elementales queda tnicamente determinada por la especificacion de su origen x y tres
indices u,v,0 con p < v < oy el hipercubo correspondiente por su vértice basico x. El
campo gauge viene descrito por la familia de elementos U, (x) del grupo SU(2) asociados
a cada arista (x,pu) . La accién regularizada viene dada por la suma a todos las planos
elementales P, ,(x) de los hipercubos elementales de la traza de los productos ordenados

de los valores del campo gauge en las cuatro aristas que la bordean (Figura 2), i.e.

S, — 4—;2 SOST 2= R Ua) U (o + ) Ul + o+ ) Uf()] (11)

T pu<v
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Figura 2.— La accién de Wilson se define a partir de las contribuciones de las cara

fundamentales de los hipercubos del reticulo

donde x + p denota el vértice contiguo a x en la direccién p y R la parte real del nimero
complejo que le sigue.

La integral funcional se completa con la definicion de la medida de integracién sobre
los elementos del grupo en cada arista elemental. Si parametrizamos las matrices de cada
arista

Ug + U3 U + U
U:< 0 3 Uy 2) (1)

Uy — ’iUQ Ug — ’iU3

. 20,202 2 _ : : .
por cuatro parametros reales ug, 11, ug, ug con ug+uj+us+u; = 1, lamedida de integracion

de de Haar viene explicitamente dada por
dU = dug duy duy dus 6(uj + ui + uj +uz — 1) (13)

En definitiva la integracién funcional (9) viene expresada en la regularizacién reticular

como (h=1)

Z = H/ AU, (z) e ) (14)

Si el volumen espacio temporal es finito la integral es de dimension finita y convergente.
El problema estriba en como conseguir que los promedios de los observables fisicos per-
manezcan finitos cuando la dimensién del reticulo se hace infinita (limite termodindmico)
y sobre todo cuando la longitud de las aristas basicas del mismo tiende a cero a — 0

(limite continuo).
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Figura 3.— Bucle de Wilson cuya tensién determina el caracter confinante de la teoria

A partir de dichos promedios deberian poder obtenerse un par de pardmetros basicos
que corresponden a dos observables fisicos la tensién de confinamiento o y el salto de
masa m. Por diversos razonamientos se puede ver que ambos estan relacionados con el
comportamiento asintético de dos promedios. La tension de confinamiento o viene dada

por el comportamiento asintético del valor esperado del bucle de Wilson

o=— ngglo % [logH/ dU,,(z) e 5@ Ty H Uu(z)—log Z| . (15)
0L z,ueC
donde C es el contorno de un cuadrado plano formado por L? caras planas de hipercubos
del reticulo (Figura 3).
La masa m es la diferencia de energias entre los dos estados con menos energia de la teoria.
En términos de la regularizacion en el reticulo viene definida por el comportamiento

asintético de la funcién de correlacion (Figura 4)

1
m= lim —log |Z~! dU,(z) e 5 WP, (2) P, (x+ Lo 16
Looo L T, H Hy Hy

-1

=27 ([, [ dUu (@) eSO Py (2))°] (17)

donde
Puy(x) =Tr U,(2) U, (z + p) U;(x + p+v)Ul(x)
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Figura 4.— Funcién de correlacién de dos caras elementales cuyo decaimiento con la

distancia determina la masa de la teoria de Yang-Mills
5 El Desafio Matematico de Yang-Mills

El problema de la masa de Yang-Mills puede reducirse a demostrar la siguiente conje-

tura.

Conjetura de Yang-Mills: Los limites que definen la tension de confinamiento o
y el salto de masa m existen y son positivos. El cociente de ambas magnitudes posee un
limite finito y positivo cuando la constante de acoplamiento g de la accion (11) tiende a

CETo0

m(g)

0 < lim —= < o0. (18)
9= \/o(g)
No cabe duda que el problema crudamente planteado en versién reticular es muy dificil
de resolver. No se trata de calcular el valor de dicho limite sino solamente que existe es
finito y positivo. Pero aun asi sin una poderosa estrategia el analisis el problema es

inabordable.

La estrategia mas prometedora es la basada en el método del grupo de renormaliza-
cién introducido por Wilson [32] y por el que fue galardonado con el premio Nobel. Esta
estrategia consiste en promediar de forma organizada a los valores del campo gauge en
solamente algunas aristas del reticulo de modo que las integrales que definen las mag-
nitudes m y ¢ quedan reducidas a integrales similares pero dependientes solamente en
los campos de las aristas restantes que a su vez forman un reticulo del mismo tipo pero

con aristas dobles. Repetir el procedimiento conduce a un proceso iterativo cuyo control
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permite establecer cotas sobre los valores de m y o. Lo interesante es que en cada etapa
del proceso de promedios iterativos se obtiene una accion efectiva del mismo tipo que
la accion original S, pero con una constante de acoplamiento mayor. Este cambio puede
controlarse mediante la teoria de perturbaciones y los términos restantes de la accién efec-
tiva también pueden acotarse mediante cotas estables bajo las recurrencias del método.

En esto consiste el método del grupo de renormalizacion introducido por Wilson.

El éxito del mismo depende en gran medida en la eleccién adecuada de las aristas que
se promedian y en el control analitico que pueda obtenerse sobre los términos adicionales

que aparecen en la accion efectiva.

El método del grupo de renormalizacion ha conseguido implementarse en otras teorias
similares en espacio-tiempos de mas baja dimensién [33] y también de forma parcialmente
satisfactoria [34] en la propia teoria de Yang-Mills en tres dimensiones (dos dimensiones

espaciales y una temporal)®.

Sin embargo en tres dimensiones espaciales el método presenta innumerables dificul-
tades que no han permitido alcanzar ni siquiera minimos resultados esperanzadores [35].
Ahora bien la formulacién del problema de Yang-Mills en un reticulo abre también la
posibilidad de utilizar métodos numéricos que no sélo permiten iluminar posibles vias de
solucién analitica sino que proporcionan resultados de interés para confirmar la validez
de la teoria en el mundo de las interacciones fuertes en los regimenes de bajas energias

[36]. De acuerdo con los resultados numéricos el valor limite de la masa es [37]

M 38444 0.061,

Vo

lo que esta de acuerdo con la conjetura y anima a seguir intentado encontrar una de-
mostracion analitica. De hecho los resultados numéricos muestran que la teoria posee un

rico espectro de masas (Figura 5).

Desde un punto de vista mas exigente la demostracion de la existencia de una masa finita
no nula en el limite ultravioleta (18) no basta para demostrar la consistencia de la teoria
de Yang-Mills como teoria cuantica de campos. Harfa falta demostrar la recuperacion de
la invariancia relativista en limite continuo. En la formulacién euclidea esta se reduce a
la simetria rotacional. También haria falta probar que las funciones de correlacion que in-
tervienen en la definicién de la masa (17) satisfacen una desigualdad importante conocida
como condicién de postividad de Osterwalder-Schrader [38]. Dicha desigualdad refleja en
el formalismo Euclideo el caracter unitario de la evolucién temporal de la teoria cuantica.
Desde un punto de vista fisico habria que demostrar también que la interaccién gauge
de Yang-Mills con SU(3) confina los quarks de la cromodindmica cudntica y que estos

también adquieren masa no nula posiblemente por el mecanismo de rotura de simetria.

5En una dimensién espacial la teoria de Yang-Mills es exactamente soluble pero trivial.
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Figura 5.— Valores de los cocientes % para las masas m de los distintos compuestos

de gluones de la teoria de Yang-Mills

No obstante muchos de nosotros, entre los que incluyo los miembros del Instituto Clay,
aceptarfamos con gran admiracién y respeto, como un gran hito tedrico, la verificacién de

la simple conjetura de Yang-Mills (18) en términos puramente analiticos.

Como todo problema matematico de primera linea no puede alcanzar su popularidad
hasta que no haya habido varias falsas reclamaciones de resolucion, el caso de Yang-Mills
posee ya cierta notoriedad también desde este punto de vista. Existen varios intentos de

resolucién claramente fallidos [39, 40].

El problema de la masa de Yang-Mills constituyé durante mas de una década mi el
objetivo fundamental de mis pesquisas. Cuando se convocé el galardéon Clay yo ya habia
renunciado con enorme frustraciéon a resolverlo. Espero que la iniciativa Clay anime a

otros investigadores mas jovenes y con mas recursos a aproximarse a su resolucion.

En mi opinién faltan muchas décadas o siglos hasta conseguir una completa resolu-
cion. En este sentido me atrevo a conjeturar que si en 2100 algiin matematico célebre o
institucion prestigiosa hacen publica una lista de problemas del siglo, en ella no faltara el
problema de la masa en la teoria de Yang-Mills y quizas se le una otro més dificil todavia,

el problema de la consistencia de la teoria de gravitaciéon cuantica.
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