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Resumen

En orbita circular, la vertical local gira uniformemente alrededor de la normal
a la érbita y constituye una posicién de equilibrio estable para tethers inertes. En
orbita eliptica, sin embargo, el giro no es uniforme y el equilibrio del tether se
rompe: abandonado en la vertical local, inicia un movimiento de libraciéon autoex-
citado. Las ecuaciones que gobiernan el movimiento tienen soluciones periédicas en
lugar de posiciones de equilibrio. Los tethers electrodindmicos nunca tienen posi-
ciones de equilibrio, ni aun en érbita circular, pero con modelos sencillos del campo
magnético y la corriente del tether, exhiben soluciones periédicas. Aqui se analiza
la acciéon combinada de ambos efectos: excentricidad de la érbita y fuerzas elec-
trodindmicas. Se han detectado nuevas soluciones periddicas y se ha analizado su

estabilidad, que determina la estabilidad global del sistema.

Palabras clave y expresiones: Tethers electrodindmicos, érbitas elipticas, trayec-

torias periddicas, andlisis de estabilidad.
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1 Introduccién

Recientemente, se ha detectado una nueva inestabilidad dinamica que afecta a tethers
electrodindmicos operando en 6rbitas circulares inclinadas (ver [4,10,13,14]). Usando
modelos sencillos (dipolo alineado para el campo magnético terrestre, corriente eléctrica

constante a lo largo de la érbita y dumbbell model para el tether), las ecuaciones que
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gobiernan la dinamica del sistema son forzadas por términos periddicos cuyo periodo
coincide con el orbital. Ademds de la inclinacién, aparece un parametro adimensional
e, cociente del par electrodindmico y el producido por el gradiente de gravedad y las
fuerzas de inercia (ambos actian en el centro de masas del sistema). Si e es cero, el
sistema tiene posiciones de equilibrio estables con el tether en la vertical local. Si e # 0,
las ecuaciones del movimiento presentan soluciones periédicas, cuyo periodo coincide,
debido a la frecuencia de los términos forzantes, con el periodo orbital (o un multiplo
suyo). Usando técnicas asintoticas (si € < 1) y métodos numéricos (si € =~ O(1)), se han
realizado analisis previos para érbita circular. Ellos muestran la existencia de una solucién
periddica especial que, cuando € — 0, tiende a la posiciéon de equilibrio. En ausencia de
amortiguamiento o control, esta solucion periddica es inestable. Esta inestabilidad juega
un papel crucial en el movimiento del tether relativo al centro de masas del sistema. Con
modelos més elaborados, se presenta una situacién similar ( [15]).

Desde el comienzo de las misiones espaciales se han utilizado érbitas elipticas. En ellas,
la estabilidad del movimiento de actitud del satélite resulta de especial relevancia. En
orbita circular, los satélites estabilizados por gradiente de gravedad presentan posiciones
de equilibrio en las que los ejes principales de inercia del satélite coinciden con los ejes
del triedro orbital y algunas de ellas son estables. Los trabajos de Modi y Brereton [7, 8|
muestran que las posiciones de equilibrio desaparecen en oOrbita eliptica. En su lugar,
aparecen soluciones periddicas y la dinamica del sistema se complica.

Para un tether, y debido a su gran longitud, la estabilizacién por gradiente de gravedad
es fuerte. Sin embargo, en érbita eliptica, las posiciones de equilibrio del tether desapare-
cen. En tal caso, en las ecuaciones que gobiernan el movimiento relativo al centro de masas
del sistema, los efectos de la excentricidad aparecen como términos periddicos forzantes,
que cambian con el periodo orbital y se anulan si la excentricidad tiende a cero. Asi,
el efecto principal de una excentricidad no nula se traduce en una perturbacién de las
libraciones que tienen lugar en el caso circular.

El objetivo de este trabajo es analizar la combinacion de los dos efectos: excentricidad
de la orbita y fuerzas electrodindmicas. FEn tal caso, aparecen tres parametros indepen-
dientes: la excentricidad e, la inclinacién orbital 7 y el parametro, ya mencionado, . A
primera vista, la excentricidad podria reforzar la inestabilidad causada por las fuerzas
electrodindmicas, pero no puede descartarse que la presencia de una excentricidad no
nula suavice la inestabilidad en un rango determinado de valores de los pardmetros. En
cualquier caso, este punto se clarificard con un analisis detallado que consta de tres etapas

logicas:

1. En la primera, el tether sigue una érbita eliptica (e # 0) sin fuerzas electrodindmicas.

Se obtienen algunas familias de 6rbitas periddicas, se determina su estabilidad lineal
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y se muestra como varian sus propiedades de estabilidad con la excentricidad.
2. En la segunda, se considera la influencia de las fuerzas electrodinamicas e # 0.

3. Finalmente, se compara detalladamente esta soluciéon con la obtenida en el caso

circular.

La primera etapa no proporciona nuevos resultados. Las soluciones periddicas involu-
cradas ya fueron obtenidas en [7] y sus propiedades de estabilidad estudiadas en [8]. Son,
por tanto, resultados conocidos. No obstante, se obtendran de nuevo, utilizando un en-
foque mas acorde con el andlisis posterior. Se utiliza un algoritmo numérico basado en el
método de Poincaré de continuacién de érbitas peridédicas que permite obtener las érbitas
periddicas de cada familia, y sus propiedades de estabilidad, en funcién de la excentricidad
orbital.

2 El Dumbbell Model

Sea Fx1y; 2 la referencia Geocéntrica Inercial con origen en el centro de masas de la Tierra
E, cuyo eje Exq apunta al punto vernal y con el eje Ey; contenido en el plano ecuatorial.
El eje Ez; forma un triedro dextrégiro. Se describird el movimiento del sistema relativo
a esta referencia.

Se utilizaran modelos simples para subrayar los efectos fisicos involucrados en el pro-
blema. Asi, se considera el sistema formado por dos masas puntuales unidas por una
varilla rigida, el tether, de longitud L y masa m;, alineadas segtin un vector unitario u
(ver figura 1). La masa superior serd ms y la inferior m;. El centro de masas G del sistema
sigue una oOrbita kepleriana de excentricidad e, e inclinacion ¢. La geometria de masas del
sistema se describe mejor mediante los parametros (m, ¢, A;), en lugar de (mq,ms, my).
Aqui, m es la masa total del sistema: m = mj +mas+m;. Ay = m;/m es el cociente entre

la masa del tether y la masa total. El parametro ¢, definido por

1 1 1
cos2q§:—m{m1+§mt} = mlzm(0032¢_§At) (1)
sen2¢:—1 {m —l—lm} = Mp=m Sen%b_lA @)

D ’ 2"

describe las masas extremas y su valor minimo (méximo) se corresponde con my = 0

(m; = 0), respectivamente. Asi, ¢ € [Dmin, Pmaz| ¥ 10s extremos de este intervalo sélo

[A /A
Gmin = arcsen( é)’ Gmaz = arccos( ?t)

Si At =0, Gmin = 0V Gpaz = 7/2. Si se fijan Ay y m, al variar ¢ en el intervalo

dependen de A;

[Omins Omaz] desde Grmin & Gmas, la masa de las particulas se redistribuye y pasa de la
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inferior a la superior, sin que se altere la masa total del sistema. Por 1ltimo, se satisface

que ¢ = /4 si my = my.

my

Figura 1: Distribucién de masas del sistema.

La posicion del centro de masas G y el momento de inercia de todo el sistema relativo
a un eje normal al tether por G son:

1
hg = L cos® ¢, I, = EmLQ(?) sen” 2¢ — 2A;) (3)

y ya que el tether se modela como un sélido rigido, el movimiento del centro de masas del

sistema (G se desacoplara del problema de actitud.

2.1 Movimiento del centro de masas

Las tunicas fuerzas a considerar son las gravitatorias y las electrodinamicas. Se supone
que m, la masa total del sistema, es grande. Como consecuencia, el decaimiento orbital
debido a la resistencia electrodinamica es despreciable y el centro de masas GG seguird un
elipse kepleriana sin perturbar, de semieje mayor a. En coordenadas polares (r, ) dentro
del plano orbital, la ecuacion de la oérbita sera
_a(l-¢?)
 1+ecosv’

(4)

donde v es la anomalia verdadera medida desde el perigeo.

2.2  Dinamica de actitud

Sea G'r1y;2; un sistema de referencia con origen en el centro de masas del sistema y ejes
aralelos a los de la referencia Fxqvy;2;. El movimiento relativo al centro de masas, esto
9

es, el movimiento relativo a Gx1y; 21, estd gobernado por la ecuacién de momento cinético:

d
%(HG):MG“‘MEH (5)
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Figura 2: Triedro orbital y posicion del tether.

donde H; = I o w es el momento cinético del sistema. Aqui, I es el tensor de inercia

en G y w, la velocidad angular relativa al triedro Gx;y;21, toma el valor!
w=uXxu+ au. (6)

En el lado derecho de (5) se encuentra el par gravitatorio Mg y el momento elec-
trodindmico M g. Ambos actian en Gy méas adelante se dardn expresiones para ellos

(ecuaciones (11-12)).

La direccion de (u x 1 ) es principal de inercia en G. Por tanto

!

cow=1Igo(uxu)+Igo(au)=1I(uxu),
relacién que permite escribir la ecuacion (5) en la forma

w x i :Il(MG+ME). 1)

s

La derivada @ se calcula en la referencia inercial, cuyos vectores unitarios (%1, j, k1)
permanecen fijos.

Se introduce, a continuacién, el triedro orbital Gxyz, con origen en el centro de masas
del sistema, el eje Gz a lo largo de la vertical local apuntando al zenit y el eje Gy normal
al plano orbital (ver fig. 2).

La posicion del tether y de su vector unitario u estan definidas por los angulos 6 y
@ (ver fig. 2). El angulo 0, en el plano orbital y ¢ fuera del plano orbital. Los términos
anglosajones resultan ilustrativos: in plane angle para 6 y out of plane angle para . Se

tendra
u = cospcosf 1 —seny J + cospsenf k.

Se utilizara el teorema de Coriolis, que relaciona las derivadas temporales de un vector
a(t), en la referencia inercial (sélido 1) y en el triedro orbital (sélido 0)
da(t)|  da(t) ‘
@ dt o

o + wr x a(t).

'En (6), el valor particular de « es irrelevante pues el momento de inercia segiin la direccién del tether

es, en primera aproximacién, nulo.
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Aqui, wg = —r j esla velocidad angular del triedro orbital respecto a la referencia inercial
(ag es su aceleracién angular). Sean v’ y u”, las derivadas temporales de u en el triedro

orbital. Se tendra
U =u"+ar X u+2wr XU +wp X (Wg X u), (8)
y la ecuacién (7) adopta la forma

1
uxu' = I—(Mg—i—ME) —u X (ar X U+ wr(u-wr)) + 2(wg - u)u'. 9)

s

El par gravitatorio esta dado, en primera aproximacion, por

3 —
Mo~ Eix g0 i), (10)
T

donde p es la constante gravitatoria terrestre. La relacién (10) es cierta bajo las hipdtesis:
1) campo gravitatorio terrestre perfectamente esférico y 2) los términos del orden L/r y
superiores, despreciables frente a la unidad. La identidad 4 = (2 - uw)u + u X (7 X u)
permite escribir

Igoi=lux(ixu)=I{i—u(i -u)},
y el par gravitatorio adopta la forma

Mg ~ i—gls(u < 8)(u- ). (11)

El momento introducido en G por las fuerzas electrodinamicas es
Ly
ME =u X (’U, X B)J17 donde Jl = / (hG — h)]e(h)dh (12)
0

I.(h) es el perfil de corriente del tether. El campo magnético terrestre B (se supone
constante a lo largo del tether y de valor igual al que alcanza en (7), se modela mediante
un dipolo alineado con el eje terrestre, como en [13,14]. Sus componentes en el triedro
orbital son

(B, By, B,) = /i—? (—2senisen(w + v), —cosi, senicos(w + 1)),

donde w es el argumento del perigeo y p,, la intensidad del dipolo.

3 Ecuaciones del Movimiento

De la ecuacién vectorial (9) se obtienen dos relaciones escalares, al proyectar en dos
direcciones independientes distintas de la del tether (proyectar segin el tether lleva a
una identidad trivial). Sea ws un vector unitario del plano orbital y perpendicular al

tether. Proyectando sobre los versores 3 y wy se obtienen las ecuaciones que gobiernan
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el movimiento. En funcién de los dngulos de libracién 6 y ¢, dichas ecuaciones toman la

forma

0" — 2 tan (0" + 1) 4+ 3senf cos§ = e [2hy (6’ + 1) + 3hs sen cos b] —

—e{tan @ seni(2g; cosf — gasenf) + g3 cosi}, (13)
3
o+ [(0’ +1)% + 3 cos? 0] sen pcosp = e |2h; ¢’ + §h2 sen 2p cos® 0| +
+eseni {2g; sen + gy cos 0}, (14)

donde hq, ha, g1, g2 ¥ g3 son funciones auxiliares dadas por

sen v COos vV

hy— ——— - 15

' 1t ecosy’ > 1+ecosv’ (15)
sen(w + v cos(w + v 1

g1 = ¥, 2 = ¥7 93 = (16)
1+ ecosv 1+ ecosv 1+ ecosv

y la variable independiente es la anomalia verdadera v.
Hay cuatro pardametros en las ecuaciones (13-14): tres elementos orbitales (e, i,w) y €,
cociente entre el momento electrodinamico y el producido por el gradiente de gravedad y

las fuerzas de inercia:
£ =—=. (17)

Las ecuaciones (13-14) han de integrarse desde las condiciones iniciales correspondientes

al encendido de la corriente en el tether

en v=1y: 9:9(), ® = Yo, 9/:96, 80/2906 (18>

4 El Tether Inerte

En un tether inerte no fluye corriente en el cable y € = 0. Las ecuaciones del movimiento
(13-14) se reducen a

0" — 20" tan (0’ + 1) + gsen% =e <2h1 0 +1)+ ghz sen 26) , (19)
" / 2 2 1 / 3 2
¢" + ((0' +1)* + 3 cos® 0) 5 sen 20 =e | 2h1 ¢ + §h2 sen 2¢ cos” 6 | | (20)

con hy y hy dados por (15). En drbita circular, e = 0, la vertical local es posicién
de equilibrio estable de las ecuaciones (19-20) y, en ella, el tether gira uniformemente
alrededor de la normal a la érbita. En drbita eliptica, sin embargo, la vertical local no
gira uniformemente y el equilibrio se rompe, incluso si el tether se abandona en reposo
en la vertical local, pues se excita el movimiento de libracién del tether. La razén de este
comportamiento se haya en la ecuacién (19) para el dngulo 6, que resulta ser autoexcitada.

Debido al acoplamiento entre 6 y ¢, el tether oscilara continuamente, con amplitudes que
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crecen con la excentricidad e. En lugar de posiciones de equilibrio, las ecuaciones del
movimiento exhiben soluciones periédicas que juegan un papel importante, ya que la
estabilidad dinamica del sistema viene dada por sus propiedades de estabilidad.

Este problema se ha tratado en la literatura. Sin dnimo de ser exhaustivos, se dan
algunas referencias donde se analiza desde diferentes puntos de vista: [1-3,5,7,8,16,17].
Para el objetivo de este articulo, las referencias centrales son [7,8]. En ellas, Modi &
Brereton, ya en 1969, encontraron diferentes familias de soluciones periddicas para el
problema mas general de un satélite en orbita eliptica. El tether es un caso particular de
sus analisis.

En [7,8] estudiaron sélo la oscilacién en el plano orbital, pues la ecuaciéon (20), que no es
autoexcitada, proporciona la solucién ¢(v) = 0 para las condiciones iniciales gy = @y = 0.
Por ello, y en ausencia de otras perturbaciones, las soluciones periédicas corresponden a

oscilaciones dentro del plano orbital gobernadas por la ecuacion
0" + 3senfcosf = e (2hy(v,e) (6’ + 1) + 3ha(v,€) senf cosh). (21)

La primera tarea consiste en reproducir los resultados de [7,8], adoptando un enfoque
diferente, basado en la herramienta numérica utilizada para obtener familias de orbitas
periddicas. Se trata de una versién ligeramente modificada del algoritmo numérico de-
sarrollado en [6] y basado en el método de Poincaré sobre la continuacién analitica de
6rbitas periddicas (ver [18]). Este algoritmo proporciona las propiedades de estabilidad

de las dérbitas periddicas una vez obtenidas.

Figura 3: Rangos de excentricidad en [0, 1].

Usar el algoritmo exige reescribir las ecuaciones del movimiento como un sistema
forzado. Las ecuaciones (19-21) satisfacen ya ese requisito. En su primer miembro se
encuentran los términos correspondientes al caso circular. En el segundo, la perturbacién
introducida por la excentricidad, que se describe mediante términos forzantes periddicos,
de periodo igual al orbital. En [7,8] la excentricidad varfa en el intervalo [—1,1]; en
este articulo, sin embargo, la excentricidad sélo se considera en el intervalo [0,1]. Una

excentricidad negativa equivale a medir la anomalia verdadera v desde el apogeo, en lugar
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del perigeo, es decir, se ha desplazado en 7. Si se conviene en medir v desde el perigeo,
se tendrd e € [0, 1] (ver Fig. 3).

El algoritmo numérico se usa partiendo de una érbita periddica conocida del caso
circular (e = 0) y, posteriormente, propagando la familia para valores crecientes de e.
Debido a la ley de arrastre de frecuencias (ver [9]), las soluciones periddicas que aparecen
en oOrbita eliptica deben ser de periodo orbital, o un multiplo entero de él. Por tanto, las
6rbitas periddicas del caso circular (e = 0), a partir de las cuales se comenzara el proceso
de propagacién, deben satisfacer este requisito. Se comienza con un breve estudio del caso

circular.

4.1 Caso circular

En 6rbita circular, la ecuacién (21) proporciona la integral primera
0" +3senflcosf =0 = (#')*+3sen”f = 3sen? Oy, (22)
donde la amplitud ), viene dada por las condiciones iniciales
v=1y : 0=10y=0, 9':96:\/386n9M.

Notese que 0y v ) son equivalentes y cualquiera de ellas puede usarse para describir
las condiciones iniciales de una 6rbita periddica. La figura 4 muestra las érbitas de (22)
en el espacio de fases. El movimiento es una libracion si 8y < 90° y una rotacion si
Oy > 90°. Para 0y, = 90°, se tiene posiciones de equilibrio y separatrices que corresponden
a movimientos asintéticos que separan la libracion de la rotaciéon. Estamos interesados
en las libraciones, que en el caso circular siempre estan asociadas con un movimiento
periodico.

Una nueva integracion proporciona la solucion
sen f = sen Oysn(vV3(v — 1), sen by ), (23)

donde sn(u,sen @) es la funcion eliptica de Jacobi de médulo sen? 6. La funcién sn(u,
senfyy) es periddica en u, de periodo 4K (0yr), donde K(0)) es la integral eliptica de

primera especie:

_[F a
K{sen ) = /0 /1 — sen2 6 sen? ¢ (24)

Por lo tanto, durante un ciclo completo de libracién, el incremento en anomalia verdadera

vendra dado por

1 K (sen ) (25)

Ay = —
V3
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Figura 4: Plano de fases del péndulo por gradiente de gravedad.
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Figura 5: Av en un ciclo de libracion.

y se representa en la figura 5 como funcién de 6),. Nétese que la funcion Av = Av(6yy)
es monétona creciente con un valor minimo de Av(0) = 27/v/3 ~ 3.63 para 6y, = 0. No
estd acotada y tiende a infinito cuando 6, — /2. Las soluciones para las que se satisface
que Av = 2mn/m (con m y n enteros) son particularmente interesantes. Corresponden a
situaciones en las cuales el tether realiza m libraciones completas mientras su centro de
masas GG describe n érbitas.

Para n = 1, sélo existe una solucién de este tipo y corresponde a m = 1; por tanto,
Av(0y) = 2m (Nétese que para m = 2 se obtiene Av = 7, menor que Ar(0) ~ 3.63: no
existe, por ello, ningin @), que satisfaga la relacién). El procedimiento que conduce a la
solucién se esquematiza en la figura 5 y proporciona, en este caso, sen ), ~ 0.9623. Las

condiciones iniciales son 0, ~ 74.217°, (0 ), ~ +1.667) y determinan un par de érbitas
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m\n | 1 2 3 | 415
1 2 | 4w | 67 | 87
2 T 2m | 3w | 4n

2w | 4w 8
2229 20
SO e e I
4 T T 3_7r 21
2 2
5 2w | 4w | 67 | 87
5 5 5 5
6

2m-periddicas.
e La primera, que se denominara 7y, se obtiene para 6, ~ +1.667.
e La segunda, que se denominara p,, se obtiene para 6 ~ —1.667.

Las dos son idénticas y describen la misma trayectoria en el plano de fases (6,6'), sin
embargo, estan desfasadas 180°. Anticipamos que ambas soluciones tendran compor-
tamientos diferentes para e # 0.

Cuando n = 2, hay tres posibilidades: m = 1, 2 y 3. El caso m = 2 coincide con el
caso ya considerado y sera descartado. En cada uno de los casos restantes se tienen dos

soluciones 4m-periddicas. Asi

e para m = 3, el incremento serd Av(6y,) = 4m/3, obteniéndose sen 6y, ~ 0.67074,
O, ~ 42.12404° y 05(0) ~ £1.16175. Estas dérbitas se denominardn ps, y P3, para

el caso positivo y negativo respectivamente,

e para m = 1, el incremento sera Av(0y,) = 4, obteniéndose senfy;, ~ 0.99985,
Or, ~ 89.00647° y 07(0) ~ +£1.73179. Estas o6rbitas se denominardn Py, y Py

respectivamente.

Para n = 3 se presentan cuatro posibilidades, m = 1, 2, 4 y 5 que conducen, todas ellas,
a soluciones 67-periddicas. Utilizando este procedimiento sistemdaticamente, se podria
llenar la tabla anexa e ir obteniendo soluciones de periodo cada vez mayor. Sin embargo,
solamente se han considerado los casos n = 1 y n = 2 por razones que se revelaran mas
tarde.

Nétese que también existen posiciones de equilibrio, en las que # = 6’ = 0 y el tether
estd alineado con la vertical local y en reposo. Estas soluciones estacionarias pueden

considerarse periddicas y su periodo puede ser seleccionado libremente. Ademés, cada una
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de las soluciones peridédicas obtenidas pertenece a una familia mas amplia de soluciones

periddicas, cuyo parametro es la excentricidad e.

4.2 Caso eliptico. Familias de orbitas periodicas

Se comienza el andlisis mostrando las familias de érbitas periddicas que oscilan con el

periodo orbital 27 en la variable v.

4.2.1 ORBITAS DE PERIODO 27

La figura 6 recoge tres familias de soluciones periédicas obtenidas en este analisis. La
figura superior muestra sus trayectorias en el plano de fases; la inferior muestra el angulo
0 como funcion del tiempo. Se han considerado tres valores para la excentricidad, e = 0.1,
0.2 y 0.3 y las flechas indican la direccién de las familias para valores crecientes de e.

Notese que en las soluciones periddicas encontradas, el tether cruza la vertical local
justo en el apogeo y en el perigeo de la 6rbita de G. Sin embargo, la amplitud méxima
no se da en la mitad del intervalo como cabria esperar (v = 7/2; v = 37/2).

La familia 7 es la continuacion, para valores de e # 0, de la 6rbita periddica »; del
apartado anterior. Para ella, el valor inicial 6] es positivo y la amplitud de la oscilacién
decrece con e.

La familia 7 es la continuaciéon para valores de e # 0, de la érbita peridédica Py del
andlisis anterior (pag. 33). Para ella, el valor inicial de 6} es negativo y la amplitud de la
oscilacién crece con e.

En la figura 6, las érbitas »; y P se etiquetan con e = 0 y comparten la misma
trayectoria del plano de fases. Sin embargo, estan desfasadas un semi-periodo y tienen
diferentes leyes horarias.

Noétese que el flujo de fase de la ecuacién (22) no depende del signo de #'. La ecuacién
(21), sin embargo, no tiene esa propiedad y un cambio en el signo de 6’ lleva a una 6rbita
diferente del plano de fases. Por ello, de una misma érbita periddica del plano de fases,
surgen dos familias diferentes para e # 0.

La familia 7y parte de la posicién de equilibrio estable (§ = ¢ = 0). Para ella, 6] es
positiva y la amplitud de la oscilacién crece con e (y tiende a cero con e). Este hecho

permite obtener, en el limite e — 0, la siguiente aproximacién asintética:

3 13 3
O(v,e) =senv-e— 5 sen v - e + (E sen 3v + 7 Sen 1/) &3+ o(et). (26)

La figura 7 muestra la solucién asintética, dibujada con lineas continuas y la numérica,
dibujada con linea de trazos. Ambas presentan un gran acuerdo para los valores de e

considerados: 0.1, 0.2 y 0.3. Obviamente, el acuerdo es mayor cuanto menor es el valor
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Figura 6: Tres familias de érbitas peridédicas de periodo 27 para valores crecientes de e:
0.1, 0.2 v 0.3.

de e. En caso necesario podria aumentarse la precisién obteniendo mas términos del
desarrollo asintético (26). El procedimiento se explica en [13,14].

Cada orbita esta determinada por sus condiciones iniciales 6y = 0 y 6. Cada solu-
cién periddica estd determinada por el valor de 6 (la integracién, en un periodo, de las
ecuaciones de evolucién proporciona la historia temporal de esa solucién particular). La
figura 8 muestra las condiciones iniciales correspondientes a las tres familias 7y, 7 y 7
en funcién de la excentricidad e.

Las familias 7y y 7 se unen en el valor e &~ 0.44561883 (punto C' en la figura 9) y, para
valores mayores de e, desaparecen. La familia 7, sin embargo, no desaparece y alcanza
valores de e préximos a la unidad. No obstante, su determinacién numérica presenta
problemas cuando e — 1, ya que la ecuacién (21) es singular en e = 1.

En la familia 7, la matriz de monodromia de la solucién periédica tiene dos autova-
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Figura 7: Solucién asintética (26) (lineas sélidas) y numérica para la familia 7y (e =
0.1,0.2 v 0.3).

Figura 8: Condiciones iniciales respecto de e para las familias 7y, 7 y 7.

lores. La figura 9 muestra, en el dibujo de la izquierda, los autovalores como funcién de
la excentricidad e; en el dibujo de la derecha se muestra su médulo. El médulo de un
autovalor es mayor que la unidad en el intervalo Iy & [0.3533,0.4273], donde la familia es
inestable. Fuera de I, la familia es linealmente estable. En la frontera de Iy (puntos
Ay B de la figura 9), ambos autovalores toman el valor A = —1. Esta situacion es tipica
de las flip bifurcations, en las que el periodo de la solucién se dobla. Un anélisis detallado
de esta materia puede encontrarse en [5].

Desde el punto de vista de la operacion de un tether electrodinamico, sélo la familia
Fo tiene interés. Las familias 7 y 7 resultan ser muy inestables. La figura 10 muestra
el modulo de los autovalores de la matriz de monodromia para estas dos familias. La
grafica de la izquierda corresponde a la familia 71, que termina en e ~ 0.44561883, donde
se une a la familia 7). El médulo del autovalor inestable llega a valores del orden de 20.
La grafica de la derecha corresponde a la familia 7 que existe practicamente en todo el
rango e € [0,1]. Es linealmente estable en un intervalo pequetio ~ [0,0.046] cercano a

la orbita circular. Por encima de este intervalo, el médulo del autovalor inestable crece
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Figura 10: Médulo de los autovalores. Familias 7 (izquierda), 7 (derecha).

mondtonamente hasta llegar a valores muy grandes (del orden de 10000) cuando e se

acerca a la unidad.

4.2.2 PERTURBACIONES EN EL PLANO PERPENDICULAR A LA ORBITA

El andlisis anterior, basado en la ecuacién (21), no tiene en cuenta los efectos de las per-
turbaciones normales al plano orbital. Estos efectos se introducen en el esquema numérico
incorporando la ecuacién (20). A posteriori, ha de repetirse el andlisis, sustituyendo la
ecuacion (21) por el sistema (19-20). Dado el cardcter inestable de las familias 7, y 7, el
nuevo andlisis solo se ha realizado para la familia 7.

La principal novedad radica en un nuevo autovalor de la matriz de monodromia aso-
ciado al nuevo grado de libertad. La figura 11 muestra el modulo de los autovalores de la
matriz de monodromia, incluyendo el nuevo autovalor, como funcién de e.

Noétese que en el intervalo & [0,0.3533|, donde las soluciones periédicas eran lineal-
mente estables frente a perturbaciones en el plano orbital, se vuelven inestables. Asi,
la familia 7y resulta ser estable sélo en el intervalo [0.4273,0.4456]. No obstante, para

valores pequenos de e, (e < 0.2 aproximadamente) la inestabilidad es muy débil.
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Figura 11: Moédulo de los autovalores para la familia 7.

4.2.3 ORBITAS DE PERIODO 471

Se han encontrado dos familias cuyo periodo es doble del periodo orbital. En la primera
familia, que se denominara 73, el tether realiza tres ciclos de libracién cada dos orbitas
(m = 3). En la segunda familia, denominada 74, el tether sélo realiza un ciclo de libracién
(m = 1). La gréfica izquierda de la figura 12, en la que e = 0.2, muestra la historia
del movimiento, durante dos periodos orbitales, de algunas érbitas peridédicas de dichas
familias. La grafica de la derecha muestra estas mismas trayectorias en el plano de fases.

La familia 73, por ejemplo, tiene dos subfamilias: una es continuacién, para e # 0, de
la érbita periédica ps, del caso circular (pdg. 33) y para ella 6, > 0. La otra subfamilia
es continuacion, para e # 0, de la 6rbita periddica Ps, del caso circular y para ella 6} < 0.
Ambas subfamilias estan desfasadas un periodo orbital y por ello comparten las mismas
trayectorias en el plano de fases. La figura 12 muestra, en la grafica derecha, la trayectoria
correspondiente al caso circular (érbitas ps, v P3) v la trayectoria compartida por dos

orbitas periddicas de la familia 73 dibujadas en la grafica de la izquierda.
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v
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Figura 12: Soluciones periddicas de las familias 73 y 74 para e = 0.2.

En la familia 74 ocurre una situacion similar. También contiene dos subfamilias que
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son continuacion, para e # 0, de las érbitas periddicas Py, y Pgp del caso circular (pag.

33). La figura 12 muestra las curvas correspondientes para dicha familia.
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Figura 13: Condiciones iniciales para las familias 73 y 74 respecto de e.

La figura 13 muestra las condiciones iniciales correspondientes a las familias 73 y 74
(periodo 47) y 7y, 71 v F» (periodo 27). Las dos subfamilias de la familia 73, que para
e = 0 comienzan en puntos opuestos, se unen en e ~ 0.4273, 0 ~ 0.32, donde tiene lugar
una bifurcacion y dos orbitas de doble periodo se bifurcan de la érbita de periodo 2. Las
dos subfamilias de la familia 74, que también comienzan en puntos opuestos para e = 0,

nunca se unen. Ambas subfamilias terminan cuando e alcanza el valor e =~ 0.51556.
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|X| 200000
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Figura 14: Modulo de los autovalores para las familias 73 y 74 respecto de e.

La figura 14 muestra el médulo de los autovalores de la matriz de monodromia para
las familias 73 y 74. La familia 73 es linealmente estable en los intervalos [0,0.237] y
[0.415,0.4456] y muy inestable en el intervalo [0.237,0.415]. Las perturbaciones normales
al plano orbital no modifican este comportamiento. Debido a su alta inestabilidad, el

interés de la familia 73 es pequeno. No obstante, podria tomarse como punto de partida
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para la operacion del tether electrodindmico, pues en el intervalo [0, 0.237] es més estable
que la familia 7y de periodo 2.

La familia 74 es fuertemente inestable. Como cada familia tiene dos subfamilias,
la figura 14 deberia contener cuatro gréaficas (una por subfamilia). Sin embargo, las
dos subfamilias de una familia dada comparten los mismos autovalores. Este resultado
numérico ha sido confirmado y probado para la familia 73. Los calculos para la familia 7,
debido a su gran inestabilidad son relativamente complicados y no han sido comprobados.
Desde el punto de vista de la operacién del tether electrodindmico, el interés de esta
familia es escaso.

Podria continuarse el analisis estudiando familias de periodos 67, 87 . ... Sin embargo,
y al igual que la familia 74, carecen de interés para tethers espaciales (al menos, a primera

vista). Su andlisis no se ha incluido en este articulo.

5 El Tether Electrodinamico

Cuando el tether esta vivo, es decir, cuando fluye corriente en el cable, el parametro € # 0
y hay cuatro parametros libres en el problema: e, e, y w. Este tultimo, que representa el
argumento del perigeo de la érbita eliptica seguida por el centro de masas G del sistema,
se considerara constante. Por sencillez, en los calculos se tomara w = 0.

Para mostrar la influencia de la excentricidad, se comenzara por el caso circular (e =
0), cuyo andlisis se realiz6 en [10]. Alli se muestra cémo determinar, para cada par de
valores de los pardmetros (g,4), la solucién periédica bésica (periodo 27). La figura? 15
muestra algunas soluciones periddicas para i = 25° y distintos valores de ¢.

Cada una de ellas pertenece a una familia mas amplia que continta para valores de
e # 0. Para valores dados de (g,1), dicha familia puede propagarse partiendo del caso
circular e incrementando el valor de e. Asi, se describird la influencia de una excentricidad
no nula en el problema, objetivo principal de este trabajo.

En la mayoria de los casos, la matriz de monodromia tiene cuatro autovalores, que
aparecen como dos pares de complejos conjugados. La figura 16 muestra, para i = 25°,
los moédulos de los autovalores de la matriz de monodromia como funcién de e (caso
circular). Existe un valor especial de ¢, cercano a 1.5, para el cual los médulos de todos los
autovalores son la unidad. Justo después de este valor, un par de autovalores complejos
conjugados pasan a ser reales cuando ¢ alcanza un valor critico £*, funcién de i (estd
proximo a £* ~ 1.54 para i = 25° en la fig. 16).

La figura 17 muestra esta funcién € = €*(i), que divide el plano (7,¢) en dos regiones.
En una de ellas, la inestabilidad es débil y el control del tether electrodinamico factible.

Notese, que esta inestabilidad aparece en ausencia de disipacion, amortiguamiento o con-

2Las figuras 15, 16 y 17 han sido tomadas de [10].
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Figura 15: Solucién periddica para e = 0, i = 25° y diferentes valores de .

trol. Introduciendo disipacion, o algin tipo de control en el sistema, éste pasa a ser estable
en algunos casos (ver [11,12]).

Noétese el cambio en la forma de la solucién periddica (ver fig. 18), cuando sobre
el tether actian ambos efectos: fuerzas electrodindmicas y excentricidad. La figura 18
muestra la forma de la solucién periédica en dos inclinaciones: ¢ = 25°, en los gréficos
superiores, e i = 45°, en los inferiores. En las graficas de la izquierda e = 0.5 y e = 0.001,
0.01, 0.05, 0.1, 0.2 y 0.3. En las gréaficas de la derecha, ¢ = 0.75 y e = 0.001, 0.01,
0.05, 0.1, 0.2 y 0.28. En ambos casos, y para valores pequenos de e, la solucién tiene
forma de ocho y es similar a la solucién obtenida en el caso circular (ver fig. 15). Para
valores crecientes de e, sin embargo, la forma cambia rdpido y termina pareciéndose a una
U invertida. Debido, probablemente, al caracter autoexcitado de la ecuacién para 6, la
oscilacién en 6 es mas pronunciada que la oscilacién en ¢ (normal al plano orbital).

Estudiar las propiedades de estabilidad de estas soluciones de periodo 27, describiendo
su evolucion al tomar e valores crecientes a partir de e = 0, es de crucial importancia. En
el caso eliptico, los autovalores de la matriz de monodromia son, en general, parejas de
complejos conjugados.

La figura 19, que describe bien el comportamiento cualitativo del sistema, muestra su
modulo como funcion de la excentricidad e, en el caso particular e = 0.5 e ¢+ = 25°. Hasta
donde se ha comprobado, valores diferentes de (g,7) conducen a cambios cuantitativos,
pero no cualitativos. El punto de partida corresponde al caso circular e = 0 y propor-

ciona valores de referencia para los autovalores. Cuando e es pequeno, el modulo de los
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Figura 17: Regiones de inestabilidad débil y fuerte en el plano (i, ¢) para el caso circular.

autovalores no cambia significativamente al crecer e, hasta que se alcanza el punto A de
la figura 19, que corresponde a un valor critico e* de la excentricidad (en la figura 19,
e* =~ 0.281). En él, un par de complejos conjugados se separan en dos numeros reales y
uno de ellos crece de manera significativa y abrupta. Asi, para valores de e < e*, la ines-
tabilidad asociada con las fuerzas electrodinamicas permanece préacticamente igual que
en el caso circular, pero para e > ¢e*, la inestabilidad se vuelve mas pronunciada. Como
consecuencia, el valor critico e* sera de utilidad para separar los casos de inestabilidad
débil y los de inestabilidad fuerte.

El valor critico e* es funcién de tres pardmetros: e* = e*(g,i,w) (en este trabajo w
se fija en w = 0). Para una inclinacién dada, el valor critico define una curva del plano
(e,¢) que lo divide en dos regiones: en una de ellas, la inestabilidad es débil. En la otra,
sin embargo, la inestabilidad se intensifica. En la region de inestabilidad débil, el control

del tether electrodindamico seria mas sencillo.
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Figura 18: Solucién periédica béasica para ¢ = 0.5 (izquierda) y ¢ = 0.75 (derecha). En
las graficas superiores ¢ = 25° y en las inferiores ¢ = 45°. Se consideran diferentes valores

de e.

La figura 20 muestra las curvas e* = e*(e, i) para los siguientes valores de la inclinacién:
1 = 5°, 10°, 20°, 25°, 30° y 35°. Para diferentes inclinaciones, las curvas estan muy
préximas entre si, por tanto, la influencia de la inclinacién es, en este punto particular,
pequena.

El valor critico e*, cuando es pequeno lo que ocurre para valores altos de €, no separa
apropiadamente las zonas de inestabilidad débil y fuerte, debido al comportamiento de
los autovalores para valores crecientes de €. Al crecer ¢, la figura 19 cambia: el punto A se
mueve hacia la izquierda y el 6valo central decrece. La figura 21 muestra los médulos de
los autovalores para e = 0.9 e 1 = 25°. Noétese que, justo después del punto A, el médulo
de los autovalores no es elevado. En B, el médulo de todos los autovalores complejos es
la unidad y poco después de B los moédulos de un par de complejos conjugados crecen
abruptamente y la inestabilidad se hace méds intensa. Asi, para valores pequenos de e¢*, el
punto B separa mejor que el A las zonas de inestabilidad débil y fuerte.

La figura 20 muestra, también, las curvas descritas por el punto B en el plano (e, ¢)

para los mismos valores de ¢. Resultan ser, igualmente, poco sensibles a los cambios de
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Figura 19: Moédulo de los autovalores versus e para € = 0.5 e © = 25°.
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Figura 20: Regiones del plano (e, e) con diferentes propiedades de estabilidad.

inclinacion. Aproximadamente, para e > 0.2 la frontera entre las zonas de inestabilidad
débil y fuerte estd bien descrita por las curvas A; para e < 0.2, sin embargo, es mejor
utilizar las curvas B.

En la figura 20, la linea horizontal superior proporciona el orden de magnitud del valor
critico de e (ver figura 17) que separa las zonas de inestabilidad débil y fuerte en drbita
circular.

De este analisis se deduce que, globalmente, la zona de inestabilidad débil decrece
cuando la orbita es eliptica. Ademas, si la excentricidad es mayor que ~ 0.35, el tether
electrodinamico se vuelve fuertemente inestable. Este resultado es particularmente in-
teresante, pues en posibles misiones a los planetas gigantes, en las que se contemplan
orbitas elipticas, los tethers electrodinamicos se han considerado como la fuente primaria
de propulsion. En estos casos, la excentricidad de la orbita debe de ser menor que el valor

critico 0.35 para evitar las inestabilidades fuertes puestas de manifiesto en este trabajo.
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6 Conclusiones

Se ha estudiado el efecto conjunto de excentricidad orbital y fuerzas electrodindmicas en
la dindamica de actitud de un tether electrodindmico. En las ecuaciones que gobiernan el
movimiento relativo al centro de masas del sistema aparecen términos forzantes periddicos,
de periodo igual al orbital, que impiden la existencia de posiciones de equilibrio a lo largo
de la vertical local. En su lugar, hay orbitas periddicas estudiadas numéricamente en este
articulo.

El analisis numérico utiliza un algoritmo basado en el método de Poincaré de con-
tinuacion de orbitas peridédicas. El algoritmo proporciona diferentes familias de érbitas
periddicas y, utilizado conjuntamente con la ley de arrastre de frecuencias para sistemas
forzados periddicamente, permite un analisis exhaustivo de las mismas.

Se ha mostrado la efectividad del algoritmo en la obtencion de soluciones periddicas.
Algunas de ellas se han obtenido de nuevo para un tether inerte (sin corriente) en 6rbita
eliptica (fueron detectadas en 1969 por Mody & Brereton, ref. [7,8], para un satélite ge-
neral). En este andlisis, forman parte de una familia mds amplia de érbitas periédicas. El
algoritmo proporciona, ademaés, las propiedades de estabilidad de las soluciones periddicas
detectadas.

Ademas de mostrar los pardmetros adimensionales esenciales en el problema, el prin-
cipal resultado del analisis es mostrar los efectos de la excentricidad orbital en un tether
con corriente. La forma de las orbitas periddicas cambia drasticamente respecto al caso
circular y también sus propiedades de estabilidad, aunque de un modo mas complejo.

Cuando la excentricidad es pequena, no hay cambios cualitativos en las propiedades
de estabilidad de las soluciones periddicas y ambos casos, el circular y el eliptico, resul-

tan similares. Sin embargo, para valores crecientes de la excentricidad, la inestabilidad
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dindmica se vuelve més y mas pronunciada. Mas alla de un valor critico de e =~ 0.35, la
inestabilidad se hace muy intensa. Por tanto, misiones que utilicen 6rbitas de una gran
excentricidad, e =~ 0.5 — 0.8, deberan encarar grandes problemas de control si emplean
tethers electrodinamicos.

No se incluye aqui la influencia del argumento del perigeo, w, que se ha supuesto nulo.
Ademas, se han introducido simplificaciones de validez limitada: tether rigido, modelo
dipolar del campo magnético terrestre, ausencia de amortiguamiento, corriente del tether
constante a lo largo de la drbita, etc. Asi, han podido deducirse conclusiones interesantes
de caracter general. El andlisis podria mejorarse en el futuro, eliminando algunas de las
simplificaciones mas restrictivas. Por ejemplo, en dérbita eliptica seria importante conside-
rar las variaciones de la corriente del tether a lo largo de la 6rbita, asociadas a la diferencia
de altura entre el apogeo y el perigeo. Las diferencias en la densidad del plasma ionosférico
producen cambios importantes en la corriente del tether, suavizando las inestabilidades
detectadas. Sin embargo, un anélisis detallado de ese tipo debe de ir acompanado de una
configuracion concreta del tether (bare tether, por ejemplo) y es, por su propia naturaleza,

de alcance limitado.
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