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Excelentiisimo senor presidente de la Academia,
Excelentisimos e ilustrisimos senores académicos,

Serioras y senores:

Es para mi un gran honor que la Academia me haya encargado dar la bienvenida y
contestar al discurso de entrada a la misma de mi amigo y companero el profesor José
Esteban Galé Gimeno. Con su incorporacion, la secciéon de exactas de esta Academia

vuelve a tener sus diez académicos titulares.

Conozco al profesor Galé y me precio de su amistad desde hace mucho tiempo, cuando
entré como becario de investigacion en el antiguo departamento de Teoria de Funciones
de la Facultad de Ciencias de Zaragoza, alla por el ano 1976, ano en el que atin estabamos
en este edificio, el ahora llamado edificio A que en aquellos momentos era el tinico que
formaba parte de la Facultad. Desde entonces hasta ahora hemos compartido muchos
anos de una extraordinaria relacion personal y profesional, colaborando tanto en la tarea
docente como en la investigadora. Si no recuerdo mal, hemos participado en més de
diez proyectos de investigacion del Plan Nacional, unas veces siendo ¢l y otras yo el
investigador principal. Asi mismo, hemos coliderado alternativamente el grupo consolidado
reconocido por el Gobierno de Aragén “Anélisis Matemético y Aplicaciones” desde sus
inicios hasta el presente. Aunque mi situaciéon administrativa ha cambiado recientemente,
espero seguir manteniendo con ¢él, ademés de nuestra buena sintonia personal, el gusto

por la investigacion cientifica durante mucho mas tiempo.

Sucede en la Academia en la medalla nimero diez al profesor José Garay de Pablo, que
ha pasado recientemente a la situaciéon de académico correspondiente. El profesor Garay,
también especialista en analisis matematico como Galé, fue titular de esta Academia
durante muchos anos. Brillante y original expositor, nos dio clase hasta hace poco tiempo a
casi todos los mateméticos y muchos fisicos que estudiamos en la Universidad de Zaragoza.
Se especializo en analisis funcional, teoria de funciones de variable compleja y finalmente
en analisis de Fourier y teoria de la senal. El profesor Garay, ademas de ser autor de varias

publicaciones sobre estos temas, dirigi6 cinco tesis doctorales.

El profesor José E. Galé naci6é en Zaragoza en 1954. Curso6 los estudios de primaria
en el Colegio de las Franciscanas de Montpellier de Zaragoza y los de bachiller en el
Colegio de los Dominicos “Cardenal Xavierre” de nuestra ciudad hasta 1971. Como él
mismo suele comentar, estd muy agradecido a la ensenanza recibida en estos centros
educativos, pues ademas de una profunda formaciéon humanistica alli adquirié6 una gran
aficion por las ciencias y en particular por las matematicas. Curs6 su licenciatura en

Ciencias Matematicas en la Universidad de Zaragoza, finalizdndola en 1976.
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Realiz6 su tesis doctoral bajo la direccion del profesor Joaquin Ortega Aramburu, ac-
tualmente profesor emérito de la Universidad de Barcelona, que estaba en aquella época
como profesor agregado de universidad en el departamento de Teoria de Funciones de
Zaragoza. Bajo su direccion el profesor Galé se especializd en anélisis funcional y mas
concretamente en la teoria de algebras de Banach, defendiendo su tesis doctoral en 1980.
Hizo una estancia posdoctoral en la Universidad de Burdeos con el profesor J. Esterle que
en aquella época, simultanea pero independientemente con H. G. Dales, habia resuelto el
problema de la existencia de homomorfismos discontinuos de un C'(K) en cualquier alge-
bra de Banach bajo la hipotesis del continuo, problema central de la teoria planteado por
I. Kaplansky (la llamada conjetura de Kaplansky que aparece en el discurso del profesor
Galé, ver |G1]). Es decir, Jos¢ Galé estaba en el lugar en que debia, en el momento opor-
tuno. Adquirié, en consecuencia, una formaciéon e informacién exhaustiva sobre el tema
de su especialidad, lo que le catapult6é a la primera linea en su campo, posicién que ha
mantenido a lo largo de todos estos anos, como demuestran las constantes invitaciones
que recibe para participar en seminarios y congresos relacionados con sus temas de in-
vestigacion. Ha dirigido hasta la fecha cuatro tesis doctorales y publicado més de sesenta
trabajos de investigacion sobre temas relacionados con las algebras de Banach, semigru-
pos de operadores, calculos espectrales, transformadas integrales, semigrupos integrados,
etc. También ha colaborado en trabajos de investigaciéon con numerosose investigadores
internacionales ajenos a su grupo habitual de trabajo. Solo por destacar algo y aunque no
soy tan experto en su tema de investigacion como ¢él, tengo que resaltar que es realmen-
te sorprendente el calculo funcional que introdujo con Tadeusz Pytlik en 1997 (v. [G2]),
que ha recibido numerosa atencion en la comunidad de expertos internacionales del tema,
como puede comprobarse en la bibliografia correspondiente. Galé recibié el premio de
investigacion de la seccion de exactas de esta Academia correspodiente al curso 2005-2006

y es miembro correspondiente del Instituto Argentino de Matematica, CONICET.

El profesor Galé esté casado con Soledad Argudo, matematica y companera de su curso.
Sole, que fue companera nuestra en el departamento de ecuaciones funcionales durante
algunos anos, es su apoyo constante y callado. Tienen un hijo, Miguel, que siguiendo el
gusto de sus padres por el estudio y la abstracciéon se ha especializado en filosofia pura y

ahora se dedica a la docencia.

Como acabo de decir, no soy tan experto en el tema de investigacion del profesor Galé,
aunque soy analista como él y tengo que decir que he disfrutado y aprendido muchas cosas
leyendo antes y ahora escuchando su discurso. Es dificil decir algo que complemente su
concienzuda exposicion, pero lo voy a intentar centrandome en una parte del mismo,
que es la teorfa de semigrupos de operadores y su influencia en los procesos estocasticos

markovianos.
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La teoria de semigrupos de operadores es una parte destacada del analisis funcional
cuya aparicion puede datarse en 1930 en un trabajo de M. H. Stone [St|, en el que estudiaba
el caso de un grupo de operadores unitarios en el espacio de Hilbert. Las obras de E. Hille,
S. Phillips, K. Yosida y otros investigadores en los afios 50 y 60 del pasado siglo cimentaron
las bases y las aplicaciones de esta teoria a muchas partes de la matemaéticas (véanse, por

ejemplo las monografias [HP,Y]).

En esta sucinta exposiciéon solo citaré algunos ejemplos que me son mas cercanos
y complementan modestamente la gran cantidad de informacion que ha comentado el
profesor Galé en su discurso. Me centraré en el semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck y en un

par de sus aplicaciones al analisis geométrico asintotico.

El origen del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck esta en la formulacion de los llamados

procesos estocésticos de Ornstein-Uhlenbeck (v. [A]).

El movimiento libre de una particula en un medio sujeta a las fuerzas aleatorias de
interaccion entre las moléculas viene descrito por el llamado movimiento browniano, cuya
formulacion se debe entre otros a Einstein, Bachelier, Smoluchowski y Wiener. Si ademés
se consideran las propiedades de viscosidad del medio interactuando también entre las
particulas, Ornstein y Uhlenbeck propusieron un modelo de difusion para resolverlo basado
en un proceso de Ito6 cuyas generalizaciones posteriores son los ahora llamados procesos

de Ornstein-Uhlenbeck en los cuales aparecen los semigrupos al formular la solucién.

La expresion es la siguiente
t
v(t) = e P0(0) —i—/ e Pt=s)qm,
0
que son las soluciones de la ecuacion diferencial estocastica (o proceso de 1t6)
dvy = dW; — Pudt, v = 1

donde 8 > 0 es una constante numérica y W; es un proceso de Wiener o movimiento

browniano.

Otra manera mas directa, de introducir actualmente estos semigrupos es a través de
los procesos de evolucion. Como es bien conocido y el profesor Galé menciona en su
discurso, la ecuacion clésica de la transmision del calor es el proceso de evolucion ligado a
semigrupos por excelencia. Si la funcion (¢, ) indica la cantidad de calor en el instante ¢

en el punto x del espacio, la variacion o derivada parcial de u respecto del tiempo es igual
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a la actuacion del operador laplaciano sobre u, es decir, se rige por la ecuaciéon de Cauchy

w(t, x) = Agu(t, x) t>0,zeR"

con la condicién inicial ug(z) en el instante ¢ = 0. La solucion de esta ecuacion aparece
de manera natural a través del llamado semigrupo del calor, que tiene por generador
infinitesimal el operador laplaciano y es la convolucion de la condicion inicial, ug(z), con

el nicleo de Gauss-Weierstrass

1
u(t, z) = Tyug(z) = e X % up(z) = / el P4ty () dy t>0.

(4mt)"/2 Jg

En el caso no homogéneo, es decir, cuando hay una fuente de calor externa f(t,z) y
la misma condicién inicial, la evoluciéon del calor se rige por un problema de Cauchy

modificado

w(t, ) = Agu(t,z) + f(t,x) t>0,zeR"

La solucién se obtiene anadiendo a la solucién anterior un término con la evolucién del

semigrupo sobre f:

u(t, x) = Tyue(z) + /t Ti—sf(s,z)ds.
0

Si sustituimos en el espacio ambiente la medida de Lebesgue en R™ por la probabilidad

con densidad gaussiana,

- lePr2
d’}/n(x) - (27_[_)”/26 de,

el papel del laplaciano es representado ahora por el operador de Laplace-Beltrami L = A—
(x,V) y el del semigrupo del calor lo juega el llamado semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck,

que tiene una expresion analitica determinada
Pif(z) = / f (et +VI=eTy)dnly)  t=0.
Este semigrupo tiene las siguientes propiedades:

» Es markoviano, P;(1) = 1y positivo: f > 0= P,(f) > 0.

» P, es autoadjunto en L?(dr,).
« [ Pr@dn@ = [ .
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= Y también es una contraccion, fuertemente continua en LP para t = 0:

1Pef o) < W llerny  Hm P = fllzen) =0
para todo 1 < p < oo.

M. Ledoux, siguiendo los trabajos de D. Bakry y M. Emery (|L, BE]), utiliz6 este
semigrupo en una situaciéon més general, es decir, tanto para los espacios gaussianos,
como para las probabilidades logaritmicamente concavas en el espacio de n dimensiones e

incluso en variedades riemannianas que tengan una cota inferior positiva para su curvatura

de Ricci.

Por ejemplo, si la probabilidad que consideramos en el espacio de n dimensiones tiene
una densidad cuyo logaritmo es una funcién concava, du(r) = e~V ®dz, siendo V una
funcion convexa tal que Hess (V') > cI,, (¢ > 0), consideremos el operador diferencial de
segundo orden L = A—(VV, V) (el operador de Laplace-Beltrami asociado). El semigrupo

de Ornstein-Uhlenbeck definido similarmente como
P f(x) = / f (e’tx +v1-— e*Qty> du(y) t>0

da la solucién de la ecuacion de evolucion
OP, f(x)

ot
Fo(f)(x) = f(z).

= LPf(x), 120

Pueden probarse estimaciones puntuales muy precisas:

» 2t|VP.f|* < P(f*) — (Ty(f))? para todo ¢t > 0y toda funcion f acotada y suave.

s Mas aun, si 2 < ¢ < ooy f es una funcién acotada y suave,
1
VPO zage < ﬁ“f’!m(m-

Estos resultados permitieron a M. Ledoux demostrar un fenémeno de concentracion
de la medida, que significa que los valores que toman las funciones con alguna regula-
ridad se concentran alrededor del valor esperado y decrecen de manera gaussiana. Esto
se representa de la siguiente forma: para cualquier funciéon 1-Lipschitz F', definida en el
espacio, la probabilidad de que el rango de valores que tome la funcion F'(z) estén fuera

de una esfera centrada en el origen de radio mayor o igual que “el valor esperado” de F
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r

2 . . 2 .
mas un incremento T, decrece exponenmalmente con e , €S de01r,

p{r e R" F(z) > E,F+r} < e/ Vr >0
para alguna constante ¢ > 0, donde

B,F = [ flz)u()

Este tipo de resultados, que fuera de bolas hay decrecimiento exponencial gaussiano,
estan intimamente conectados con la promediabilidad de los grupos, segtn la obra de V.
Pestov ([P]).

Avanzando en esta linea de investigacion, E. Milman, en un trabajo muy profundo en
2010 (ver [EM] y una version simplificada en [AB|) que completa los trabajos previos,
entre otros, de Bakry, Emery y Ledoux, prob6 un resultado que se considera ahora fun-
damental sobre el papel que tiene la “convexidad” en los fenémenos de concentracion.
Milman demostré que en esta situacion, es decir, tanto para probabilidades log-concavas
como variedades riemannianas con curvatura de Ricci positiva (intuitivamente, varieda-
des sin “cuellos de botella”) las mejores constantes Cp, Cy, C3, Cy de las correspondientes

desigualdades

la desigualdad isoperimétrica, tipo Cheeger;

el salto espectral en la desigualdad de Poincaré;

la desigualdad de concentracion exponencial;

la desigualdad de concentracion con respecto al valor esperado de la funcion,
son equivalentes, salvo constantes absolutas:
Cp ~ Cy ~ C5 ~ Cy.
En férmulas:
» La desigualdad isoperimétrica, tipo Cheeger (punto de visto geométrico):

#(9A) > Cy minfu(4), p(A)}

= El salto espectral en la desigualdad de Poincaré:

Cyv/Var [ < ||V f|2
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para funciones Lipschitz.

= La desigualdad de concentracion exponencial:
u(lf —Ef| > 1) < cexp(~Cst) ¥t >0

para funciones 1-Lipschitz.

= La desigualdad de concentracion con respecto al valor esperado de la funcion:

Cllf = Eflly < IVl
para funciones Lipschitz.

Este resultado es de capital importancia dentro del anélisis geométrico asintotico para
aproximarse al estudio de la conjetura de Kannan, Lovasz y Simonovits sobre el “spectral

gap”, que es uno de los problemas abiertos actualmente mas importantes en esta teoria
(ver [KLS |).

Otra aplicacion del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck esté relacionada con la teoria

de la informacion de Fisher y la monotonia de la entropia.

La entropia de Shannon de una variable aleatoria X con densidad f : R — [0, 00)

viene dada por la expresion

EntX:—/Rflogf

supuesto que esta integral tenga sentido. Es facil constatar que las variables gaussianas

estandar siempre tienen la mayor entropia, entre las variables normalizadas con varianza 1.

El teorema central del limite dice que si tenemos una sucesiéon X; de copias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas de una variable aleatoria normalizada X, entonces
el promedio normalizado de estas X; converge a la variable gaussiana estdndar en algtn

sentido:

1 & 300
Y,=—Y X; 3G
Vi 2

También es cierto que las entropias Ent Y,, convergen a la entropia de la gaussiana estan-

dar, suponiendo que la entropia es finita para algin n, (ver [B]).

En los anos 40 del siglo pasado Shannon conjetur6é que esta sucesion de las entropias

de las variables Y;, era mono6tona no decreciente y dio una justificacion del caso n =1

1
Ent X; <Ent | —=(X;+ X5) |,
e <\/§< 1 2)>
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es decir, Ent Y] < Ent Y5. Una demostracion totalmente rigurosa de esta desigualdad fue
dada por Stam (ver [S]). Por un método similar se deduce que el resultado era cierto
también para los nimeros n que son potencias de 2. Este problema que parecia elemental
en su planteamiento permanecié abierto casi 50 anos. Recientemente, en 2004, S. Artstein,

K. Ball, F. Barthe y A. Naor consiguieron dar una demostracion general de este hecho
Ent Y, <Ent Y, ;.

Para ello utilizaron que hay una notable conexiéon entre la teoria de la informacion de

Fisher y la entropia de Shannon a través del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck.

La informacion de Fisher de una variable aleatoria X con densidad f, definida por

V()P

1) = 1) = [ S

dx,

es la derivada de la entropia lo largo del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck de la siguiente
forma: si GG es una variable gaussiana estandar, independiente de X, la variable aleatoria
o mixtura X; = e 'X + /1 — e 2 (G, tiene una ley cuya densidad f;, es solucion de la

ecuacion de evolucién

%ft(x) = L(f;)(x) Vt>0,VzeR"

f():fa

donde el operador L tiene la forma L(f;)(x) = —A, f; + div,(zf:). Esto quiere decir que
las variables X; son las evolutas de la accion del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck sobre
la variable aleatoria X. Dado que la acciéon del adjunto del semigrupo conmuta con la
autoconvolucion, el crecimiento de la entropia se puede deducir del decrecimiento de la
informacion, J(Y,+1) < J(Y,,). Esto es lo que hicieron los autores antes mencionados no

sin gran esfuerzo.

Por ultimo debo resaltar que también con esta estrategia K. Ball y V. H. Nguyen
(IBN]) dieron en 2013 una demostracion de que la solucion de la conjetura KLS implicaba
la solucion de otra conjetura, la conjetura del hiperplano. En efecto, si la probabilidad
uniforme en un cuerpo convexo en el espacio de n dimensiones verifica la conjetura del
salto espectral de Kannan, Lovéasz y Simonovits (KLS) para una cierta constante, también
el cuerpo convexo verifica la conjetura del hiperplano con una constante relacionada con
la anterior, usando el semigrupo de Orstein-Uhlenbeck. La conjetura del hiperplano fue
planteada por J. Bourgain en 1986 y asegura que hay una ntimero positivo C' > 0 tal que

todo cuerpo convexo que tenga volumen 1 y en cualquier dimensién que consideremos
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tiene una seccién cuya area es mayor que ese niimero C'.

Otras muchas aplicaciones de la teoria de semigrupos podrian anadirse a esta exposi-

cion, pero no hay que cansar mas al auditorio en estos momentos.

Termino ya mi intervenciéon en la contestacion al discurso del profesor Galé. Como
resumen, hemos apreciado el nivel cientifico del nuevo académico, su compromiso con
la Ciencia, y por todo esto creo que tanto los miembros de la seccion de exactas como
el resto de académicos, podemos congratularnos por la incorporacion a la Academia de
un cientifico de gran prestigio. Si a esto unimos la calidad humana de nuestro nuevo

companero, la Academia de Ciencias de Zaragoza puede felicitarse.
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