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Excelentisimo Sr. Presidente,
Excelentisimos e Ilustrisimos serioree Académicos,

Sefioras y sefiores:

De la misma forma que ningfin mérito personal puede justificar mi interven-
cibn en este acto, estoy seguro de que ninguna frase feliz, que soy incapaz de
encontrar, puede expresar mis sentimientos. Y es gue nunca, como ahora, he sen-
tido el enorme peso de la gratitud que debo a tantas personas. A mis padres por
su sacrificio, a mi esposa por su paciencia y a un gran nfimero de profesores o
comparfieros, por sus ideas, sus desvelos, su amistad.

Entre estos gquiero dedicar un carifioso recuerdo al Dr. D. Ramén M. Aller
Ulloa, que me inicid en la ciencia astronémica y al ilustre Acad@mico D. José
Maria Ifiiguez Almech, del que he sido alumno y despu&s compafiero y colaborador.

Tanta deuda viene aumentada en este instante por el inmerecido honor que
me hace esta Corporacibén, a la que vo solamente puedo manifestar mi profundo
agradecimiento, como a todos los presentes, unido a un ferviente deseo de ser
Gitil, para poder corresponder algfin dia a su benevolencia con mi modesto tra-
bajo.

El tema que he elegido para ser desarrollado en esta sesifn lleva por ti-
tulo Problemas de cdlculo de Srbitas de estrellas dobles visuales y recuerda
de algfin modo mis primeros pasos en el campo de la investigacién astrondémica,
alld por el afio de 1945. Mi iniciacifn en este campo se la debo al Dr. Aller,
ya mencionado, gue fue Catedritico Extraordinario en la Facultad de Ciencias
de la Universidad de Santiago de Compostela y cuvos esfuerzos en pro de la
Astronomia siempre me han causado admiracién.

No se me oculta que la especializacién del tema escogido puede parecer
inadecuado en esta ocasibn. Por si asf{ fuese, pido perddn por anticipado a

mis oyentes.



1.- INTRODUCCION.

Entrando va en el tema que nos ocupa, definiremos un sistema binario COMO
un par de estrellas que describen 6rbitas alrededor de su centro de gravedad,
bajo la influencia de su mutua atraccién.

De estos pares, muchos pueden ser identificados por el telescopio como
compuestos por estrellas distintas vy reciben el nombre de estrellas dobles vi-
suales y también pares o binarias visuales, constituyendo lo que se denomina
un par ffsico. Frecuentemente, sin embargo, son observadas estrellas muy proé-
ximas, para las que no existe relacién apreciable de mutua atraccién y tenemos
lo que se llama un par 6ptico.

En otros casos, aunque el telescopio no es capaz de resolver el par en
estrellas distintas, se‘descubre su carfcter binarioc por observaciones espec-
trosc6picas, gracias a las variaciones de velocidades radiales medidas por
efecto Doppler. Entonces decimos que se trata de un par o binaria espectros-
edpica.

Finalmente, en algunos pares de inclinaciones préximas a 20% nc resolu-
bles con el telescopio, se observan variaciones periodicas de luz, debidas a
la proddécidn de eclipses. Tal circunstancia puede indicar la existencia de un
par o binaria eclipaante, también llamada fotométrica.

Es indudable que, en ocasiones, puede presentarse una concurrencia de es-
tos fenémenos, lo que permite en general deducir un mayor nfimero de consecuen-—
cias. Por ejemplo, ¢ Aurigae y VV Cephei pueden ser observadas en las tres mo-
dalidades.

Historicamente, la primera estrella doble descubierta fue ¢ Ursae Majoris
(Mizar) y su descubrimiento se debe a J.B. Riccioli (1650). Mas tarde esta

misma estrella fue la primera observada fotograficamente por G.P. Bond (1857)

v la primera catalogada como binaria espectroscépica por E.C. Pickering (1889)

PSr lo que respecta a las estrellas dobles eclipsantes, digamos que el
carfcter variable de la estrella Algol va fue reconocido por Montanaria en
1670 y presentada como eclipsante por Goodericke en 1783, aunque su cataloga-
cién como binaria fotomé&trica no fue establecida hasta que Pickering (1880} y
Vogel (1889) asi lo seralaron.

Una minuciosa resena hist6rica de las distintas etapas por las que ha pa-
sado la observacién de estrellas dobles figura en la conocida obra de R. G.
Aitken (1935) y no parece oportuno reproducirla aquf. Sin embargo, en. el cam-
po de las binarias visuales, es obligado citar a F.W. Herschel (1738-1822), a
quien puede seflalarse como el verdadero fundador de las observaciones de es-
trellas dobles visuales y como autor del primer cat&logo, presentado en la
Royal Society en 1782, que contiene 269 pares. Posteriormente (1821) fue com-
pletado con 145 nuevos pares.

Los trabajos de F.W. Herschel fueron seguidos por su hijo J. Herschel y
J. South, quienes publicaron un nuevo catilogo de 380 pares en 1823; pero el
verdadero continuador de Herschel es sin duda F.G.W. Struve (1793-1864), di-
rector de los observatorios rusos de Dorpat (1813) y Poulkowa (1839), que pu-
blicé su Catalogus 794 stellarum duplicium en 1822 y su monumental obra en

tres grandes volmenes: catalogus novus (1827), Mensurae Micerometricae (1832)



con 10.448 medidas y Positions Mediae (1852). Puede asegurarse que Struve sien-
ta las bases de la observaci®én moderna y sus medidas son comparables a las ac-
tuales.

Entre otros continuadores como Dawes, Smythe, Dembowski, O. Struve, etc.,
es necesario citar de modo especial a S.W. Burnham, al que se deben numerosas
observaciones y la publicacién de un Catdlogo General de estrellas dobles vi-
suales (1906), que contiene 13.665 pares.

Finalmente, el trabajo de observacién de Hussey y Aitken en el observato-
rio de Lick culmina con la publicacién del New Catalogue of Double Stars wi-
thin 120° of the North Pole (1932), aque incluye 17.180 pares.

Estos trabajos han sido completados para el hemisferio Sur por varios au-
tores, entre los que destacan J. Herschel, Russel, Hardgrave, Innes, van den
Bos, Finsen, etc. Una relacién de observadores mas modernos resultarfa abruma-
dora y no es posible reproducirla aquf. Basta indicar que el nGmero de obser-
vaciones de que se dispone supera el millén y que el nlmero de pares cataloga-
dos se aproxima a los 100.000, en tanto que las 6rbitas calculadas con elemen-
tos bien definidos no sobrepasan las 400.

Por otra parte, como ya queda indicado, en 1889 el Prof. Pickering anun-
cia el caracter de binaria espectroscépica para la estrella ¢ Ursae Majoris
y Vogel para la estrella 8 Persei (Algol), cuya condicién de binaria eclipsan-~
te ya hablfa sido sefialada por Goodericke.

Desde entonces el nfimero de binarias espectroscépicas catalogadas crece,
lentamente al principio y después con rapidez, gracias a la dedicaci6n de los
observatorios de Lick y Yerkes. En 1905 se public6, por el Observatorio de
Lick, el primer Catdlogo de Campbell con 140 pares, al que siguen el segundo
en 1910 con 306 y el tercero, recopilado por J.H. Moore en 1924 con 1054 pa-
res. El quinto Catdlogo (1949) contiene datos hasta 1948, con 480 sistemas de
elementos orbitales bien establecidos vy 44 de elementos dudosos. Dicho cat&-
logo es completado hasta 1966 por nueve publicaciones de R. Bouigue y A. Pe-
doussaut en Anales del Observatorio de Toulouse, con un total de 577 nuevos
sistemas.

Es de esperar, sin embargo, que el nfimero de binarias espectroscépicas
crezca rapidamente y se sospecha que solo el Catdlogo de Henry Draper debe
contener mas de 20.000 binarias espectrosc6picas.

De modo parecido, la catalogacién de binarias eclipsantes depende de la
identificacibn y estudio previo de estrellas variables. Kukarkin Yy Parenago
(1963), sobre un total de 15.507 estrellas variables, consideran 2.888 como
binarias eclipsantes.

Esta breve resefia histérica nos hace ver el importante papel que juegan
las estrellas dobles dentro de 1la poblacién estelar y nos explica a la vez
la paciente atenci6n que han dedicado al tema numerosos autores.

No obstante, la real y efectiva importancia del estudio de estrellas do-
bles reside en sus mGltiples aplicaciones.

Asi, de las 6rbitas de estrellas dobles conocidas y mas concretamente
de las visuales, se puede deducir que la ley de atraccién de Newton se extien-
de a estos sistemas, como fue demostrado por varios autores Yy mas recientemen-
te por Griffin (1909) y Belorizky (1948), lo que induce a creer que dicha ley



base de toda la Mecinica Celeste, es probablemente universal. Si unimos a este
hecho el cqonocimiento de la paralaje del par, se puede obtener la masa total
del sistema. Por ejemplo, tomando como unidad la masa del Sol se obtiene para
Sirio una masa total de 3.23, para 70 Ophiuchi 1.62, para o Centauri 1.99, etc.
Reciprocamente, suponiendo que la masa de un sistema es 2 (como promedio), los
elementos orbitales semieje mayor y periodc permiten deducir su paralaje dind-
mica, que es un concepto de gran valor estadfstico.

Fn ocasiones, la relacién de masas entre ambas estrellas del par puede
ser también determinada si se conoce el movimiento de uno o ambos componentes
alrededor de su invisible centro de gravedad.

Resumiendo esta cuestidn, seiialemos que, del conocimiento de las Srbitas
de algunos cientos de pares visuales, con paralajes bien determinadas, se ha
podido establecer la conocida relacién masa-luminosidad, cuyo interés en Astro-
ffsica es extraordinario.

La importancia cosmogdnica del estudio de binarias y mas especialmente de
las espectroscfpicas, es seflalada por todos los autores, de tal manera que no
se concibe el establecimiento de ninguna teoria cosmogbnica si antes no se han
explicado intrincados fenémenos ffsicos y dindmicos de estos pares: dicha im-
portancfé viene incrementada por el hecho de que muchos pares estdn evolucio-
nando actualmente ante nuestros ojos.

Sin duda la mavor cantidad de informacién sobre algunas caracterfisticas
de las estrellas proviene de los pares eclipsantes, pues no solo se deducen re-
sultados sobre sus masas, sino sobre la temperatura de su superficie, el tama-
fio de las estrellas, la forma mas o menos elips8idica de éstas, la distribu-
cién de la densidad en su interior, la composicién y extensifn de su atmésfera,
la existencia de procesos no estacionarios, tales como flujos de materia, etc.

Finalmente, hagamos notar el interés que tienen las clasificaciones esta-
disticas sobre periodos, inclinaciones de las 6rbitas, frecuencia de pares, se-
gGn sus coordenadas celestes y tantas otras conclusiones que pueden deducirse
del estudio de las estrellas dobles.

Pero recordemos que el objeto de nuestro trabajo es hablar sobre el cllcu-
1o de 6rbitas de estrellas dobles visuales, por lo cual, después de este pream-
bulo, que nos ha servido para situar el tema en su verdadera dimensién, cir -

cunscribiremos nuestra exposicién a los 1fmites que nos habiamos marcado.
2. EL PROBLEMA DE CALCULO DE ORBITAS DE ESTRELLAS DOBLES VISUALES.

El cilculo de érbitas de estrellas dobles visuales puede resumirse ¢ con-
cretarse en los siguientes apartados:

a) Obtencién de datos de observacién.

b) Cdlculo de elementos de la Srbita.

c) Correccibén de Orbitas.

La observacién de estrellas dobles consiste en determinar, para distintas
gpocas, la posicibn relativa de ambas estrellas, tomando una de &stas como ori-
gen de coordenadas. De esta forma, para cada &poca, habrd que dar las coordena-
Aas de la estrella secundaria o satélite con respecto a la principal u origen.

Suele tomarse como estrella principal 1a m4s brillante o la que haya ele-



gido el primer observador, cuando ambas estrellas son de la misma magnitud, lo
que puede originar algunos problemas en el c4lculo, aunque son facilmente sal-
vables.

Las posiciones de la estrella sat&lite se refieren a la principal por me-
dio de dos coordenadas, ya sean cartesianas ortogonales (x,y), o polares (p,6).

Lo mas frecuente es emplear coordenadas polares, tomando como eje polar
el horario que pasa por la estrella principal, pues debido a las pequefias di-
mensiones del campo del anteojo, no hay inconveniente en considerarlo como rec-
tilineo.

Las coordenadas que miden los observadores, son: La distancia angular o,
expresada en segundos de arco, con décimas y centésimas, y el dngulo de posi-
eién 8, en grados y décimas de grado. Los &ngulos de posicibn se cuentan desde
0° a 360°, a partir del horario en direccién Norte, en el sentido Norte-Este-
Sur-Oeste-Norte.

Los métodos de observacién pueden ser visuales o fotogréficos y los ins-
trumentos mas utilizados son
los nicrémetros e interfer§-
metros.

No es mi prop6sito en-
trar en una minuciosa des -
cripcifbn de los distintos
modelos empleados, que pue-
den consultarse en la biblio-

graffa, baste decir que el

micrfmetro mas utilizado des-
de los tiempos de Struve, es
el llamado mierémetro de po-
steidn. Consiste este instru-
mento, adaptable a un anteo-
jo con montura ecuatorial, en

un bastidor con una cruz de

hilos fijos y otro mévil, que
puede girar alrededor del eje
fig. 1 S6ptico del anteojo (fig.1l).

De esta forma, dado un par de estrellas E,, E;, se llevard la estrella
principal E, al centro de la cruz de hilos NS-EW y se girard el bastidor hasta
que dicha cruz ocupe las posiciones N'S'-E'W', de manera gque Ec.E; estén alinea-
das sobre N'S'. Desplazando el hilo m6vil AB hasta ﬁl, tendremos la distancia
e y el dngulo de posicién 6, por medio del tornillo micrométrico que mueve es-
te hilo y del circulo graduado unido al bastidor.

Ordinariamente, cada observacién se deduce de cuatro medidas de distancia
y dos de dngulo de posicifin, seg@in que el bastidor se oriente en los &ngulos
8 y 0+180¢% y que para cada una de estas orientaciones se coloquen las estrellas
E., E;, en el centro de la cruz, llevando el hilo mévil a coincidir con las es-
trellas E; o E,, respectivamente.

Sin entrar en mas detalles técnicos, que alargarfan innecesariamente esta

exposicidn, puede asegurarse que los errores de estas observaciones son mucho



mas acusados en distancias que en &ngulos de posicién, lo que debe tenerse pre-
sente a la hora de calcular 6rbitas.

Sefialemos, adem&s, que todas las observaciones obtenidas para un mismo par
en cada época t, deben ser corregidas por precesifn y movimientos propios, re-
duci&ndolas a una misma época t,.

Las f6rmulas a'emplear son las siguientes:

1. Correcciones para Sngulos de posicifn.

A® -0°, 00557 (t-t,)8ena secs

A

-0°.00417(t-t°)uasen6

donde la diferencia t-t, es contada en afios, {(a,8) son las coordenadas ecuato-

riales de la estrella principal y v, el movimiento propio en ascensi6n recta.
2. Cortreccifn para distancias.
Ap = #0".00000102(t=t,)Vup

donde 7 es la paralaje del sistema en segundos de arco y V su velocidad radial.
En resumen, el cilculo de 6rbitas de estrellas dobles visuales estd basa-

do en un conjunto de observaciones (pi'ei'ti)’ obtenido para cada par; conjun-

to que suele ir acompafiado, en cada é&poca ti’ del nombre del astrfnomo que ha

efectuado la observacifbn.
3. ORBITAS APARENTE Y RELATIVA.

La 6rbita kepleriana descrita por la estrella satélite con respecto a la
principal, se denomina
Srbita relativa Yy Su pro-
yeccibn sobre el plano
tangente a la esfera ce-
leste es la Srbita apa-
rente.‘Es decir que, si
los datos de observacidn
careciesen de errores,
podriamos dibujar de mo-
do inmediato la Orbita

aparente.

Considerando un sis-
tema cartesiano ortogonal
Oxyz, con origen en la
estrella principal y el
eje 0z coincidente con la

direccién observador-es-

orb. aparente N trella, el plano Oxy seré
el de la 6rbita aparente.
En estas condiciones

fig. 2 el diedro que forma el



plano de la 6rbita relativa con el plano Oxy es la ineclinacidén I de la 6rbita,
que suele contarse de 0° a 90° en binarias con movimiento directo y de 0° a
180° en las de movimiento retr6grado.

La recta ON (fig. 2) de interseccién entre ambos planos define el &dngulo
del nodo @ = XON, ascendente o descendente, tomado de 0° a 180°.

Por otra parte, si OA define la direccibn del semieje mayor a, en el sen~
tido del vértice mas préximo al foco o estrella principal, el &ngulo & = NOA
se denomina argumento del periastro y se cwenta de 0° a 360°. Falta, pues, dar
la excentricidad e, de la 6rbita relativa, para tener los cinco elementos or-
bitales est&ticos.

A estos elementos han de afhadirse el pertodo orbital P, o el equivalente
movimiento medio n = 2v/P, y la época T de paso de E; por el vértice o perias-
tro, para completar los siete elementos fundamentales que definen la Srbita
relativa.

Evidentemente, se cumple la ley de las areas en la 6rbita relativa Yy en
la aparente, existiendo entre las constantes ¢ y C', respectivamente, la rela-
cibn C' = CcosI. De modo semejante se comprueba que el centro de la Srbita
aparente es la proyeccidn del centro de la 6rbita relativa, aunque en aquella
la estrella principal no suele ocupar el foco de la cénica correspondiente.

En la prictica podemos, efectivamente, dibujar la cSnica que mejor pasa
por las observaciones, sin poder asegurar que sea la que mejor cumple la ley
‘de las areas. En todo caso, si suponemos dibujada la Grbita'aparente y tomamos
la estrella principal como polo de un haz de rectas, la involucién que subor-
dina la c6nica tiene como rayos rectangulares las direcciones del nodo Yy su
perpendicular.

En lugar de dibujar la 6rbita aparente pueden situarse las observaciones
en sendos sistemas cartesianos de ejes (t,p) y (£,6), lo que permite dibujar
ambas curvas y comprobar las variaciones que sufre la constante de las areas
en todo su recorrido o elegir algunos puntos, llamados lugares normales, don=-
de la densidad de observaciones parece asegurar una mayor precisién.

En este sentido tiene utilidad hacer uso de la ecuacibn de las areas
p2de/dt = C', para mejorar las distancias observadas, o emplear el orbifgrafo
ideado por A. Docobo (1946) y perfeccionado por E. Vidal (1957), con el cual
se facilita la determinaci6n de la constante C'.

4.- METODOS DE CALCULO DE ORBITAS.

El problema de calcular la 6rbita de una estrella doble a partir de las
medidas micrométricas de &ngulos de posicién y distancias, fue resuelto en
1827 por Savary, quien public6é en 1830 un método de cdlculo al que siguieron
otros de Encke (1832) y J. Herschel (1833). Desde entonces se han dado a co-
nocer otros muchos métodos con criterios muy dispares, lo que hace diffcil su
clasificacién.

A nuestro entender dos cuestiones resultan fundamentales:

1. Determinar una 6rbita con el nfimero necesario y suficiente de datos
exactos o lugares normales.

2. Dar criterios que permitan corregir los elementos orbitales obtenidos



con el fin de mejorar las diferencias observaci6n-cilculo.

Refiriéndonos al primer problema, es indudable que los elementos est&ti-
cos o geométricos de la 6rbita se determinan conociendo cinco puntos de la ¢6-
nica aparents, lo gque - equivale a dar diez coordenadas. Procediendo de este mo-
do hacemos uso de un n@merc superabundante de datos, puesto que los elementos
orbitales a determinar son siete, como vimos anteriormente.

En todo caso, dados cin-
co puntos de la 6rbita apa-
rente, &sta queda perfecta-
mente determinada, ya sea
analftica o graficamente, y
su paso a la Srbita relativa
es un problema de solucibn
Gnica, resuelto completamen-
te por varios autores, como
Kowalsky (1873), Zwiers
(1896), E. Martin (1932},
etc.

Dibujada la 6rbita apa-
rente (fig. 3), gque supone-
mos es una elipse de centro
C, y siendo E la estrella
principal, se obtiene la ex-

centricidad e por el cocien-
te e = CE/CA , puesto que
AB es la proyeccién del eje

. fig. 3

mayor de la Srbita relativa.

Por otra parte, las perpendiculares a dicho eje en la relativa se proyec-
tan en rectas paralelas a la direccién CD, conjugada de AB en la aparentel De
esta forma, el trazado de una elipse auxiliar de semiejes a, b, proyeccién del
circulo director de la relativa es inmediato, pues sus puntos D' verifican la
relacién CD'= CD/V1-e?.

El semieje mayor de esta elipse auxiliar coincide con el de la relativa
y nos indica la direccifn del nodo, obteniéndose la inclinacibn y el argumento
del periastro por las igualdades

cosl = b/a tagw = tagw'/cosl

Tal es, en sintesis, el método de Zwiers,’del-que se han dado numerosas
variantes (Russell, 1898; Zelmanov, 1939; Vvidal, 1946, etc.).

Fl método de Kowalsky, esencialmente analftico, consiste en determinar
los elementos orbitales a partir de la cbnica aparente, escrita en la forma

"Axz?2 + By? + 2Hxy + 26x + 2Fy + 1 =0 (3.1)

Existen varias demostraciones, con distinto fundamento, que permiten lle-
gar al formulario de Kowalsky (W.M. Smart, 1930; R. Cid, 1950; E. vidal, 1953,

etc.). Por lo que se refiere a la nuestra, reproducida por J. Pensado en el



Anuario del Observatorio de Madrid para 1955, se parte en ella de la ecuacibn
de la clnica relativa b2 (x+c)2 + a?y? = a?p? | referida al foco y se efectfia
un primer giro de argumento -~y , para hacer coincidir el eje » con la direc -
cién del nodo, seguido de una proyeccién en la que las ordenadas son multipli-~
cadas por coslI . Finalmente, un nuevo giro de argumento -2 , nos lleva a la
cénica aparente en su forma inicial (3.1).

La identificacién de coe-

N N ficientes en ambas formas de

expresar la Srbita aparente,
conduce a las f6rmulas de Ko-
walsky, si bien algunos elemen-
tos son obtenidos por expresio-
nes distintas y mas directas

que las dadas por dicho autor.
En el método de E. Martin
(fig. 4), se comienza determi-
nando la linea de los nodos, y
por tanto Q, ya sea como unc
de los rayos rectangulares del
haz en involucién que subordina
la S6rbita aparente y tiene por
polo la estrella principal E ,
© bien como bisectriz de los dngulos suplementarios que forman las rectas tra-
zadas desde_E a los focos F , F', de la elipse aparente (Mlodzielovsky, 1890).
La 'linea de los nodos o cuerda XTKg Y su perpendicular A,A,, determinan
cuatro segmentos EA,, EA,, EA;, EA,, tales que

Py = ERy = r| = p/(1 + ccosw)
pp = EA; = pyeosl = peosI/(1 + esenw)
p3 = ﬁ:.; = r‘3 =p/{I - ecosw)
ey = ERy = rycosl = peosI/(1 - esenw)

de donde se deducen las igualdades

p = 20301/(p3 + py) peosI = 20405/ (py + p3)

ecosw = (p3 - 01)/(p3 + py) esenw = (py - py)/(py + py)

que determinan los elementos orbitales a, e, I, w; sin dificultad.

Una vez determinados los elementos estéticos de la 6rbita, se puede pro-
ceder a calcular los elementos dindmicos P, T, por métodos mas O menos apro-
ximados. Por ejemplo, si podemos precisar el intervalo de tiempo ti invertido
por la estrella satélite en barrer un cierto sector de area S, en la 6rbita
aparente, y es S el area total de ésta, tendremos » = tiS/Siw. las tablas
construidas por E. Vidal (1853), para el cdlculo de areas de sectores circu-
lares excéntricos, tienen utilidad en este sentido. Analogamente, si se cono-
ce la época en que la estrella satélite pasa por alguna de las posiciones A

6 B (periastro o apoastro), se determina 7.



Fn general, el cdlculo de estos elementoé implica procesos de aproximacio-
nes sucesivas o minimos cuadrados, sobre los que insistiremos mas adelante al
hablar de la correccién de 6rbitas.

Pasemos ahora a resefar otros métodos de cédlculo, con fundamento anilogo
al ideado por Laplace para cuerpos del sistema solar {(planetas, satélites, co-
metas, etc.).

Es bien sabido que, en el llamado problema de dos cuerpos, de masas m, .,
m , se pueden calcular los elementos orbitales (a,e,I,%,0,T) cuando sé dispone
de las coordenadas (x,y,z) de un punto y las componentes (i,é,é) de la veloci-
dad en dicho punto, para un cierto tiempo t.

En este caso, el periodc resulta como consecuencia de la tercera ley de
Kepler G{mg,+m) = 47243/P2 , lo que supone un conocimiento previo de la cons-
tante ¢ de gravitaci6bn universal.

Basados en el esquema anterior, se han disefiado algunos métodos de cdlcu-
1o de 6rbitas de estrellas dobles visuales, que tienden a determinar las coor-
denadas y sus derivadas por medio de desarrollos en serie.

Citemos, por ejemplo, los de villarceau (1852), Schwarzschild (1890),
Fletcher (1931) y Silva (1936), que parten de desarrollos en serie algebraicos
de las co;rdenadas cartesianas, como funciones del tiempo; el de Picart (1934)
en el que se llega hasta la determinaci6én de las derivadas de cuarto orden, el
de Zagar (1938) que deduce la 6rbita aparente cuando son conocidos los valores
de x, Y. i, Q, en algunos puntos de la 6rbita, etc. Por lo regular, la mayoria
de estos métodos implican una gran labor de c&lculo, aparte de tener que in -
troducir la constante de gravitacién, cargada de inseguridad.

El método de Rabe (1938), modificado por dicho autor en 1939, tiene ani-
logo fundamento al de los anteriores, si bien utiliza desarrollos en serie al-
gebraicos de las coordenadas (p,8). Los cdlculos en este método resultan muy

penosos, aungue hayan sido facilitados por la construccién de tablas apropia-

das.
El empleo de desarrollos en serie de Fourier, de los tipos
02 = g, + Zaucosue + Zbusenue
£ = A8 + Z(Au/u)(l - cosug) + Z(Bu/u)senue
donde a.,= 24,C" , @, = A CT, B = 28 C' , es el fundamento del método emplea-

do por R. Cid (1950) vy perfeccionado por el mismo en 1952. No se trata en este
caso de aplicar el método de Laplace, sino de determinar 1os coeficientes de

los desarrollos anteriores, con avuda de las observaciones disponibles, para po-
der calcular posteriormente los elementos orbitales. Las operaciones a realizar
resultan también bastante laboriosas, pero presentan indudable ventaja en su
correccién, puesto gque una &rbita previa facilita extraordinariamente el cdlcu-
lo de coeficientes.

En cierto modo, los métodos que tratan de obtener la hod6grafa del movi -
miento, ya sea analitica o graficamente, pueden ser incluidos entre los ante -
riores, toda vez que determinan 1a velocidad a lo largo de la trayectoria. No-
temos, sin embargo, que aun cuando la hodégrafa de la O6rbita relativa es una

circunferencia y la de la aparente una elipse, su trazado a partir de las obser-
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vaciones no ofrece seguridad, por lo cual los mé&todos de E. de Caroc (1937) Yy
de E. Vidal (1947) tienen poca aplicacién.
Para terminar este epfigrafe hagamos referencia al mé&todo de Schaub (1942),

que utiliza las ecuaciones del movimiento en la conocida forma

x pcos (6-2) = rcos(w+f)

L
(1]

Y psen(8-0) rsen(w+flcosI

donde se comprueba que las coordenadas cartesianas verifican las propiedades
de una oscilacién pseudoarménica.

Suponiendo, pues, representados los valores de z, y, en funcibn del tiem-
po, la aplicacién del m8todo consiste en buscar dos curvas que tengan la forma
anterior, que satisfagan la ley de las areas xé—yi = cte , Yy que correspondan
a2 las de una elipse. Del trazado de dichas curvas se deducen después los ele-
mentos de la 6rbita con relativa facilidad.

El método, aunque ciertamente original, carece a nuestro entender de uti-
lidad -préctica en el cflculo de 8rbitas.

5.- RESOLUCION DEL PROBLEMA FUNDAMENTAL.

En todos los métodos que acabamos de resefar y algunos otros gque hemos
omitido, se hace uso, en general, de todas las observaciones disponibles, ya
Sea para conseguir un trazado de la 6rbita aparente o para deducir coeficien-
tes o condiciones que permitan calcular los elementos de la 6rbita. En esta
forma de proceder se adivina que el -calculador ha de hacer ajustes, aproxima-
ciones o pruebas en sus cilculos, hasta llegar a una 6rbita que, en principio
le satisfaga, aunque realmente sin atacar el problema fundamental.

Como ya indicaba E. Vidal (1953) en el Pr6logo de su obra: El problema
matemdtico de determinar la drbita eliptica de una estrella doble a partir
del mumero preciso de observaciones estd sin resolver...

Recordemos a este respecto que T.N. Thiele (1883) publicé un m&todo en el
que son calculados los elementos de la Srbita a partir de tres posiciones ob-
servadas y de la constante de las areas.

En rigor, el método de Thiele ‘utiliza el nGmero preciso de datos que se
requieren para el cilculo, aunque &stos no sean todos observados, pues entre
ellos se incluye la constante de las areas, cuya determinacién ha de hacerse
con ayuda de todas las observaciones disponibles.

En dicho mé&todo, los elementos (a,I,Q,mX eran sustituidos por las coorde-
nadas polares (m,u) , (n,v) de dos puntos M’, N', referidos al centro de la
6rbita aparente y tales que los correspondientes M, N, en la 6rbita relativa
tenian anomalfas excéntricas de 0° y 90°, respectivamente.

R.T.A. Innes y W.H. van den Bos (1926) modificaron el m&todo anterior,
introduciendo cuatro constantes

A = alcosw cosQ - senw senQ cosI)

B

alcosw senQ + senw cosQ cosI)

F = a{~senw cosQ - cosw senf cosI)
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¢ = a(-senw sen@ + cosw ccsQ cosI)

relacionadas con las anteriores por las igualdades

A meosu B = nsenu p

F = neosv/V1-e? G nsenv/Vi-g?

El mé&todo, que recibe el nombre de Thiele-Innes, ha sido ampliamente di-
fundido y utilizado, aunque como ya indica Aitken las tres posiciones obsgerva=-
das deben ser, naturalmente, lugares normales cuidadosamente seleceionados...
y el ézito de la computacidn depende de la habilidad econ que es efectuada es-
ta seleccién y de la seguridad con que la constante de las areas es determi-
nada.

En el caso parab8lico, donde la excentricidad es conocida, solamente se-
rin necesarias tres posiciones observadas. Este caso ha sido resuelto por E.
vidal (1947), haciendo uso de consideraciones geométricas. En nuestro trabajo
(R. Cid, 1956) es resuelto el mismo problema en forma analitica.

El problema eliptico, al que alude E. Vidal en el pr6logo citado, fue re-
suelto ppr nosotros (R. Cid, 1958) en un trabajo publicado en The Astronomi-
cal Journal y posteriormente mejorado en otro articulo publicado en la Revis-
de esta Academia (R. Cid, 1962). Allf puede verse que, de forma exclusivamen-
te analftica, es posible calcular la 6rbita de una estrella doble con tres ob-
servaciones completas del tipo (p,9,t) y una ingompleta del tipo (9,t), es de-
cir con cuatro 4ngulos de posicifn y tres distancias. !

M. Liso (1961), en su tesis leida en 1962, resuelve el mismo problema
eliptico con ayuda de seis 4ngulos de posicién y una distancia, o cinco &ngu-
los de posicién y dos distancias, completando asi los casos en los que inter-—
vienen un mayor n€imero de &ngulos de posicifn. )

La extensién al caso hiperb6lico, Gnico que quedaba sin resolver, fue
efectu;da en un trabajo presentado a la IV Reunifn de Matemiticos Espafioles,
celebrada en Salamanca y publicado en la Revista de esta Academia (R. cid,
1963). BEn dicho artfculo se determina una 6rbita hiperb6lica con ayuda de
cuatro angu1os de posicién y tres distancias, al igual que en el caso e;ip—
tico. v

La revisién de m&todos de cdlculo de 8rbitas de binarias visuales, que
acabamos de exponer, pudiera hacernos creer que se trata de un problema ago-
tado. Sin embargo, esto no es asi, pues existe aun un importante problema
abierto a la investigacifn que se refiere al estudio de singularidades y al
ntmerc de soluciones cue pueden presentarse en la determinacién de 6rbitas
por la eleccibn de lugares normales. Por ejemplo, en el método de Thiele-In-
nes, que parecfa completamente establecido, S. Arend y R.R. de Freitas (1967)
han revelado aspectos nuevos en cuanto a las condiciones de existencia para
una solucién. Analogamente, R. Cid (1962) obtiene dos 6rbitas igualmente posi-
bles para la estrella ADS 13169, con excentricidades muy distintas, en tanto
que S. Arend (1966), J. Docobo, F. Petriz y C. Budrfa han estudiado casos sin-
gulares (circular, rectilineo, etc.}) de determinacién de Orbitas.

Digamos finalmente gue, si la diferencia entre los &ngulos de posicién

de la Gltima y la primera observacifn es superior a 180°, es posible aplicar
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un método abreviado (R. Cid, 1968), gque denominamos de puntos opuestos, con
ayuda del cual se determinan los elementos orbitales a partir de cuatro &ngu-
los de posicibn (8,,8,,8,,6,), tales que [8,-8,| = [e,-8,| = 180° , y tres
distancias: {p,,p;,p,). En estas condiciones el método de cdlculo anteriormen-
te citado se simplifica notablemente.

Existe también un método, debida a A. Danjon (1938) que recibe el mismo
nombre,’aunque no tiene ninguna semejanza con el anterior, pues est& basado
en el trazado de la curva 6 = 8(t) y unas curvas llamadas caracferisticas,
asi como en la necesidad de que la estrella satélite haya efectuado una revo-
lucibn completa para poder determinar previamente el periodo.

6.- CORRECCION DE ORBITAS.

Cualquiera que sea el mé&todo empleado en el cflculo de los elementos or-.
bitales de la Srbita de una estrella doble, no puede olvidarse que, en gene-
ral, se dispone de un cierto nfimero de observaciones y &stas deben resultar
coherentes con los elementos orbitales adoptados como mas probables. Por esta
razén se suelen corregir aguellos elementos hasta conseguir que las diferen-
cias entre los datos observados y los datos obtenidos como consecuencia de un -
cdlculo de efemérides, sean minimizadas, )

En consecuencia, es muy frecuente utilizar el método de minimos cuadra-
dos con objeto de consequir que la suma de los cuadrados de las diferencias
observacifn-cdlculo sea un minimo. Notemos, sin embargo, que debe tenerse pre-
cauci6n con el uso de esta condicifn, pues en ocasiones es poco representati-
va. En rigor, no solo ha de minimizarse la suma de cuadrados de las diferen-
cias observacifn-cdlculo, sino que estas diferencias han de estar bien distri-
buidas, combindndose alternativamente los signos positivos y negativos.

La aplicacibn de este método de correccién diferencial de 6rbitas puede
resumirse asi: :

Designemos por q, (v =1,2,...,7) un conjunto de elementos orbitales in-
dependientes y representemos por a, (¢ =1,2,...,n) los n datos de observa-
cifén que poseemos para el cilculo de una 6rbita (por ejemplo, » distancias,

n 8ngulos de posicibn, etc.). Entonces se tendrin » relaciones conocidas
a = f(qv,tK) de manera que si damos unos valores previos o aproximados q:
a los elementos orbitales y efectuamos con éstos los correspondientes cflcu-
los de efemérides, se obtendrdn unos valores calculados, a: = f(qC/tK) .

Por desarrollo en serie de Taylor de la funcién f(qv,t) en el entorno

de un punto (qs,tK), después de despreciar té&rminos de segundo orden, resulta

g(af/aqVMqv = fla,,t) = fla3,t) =a_ - a2

donde las derivadas parciales (sf/aqv) han de ser calculadas para ¢t = t. Y
q, = q: *

El primer miembro de esta ecuacin es una funcién lineal de los incremen-
tos Aqv , en tanto que los segundos miembros representan las diferencias ob-
servacién-cédlculo. El sistema de n ecuaciocnes lineales con siete incognitas,

deberd ser tratado por mfnimos cuadrados para obtener los incrementos, con lo
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cual los elementos orbitales son corregidos por las expresiones q, = q: + Aqv.

Los elementos asf obtenidos se pueden utilizar como datos iniciales para
una nueva correccién( continuando este proceso devforma iterativa hasta conse-
guir que los incrementos sean inferiores a una cantidad suficientemente peque-
fla dada a priori. Estos métodos estén especialmente adaptados para el célculo
con ordenadores, y en la programacidn que nosotros hemos efectuado, calculando
la 6rbita previa por medio de cuatro &ngulos de posicibn y tres distancias, el
c&lculo de una 6rbita y su correccién invierte aproximadamente 10 minutos de
miquina en un ordenador IBM 1620.

Concretamente, en la correccibén de 6rbitas, las ecuaciones de condicibn
para &ngulos de posicibn y distancias adoptan la forma

AAQ + BAw + CAT + Db¢ + FAM + Ghn = 48

]

hAa + bbAw + c¢AI + dA¢ + fAM + ghn Ap

donde M = n(t-T) es la anomalfa media y e = send

Las expresiones de los coeficientes 4, B, C, D, F, G, h, b, e, d, f, g,
han sido dadas por Comstock vy figuran en la obra de Aitken.

Existe una variante de este formulario, obtenida por W.P. Hirst (1944),
para &dngulos de posicién solamente, que simplifica algo los célculos.

De modo semejante puede hacerse la correccién en coordenadas cartesianas,
en cuyo caso es preferible utilizar, en lugar de los elementos a, 2, w, I, las
constantes de Innes. Las correspondientes ecuaciones son del tipo

XAA + YAF + P _Ae + Q ndT + R_An = Ax
x x x

XAB + YAG + P_bhe + § naT + R An Ay
Y Y Y

y las expresiones de los coeficientes X, 7, Px, Py’ Qx’ Qy, Rx’ Ry, que también
son ingluidos en la obra de Aitken, fueron calculados por W.H. van den Bos
(1933 y 1937).

Aparte nuestro método de correccifén (R, Cid, 1952), que utiliza desarro-
llos en serie de Fourier y va fue citado anteriormente, existen otros como el
de Klinkerfues (1855, 1858, 1912) que consiste en comparar las tres razones
dobles independientes &, 8, v, de seis dngulos de posicifn observados, con
otras tres oo, 8., Yor Obtenidas por cilculo para sus correspondientes anoma-
1fas, cuando se han tomado tres elementos orbitales provisionales P,, My, e,-
Dando entonces por separado pequefias variaciones AP,, AM,, Ae,, a dichos ele-
mentos, se calculan las nuevas razones dobles o', B', y’, Yy se supone que en

el entorno de P,, M,, e,, se tiene

1 13 ’
30, _ O —Qo g _ @ =Og 3o, o =0,

3P, AP, Mo AM o 3o Aeo

con f6rmulas andlogas para B Y Y.
Finalmente, se obtienen los incrementos del periocdo, de la anomalia media
y de la excentricidad por medio del siguiente sistema de ecuaciones lineales

en las razones dobles mencionadas
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@ + (3ao/3P,)AP, + (3a,/3M,)AM, + (3a,/3e,)Ae,

15
]

B, + (3Bo/3P,) AP, + (3Bo/0M)AM, + (38,/3e,)4e,

™
(1]

Y = Yo + (3Yo/3Po) AP, + (3Yo/3M)AM, + (3Y./3e,)8e,

v se corrigen los elementos provisionales por las igualdades P = P, + AP, ,
M=M, + AM, , e = e, + he, .

Una variante para simplificar el c8lculo de las razones dobles por paso
a un cfrculo afin fue desarrollada por E. Vidal (1951) y otra para el caso pa-

rab6lico por R. Cid (1960).
7.- SISTEMAS ESTELARES MULTIPLES.

El estudio de sistemas estelares mltiples, esto es de sistemas compues-
tos por tres, cuatro o mas estrellas, no ha sido hasta ahora desarrollado con
la misma intensidad que el problema de las binarias.

Las razones son bien claras. De una parte, todos sabemos que el llamado
problema de n cuerpos no ha sido resuelto totalmente para n»2, aun cuando se
conozcan con suficiente precisifn los movimientos de los planetas, satélites
y cometas del sistema solar, gracias al desarrollo de elaboradas teorias de
la Mecdnica Celeste (Teoria Lunar, Problema restringido de tres cuerpos, et.)

Por otra parte, dichas teorias no son en general aplicables a sistemas
estelares por tratarse, en este caso, de cuerpos de masas comparables, en des-
acuerdo con lo que ocurre en el sistema solar, donde la masa del Sol es al me-
nos 1.000 veces superior a la del mayor planeta.

Esto explica que la bibliograffa dedicada al tema sea escasa y que el
primer trabajo de P. Slavenas sobre el problema estelar de tres cuerpos, date
de 1927.

E.W. Brown (1936-37) estudia el movimiento del sistema compuesto por dos
estrellas préximas y otra lejana, calculando en la &rbita interior las pertur-
baciones causadas por la estrella lejana. Su mé&todo es andlogo al empleado en
la Teoria de la Luna, como también ocurre en los trabajos de Z. Kopal (1959,
1967).

R.S. Harrington (1967) es el primer autor que trata el problema en forma
hamiltoniana, utilizando desarrollos en serie de un pequefio par&metro, igual
al cociente de los semiejes de las Orbitas interior y exterior, y aplicando
el conocido método de H. von Zeipel.

Aparte los trabajos de Gorso-Ishida (1949) y de S. Soderhjelm, debemos
seflalar la tesis presentada por J. Docobo (1977) en nuestra Facultad de Cien-
cias, donde integra el problema en forma hamiltoniana, similar a la de Harring-
ton, si bien el método utilizado es el de A. Deprit. Su estudio, muy completo,
es aplicado al sistema ADS 1631.

Es de esperar que estos estudios, y otros que les sigan, profundicen mas
en el cédlculo de 6rbitas de sistemas mdltiples, puesto que segfin las estima-
ciones de diversos autores (R.M. Petrie y A.H. Batton, 1965; A.H. Batton,
1967; C.E. Worley, 1967; W.D. Heintz, 1969, y otros) se puede sospechar la
existencia de un 25 a 30% de sistemas mfltiples entre las binarias catalogadas.
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