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Excmo. Sr. Presidente,
Excmos. e [lmos. Sres. Académicos,

Setioras y Senores:

Es para mi un honor haber sido elegido para formar parte de la Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas, Quimicas y Naturales de Zaragoza. También lo es poder leer mi discurso
de entrada a la misma en este ano 2000, ano que bajo los auspicios de la UNESCO ha sido
designado por la IMU (Unién Internacional de los Matematicos) como el ano mundial de
las Matematicas.

Quiero expresar mi agradecimiento, en primer lugar, a los miembros de esta Academia
por haberme honrado con esta designacién. Supongo que en la eleccién ha pesado més su
benevolencia que mis reales méritos.

También es el momento de mencionar a mi familia: mi esposa Marisa y mis hijas
Amaia y Maite, que son las personas que, por estar mas cerca de mi durante estos anos,
han contribuido con su paciencia, comprensién y ayuda a que haya podido desarrollar mi
trabajo en condiciones inmejorables. A mis padres y hermanos cuyo ejemplo siempre ha
constituido un estimulo para mi. A mis profesores de la Licenciatura, algunos de los cuales
estdn aqui presentes y que tan buena formaciéon nos proporcionaron en una época tan
diferente de la actual. A mi director de tesis, Bienvenido Cuartero, cuyo asesoramiento,
ain hoy en dia, sigue resultandome imprescindible. Asimismo a mis companeros y amigos
del area de Anélisis Matematico de la Facultad de Ciencias de Zaragoza; la atmoésfera de
trabajo, colaboracién y entusiasmo cientifico que se respira en el pasillo me ha permitido
realizar mis actividades docentes e investigadoras en un ambiente realmente deseable y
fructifero. Y también a mis alumnos, de los cuales he aprendido méas de lo que ellos
pueden imaginarse.

Como es habitual en estos actos debo recordar en este discurso de entrada a mi prede-
cesor en la medalla nimero 17 de esta Academia, a la cual opto. Esta norma lejos de ser
una obligacién protocolaria se convierte en este caso en un agradable tarea. Es siempre

un placer recordar a las personas que por algin mérito particular han sido participes de



esta distincion, pero mas en este caso, dado que D. Juan Bautista Bastero Beguiristain
fue tio mio.

Nacido en Zaragoza el 24 de Junio de 1897, fue hijo de Don Juan Bastero Lerga,
catedratico de Medicina Legal y Toxicologia de la Universidad de Zaragoza, miembro, a
su vez, de la Real Academia de Medicina y miembro fundador de la Academia de Ciencias
Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales.

D. Juan Bautista Bastero fue profesor mercantil y licenciado en Ciencias Quimicas. Se
doctor6 en 1921 con una tesis cuyo titulo fue “Investigaciones sobre el paladio coloidal”.
Obtuvo la catedra de Fisica y Quimica en la Facultad de Veterinaria de la Universidad de
Zaragoza el 9 de Junio de 1943. Nombrado académico electo de la Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas, Quimicas y Naturales de Zaragoza el 22 de Diciembre de 1931, pasé a ser
académico numerario el 28 de Junio de 1945. Fue vicedecano de la Facultad de Veterinaria
de 1944 hasta 1950 y con posterioridad decano, desde 1950 hasta 1964. Asimismo, fundé
el Instituto Cultural Hispanico de Aragén, siendo su primer presidente.

Integrado en principio en el equipo de trabajo del profesor D. Antonio Rocasolano
participé en intercambios cientificos con las universidades de Toulouse, Montpellier y
Barcelona en 1920.

Previo informe favorable de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y
Naturales de Madrid, en 1922 fueron declarados de mérito para su carrera tres trabajos
de investigacién cientifica sobre el paladio coloidal.

En 1933 fue pensionado para realizar estudios en la escuela veterinaria de Lyon sobre
la Quimica-Fisica coloidal de la leche con el profesor Dr. Porcher.

Publicé diferentes articulos de investigacién sobre Quimica-Fisica coloidal y Bioquimica
en la revista “Trabajos del laboratorio de Investigaciones Bioquimicas”.

En 1964 pidié6 la excedencia en la Universidad de Zaragoza y se integré en el claustro de
la Universidad de Deusto, donde contribuyé a la instauracion de los estudios de Ciencias
Quimicas de aquella universidad, permaneciendo en ella hasta 1967. Murié en Zaragoza
el 19 de Julio de 1975.

A sus dotes de investigador, cabe unir su condicién de buen profesor y padre de familia.
Como buen conversador que fue, era muy agradable asistir a sus tertulias, en las que le

gustaba razonar y convencer. La vocacién de ensenar le acompano durante toda su vida.

1. Introduccion

Pasaré ahora a desarrollar mi discurso, cuyo titulo es

“De la geometria de los espacios de Banach al anélisis convexo y geométrico”,



con el que pretendo dar una ligera panoramica de la evolucién de una parte del Analisis
Funcional, la correspondiente a la geometria de los espacios de Banach, desde sus origenes
hasta la actualidad con su evolucion hacia el analisis convexo y geométrico.

Haré especial énfasis en el teorema de Dvoretzky, ntcleo central de la teoria local,
que ha influenciado fuertemente mi formaciéon y mi investigaciéon. De esta forma y con el
analisis pormenorizado de este teorema podré comentar los temas de investigacion que he
desarrollado durante las décadas de los 80 y de los 90 con mis colaboradores, dentro de

la panoramica general de esta teoria.

2. Los origenes

La Matematica, como ciencia, vive y crece con el intercambio de ideas entre los matema-
ticos, entre los matematicos y otros cientificos, y en general entre los matematicos y otros
cultivadores de las diferentes areas del saber.

El Anélisis Funcional, como parte del Anélisis Matematico y en general de las Mate-
maticas, no es una excepcion a esta regla. Utiliza ideas y técnicas de otros campos y a su
vez proporciona recursos a otras disciplinas.

El Analisis Funcional aparece en el momento en que se consolida la siguiente idea
fundamental: el estudio de los espacios abstractos permite incluir bajo este contexto
conceptos, a priori complicados como por ejemplo las funciones, como puntos. En conse-
cuencia, es posible aplicar nociones e intuiciones geométricas al estudio de los conjuntos
de tales puntos. Es claro que para que tal planteamiento sea aprovechable debemos dis-
poner de resultados ciertos en las situaciones abstractas, que luego sean aplicables a casos
concretos.

Dentro de estas ideas, la teoria de los espacios de Banach comenzé “oficialmente”
a consolidarse, como parte del Analisis Funcional, con la aparicion del libro de Stefan
Banach, “Théorie des opérations linéaires” (ver [4]) publicado en 1932 y, ya desde el
momento de su nacimiento, ha guardado fuertes lazos de unién con el resto del Analisis
Matematico y con otras disciplinas.

Merecen citarse, por su influencia sobre otras ramas, los siguientes resultados: la teoria
de la dualidad de espacios y de operadores; el teorema de Hahn-Banach y los teoremas
sobre separacion en los espacios de dimension infinita, asi como las consecuencias del
teorema de categoria de Baire, en especial, el principio de la acotacién uniforme y los
teoremas del grafico cerrado y de la aplicacién abierta.

Estas potentes herramientas eran bien conocidas y utilizadas por los matematicos y
por los fisicos mateméticos en las décadas de los 40 y 50. A partir de esos anos parecid

que la teoria de los espacios de Banach era una etapa de las Matematicas totalmente



superada y de hecho fue casi olvidada por una gran parte de los investigadores, que no la
consideraban como un objetivo primordial, dentro de su propia investigacion.

En las siguientes décadas, especialmente a finales de los 60 y en los anos 70 se produjo
una erupcion de intensa actividad en este campo y nuevos y potentes métodos aparecieron,
influenciando esta parte de la investigacién matematica. Como punto de arranque de
esta nueva etapa podriamos situar la utilizacion sistematica de la teoria de la probabili-
dad como herramienta fundamental de trabajo, el redescubrimiento de resultados de A.
Grothendieck que habian pasado inadvertidos (especialmente su teorema de factorizacién)
y principalmente el teorema de A. Dvoretzky (cf. [16]) al que luego me referiré con detalle.

En su forma mas reciente o moderna, la geometria de los espacios de Banach dié origen
a lo que ahora se conoce como “teoria local de los espacios normados”, que es una de las
ramas del Anadlisis Funcional que mas rapidamente se ha desarrollado en las décadas de
los 70 y 80. Para resolver problemas que no tenian solucién en aquellos momentos, fue
necesario realizar estudios cuantitativos sobre los espacios normados de dimensién finita,
n, cuando n tiende a infinito.

La teorfa local, segtin Vitali Milman (ver [31]) “estudia las propiedades de la estructura
de los espacios normados de dimension finita y su comportamiento asintético cuando su
dimension n tiende a infinito”.

El amplio desarrollo de esta parte no es accidental. Los matematicos de principio de
siglo no fijaban su atencién, desde el punto de vista geométrico y de estructura, en los
espacios de dimensién grande. La geometria (geometria convexa) se dedicaba al estudio
de las dimensiones dos y tres. Desde luego, algunos de estos resultados se extendian
automaticamente a dimensién n, pero conservando siempre su caracter de baja dimension.
Por otra parte los problemas de dimension infinita eran tratados de otra manera y las
técnicas propias del analisis funcional seguian otro curso y parecia que eran definitivas en
el tratamiento de todos los problemas.

Se tenia la idea de que los espacios de dimensién grande eran modelizados por los
espacios de dimensién infinita. El teorema de Dvoretzky dié la confirmacion concluyente
de que este hecho era rotundamente falso. Los espacios de dimensién infinita no daban
de hecho casi ninguna informacién relevante sobre los espacios de dimension alta.

Este descubrimiento impulsd, fundamentalmente, el desarrolo de la teoria local. Los
espacios de dimension grande, que eran imprescindibles para el estudio de la estructura y
la clasificacion de los espacios de Banach eran unos objetos matematicos perfectamente
diferenciados de los espacios de dimensién baja y de los de dimension infinita.

Dado que la bola unidad cerrada de un espacio normado de dimension finita es un

conjunto simétrico, convexo, compacto con interior no vacio y que, reciprocamente, la
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funcién de Minkowski o calibre de uno de esos conjuntos en R" es la bola unidad cerrada
de una norma, la conexion entre la convexidad y la teoria local es intima.

Las desigualdades geométricas clasicas han sido utilizadas muy abundantemente como
poderosas herramientas para obtener resultados en la teoria local. Reciprocamente, el es-
tudio de problemas de caracter geométrico, desde el punto de vista del analisis funcional,
ha permitido que esta rama, con sus poderosas herramientas, haya incidido y de hecho
haya permitido resolver algunos de los problemas clasicos de la teoria de los cuerpos con-
vexos, por ejemplo, las desigualdades inversas de Blaschke-Santalé y Brunn-Minkowski, el
problema de Busseman-Petty, diferentes reformulaciones del problema del hiperplano, etc..
Los problemas isométricos de la teoria de la convexidad se han convertido en problemas
isomorfos, con estimaciones de las constantes de isomorfia en términos de la dimensién.

Como resultado de la interaccién profunda entre los métodos de la teoria local y la
geometria de los cuerpos convexos ha surgido, en la década de los 90, lo que Vitali Milman
denomina andlisis funcional y geométrico (geometric and functional analysis) o también

analisis convexo geométrico (conver geometric analysis), (ver [32] y [19]).

3. El teorema de Dvoretzky

El teorema de Dvoreztky fue establecido por A. Dvoretzky en 1961 (ver [16]) y mejorado
en 1971 por Vitali Milman (cf. [29]). Puede ser formulado de muchas maneras y en

particular admite una presentacion infinito-dimensional. En este contexto, asegura que:

Teorema de Dvoretzky (caso in Iilito-dimensional). El espacio (* (espacio de
Hilbert separable de dimension numerable) es finitamente representable en cualquier es-

pacio de Banach de dimension infinita.

En consecuencia, dentro de cualquier espacio normado de dimensién infinita pode-
mos encontrar subespacios de cualquier dimension, finita, casi isométricos a los corres-
pondientes subespacios de dimensién finita del espacio £2, es decir, espacios euclideos finito
dimensionales. Sin embargo, dado que hay muchos espacios de Banach clasicos que no
contienen ningin subespacio isomorfo al espacio de Hilbert, jno podemos “pegar” estos
subespacios euclideos de cualquier dimensién finita para obtener un espacio de Hilbert
separable dentro de un espacio normado cualquiera de dimensién infinita!

La formulacién finito dimensional del teorema de Dvoretzky seria la siguiente:

Teorema de Dvoretzky (caso 1clilito—dimensional). Dado € > 0 existe una constante
C'(e), tal que se verifica lo siguiente, en cualquier espacio normado E de dimensién N,
podemos encontrar (o mejor dicho existe) un subespacio F' del espacio E, de dimensién

n, con n > C(e)log N, en el que la bola unidad dista de un elipsoide menos que €, en
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otros términos, la distancia de Banach-Mazur de F' al correspondiente espacio euclideo es

menor que 1 + €.

En un lenguaje menos formal y quizd mas transparente podemos decir que, en todo
espacio normado de dimension finita /N hay subespacios casi euclideos, de dimension log N,
y que ademéas hay muchos; casi todos en un sentido probabilistico.

En términos de conjuntos convexos, compactos y simétricos respecto del origen, es
decir cuerpos convexos simétricos, podemos asegurar que dado un conjunto de estas ca-
racteristicas en RY, podemos darle un corte, o mejor dicho muchos, de dimensién aproxi-
madamente igual a log N cuyas secciones son casi elipsoides, esferas deformadas por una

aplicacién lineal (ver figura 1).

Figura 1.—Seccién casi euclidea de un cuerpo convexo

Hay diferentes demostraciones de este resultado y todas ellas son de caracter no cons-
tructivo, pues tienen una formulacién aleatoria. Simplificando, lo que este hecho significa
puede expresarse de la siguiente manera: definimos un espacio de sucesos adaptado al
problema en cuestién y se demuestra que lo que buscamos sucede con probabilidad posi-
tiva. No solo eso, la probabilidad de que lo que queremos es muy grande, de hecho tan
proxima a 1 como queramos, forzando las constantes del isomorfismo. Este hecho, que
se repite muy a menudo en la teoria local, se resume diciendo que el resultado se verifica
para subespacios aleatorios.

Citaremos entre las demostraciones que mas influencia han tenido en el posterior
desarrollo de la teoria local las de Milman (cf. [29]) y Figiel, Lindenstrauss y Milman (ver
[17]), que utilizan la desigualdad isoperimétrica sobre la superficie esférica, la de Maurey-
Pisier (cf. [38], [40]), basada en desigualdades de desviacién gaussianas y la de Gordon
(cf. [21]) también de cardcter gaussiano, pero usando las desigualdades de Slepian.

Me quiero referir aqui por su trascendencia e influencia en mis trabajos a las primeras,
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es decir, a las basadas en la desigualdad isoperimétrica y en las desviaciones gaussianas,
que siguen un recorrido paralelo.

La idea muy sucinta del argumento se basa en tres ingredientes fundamentales: en
primer lugar se elige una buena representacién del espacio E en RY, usando el teorema
del elipsoide de John asociado a la bola unidad de F. Este teorema proporciona una
estructura euclidea adaptada al problema, al dar una buena representacion del espacio.
La norma del espacio E define sobre la superficie esférica S™V~! una funcién continua,
que, gracias al fenémeno de la concentracién de la medida (consecuencia de la desigualdad
isoperimétrica en SV ! o de la concentracién de la medida de las densidades gaussianas en
RY ), es casi constante en alguna zona esférica de una anchura ¢ de SN, o respectivamente
en una corona esférica de RY. Por dltimo la seleccién de una apropiada red de puntos en
la frontera de la bola euclidea de R", con n > C(¢)log N, permite obtener la inmersién
aleatoria del subespacio F' que buscamos, isomorfo a R", que esté a distancia de Banach-
Mazur menor o igual que 1 + €.

A continuacién comentaré la influencia que las tres etapas de este teorema, antes
mencionadas, han ejercido sobre mi trabajo. Comenzaré por la teoria local no lineal, para
luego seguir con el teorema del elipsoide de John y con el fenémeno de la concentracion

de la medida.

4. Teoria local no lineal

Una de las claves fundamentales para encontrar buenos subespacios dentro de un espacio
E, como se ha citado en la demostracién del teorema de Dvoretzky, consiste en realizar la
eleccion de una red de puntos adecuada en la superficie esférica, para realizar la inmersion.
Es decir, es suficiente encontrar una familia finita de puntos del espacio E, cuyas distancias
relativas sean aproximadamente iguales, excepto por el factor (1 + €), a las distancias
relativas entre los puntos de una d(e)-red del espacio que se quiere imitar (el espacio
euclideo en el teorema de Dvoretzky).

Estas son posiblemente las raices del estudio de lo que modernamente se ha conocido
como la teoria local no lineal, que trata de las propiedades de inmersion de los espacios
métricos de cardinal finito y su comportamiento asintotico.

La primera vez en la que un enunciado sobre espacios métricos finitos aparece en este
contexto es en un trabajo de Marcus y Pisier de 1984 (cf. [27]), donde se demuestra que
una contraccién, definida sobre un subconjunto finito 7" de L? con valores en un espacio

de Hilbert, posee una extension a todo L, con una modificacion pequena de su norma

¢y[log(cardinal T'))/P~1/2,
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Es, pues, un teorema relativo a la propiedad de extension para aplicaciones lipschitzianas
con valores en el espacio LP.

Otro trabajo importante dentro de esta teoria no lineal es el de Bourgain-Milman-
Wolfson de 1986 ([15]) en el que se introduce el concepto de tipo Rademacher para espacios
métricos finitos y prueban un teorema del tipo del de Maurey-Pisier lineal, encontrando £} -
cubos dentro de los espacios métricos finitos. También estudian las relaciones de inclusion
casi-isométrica entre los diferentes £-cubos.

En un trabajo de Johnson y Lindenstrauss de 1984 (ver [23]) se demuestra el hecho de
que si T es un subconjunto finito de un espacio de Hilbert de cardinal N = |T|, podemos
encontrar una copia (1+¢€)-isométrica de este conjunto en el espacio euclideo de dimensién
n, siempre que

C
n > e—zlogN,

siendo esta estimacion asintética dptima.

En un trabajo posterior Schehctman (ver [41]) estudia este problema para el rango de
valores de p, 1 < p < 2 y obtiene resultados analogos, aunque con estimaciones peores y
desde luego, no 6ptimas.

En un trabajo en colaboracién con Julio Bernués y Nigel Kalton (ver [7]), utilizando
el método de la distribucién empirica y las desigualdades de desviacion para procesos
binomiales, estudiamos el problema de la inclusion (1 + €)-isométrica del cubo ¢2, en
espacios normados de dimension finita con base 1-subsimétrica. Este problema es de

caracter local no lineal. Las estimaciones que obtenemos son éptimas, es decir,
C
dimX > —n,
€

mejorando, por ejemplo, las que aparecen en el trabajo de Bourgain, Milman y Wolfson
antes citado, respecto de las inclusiones del cubo €7, en los cubos £ (ver [15]). El caso 1 <
p < 2 podria deducirse del teorema de Johnson y Lindenstrauss ya citado anteriormente
(cf. [23]), pero para el resto de valores de p el resultado es nuevo.

Como extension del resultado anterior pudimos probar, en colaboracién con Julio
Bernués, que la estimacién también es cierta para otras clases de espacios de dimension
finita, por ejemplo: espacios isomorfos a espacios de Orlicz y de Lorentz; para los espacios
de matrices £;(¢;") con norma mixta que poseen base incondicional no subsimétrica, e
incluso para los espacios de cotipo débil 2 (ver [5]).

En otro trabajo continuacién de los anteriores (ver [6]) hemos mejorado algunos de los
resultados dados por Schechtman (cf. [41]) relativos a la inclusién de subconjuntos finitos
de LP, (0 < p < 2), en espacios de baja dimension.

Concretamente, hemos demostrado que si T' es un subconjunto de LP formado por

funciones con soporte mutuamente disjunto, dado € > 0 existe un subconjunto 7" C Eév ,
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tal que d(T,T") < 1+ €, siempre que
C ,
log N = < (1og T,
5

siendo esta estimacién mejor que la dada por Schechtman en [41].
En resumen, el problema general que hemos pretendido abordar dentro de la teoria

local no lineal, se puede formular de la siguiente manera:

Problema. Dados un espacio métrico finito (T,d) y € > 0 jen qué espacios normados E

de dimension finita podemos encontrar un subconjunto T, C E de tal forma que T(I;E)T6 ?

Este problema en su maxima generalidad parece de dificil soluciéon. Sin embargo
algunos casos casos concretos ya se han estudiado, como hemos manifestado en los co-
mentarios anteriores.

De mas facil tratamiento parece el problema si el conjunto 7" es un subconjunto de un
espacio de Hilbert. En el caso de que T sea un subconjunto de LP, no parece aventurado
(Schechtman lo conjetura asi en [41]) mejorar las estimaciones que aparecen en su trabajo
[41] y més atn si imponemos alguna condicién extra al subconjunto 7" (ya hemos obtenido
algtn resultado, como se comenta en el punto anterior).

Caso especial que merece una investigacion mas profunda es el de la inclusion del cubo
0% en espacios normados generales. Aplicaciones del teorema de Dvoreztky aseguran la
existencia de tales cubos en cualquier espacio E con dimension suficientemente grande,
por ejemplo, si

dim(E) > C(€) expn.

En [5] ya hemos obtenido mejores estimaciones si imponemos alguna condicién extra al
espacio, pero queda abierto el problema en general.

La conjetura que permanece aun sin decidirse es la siguiente:

Conjetura. Dado ¢ > 0 existe una constante C'(¢) > 0 tal que cualquiera que sea
la dimension n y cualquiera que sea el espacio normado E de dimension n, podemos

encontrar N puntos xy,...,xy € E, con log N > C(e)n, tal que
l—e< |z -zl <1+e,

siempre que 1 <1 < j < N.

Para espacios que no poseen estructura incondicional y resolviendo una cuestion plan-
teada por Alexander Pelczynski, en una serie de dos trabajos conjuntos con Ana Pena y
Gideon Schechtman (ver [9] y [10]), probamos que la conjetura es cierta para las clases

de Schatten de operadores finito-dimensionales, sobre un espacio con base 1-simétrica o
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sobre £, 1 < p < 00, es decir, espacios £, no conmutativos y conmutativos de dimension
n.

La solucién que ofrecemos en los dos trabajos es diferente. En el primero hacemos la
inmersion sobre las proyecciones ortogonales de dimension k, para un k adecuadamente
elegido y en el segundo encontramos los correspondientes puntos en las 6rbitas de cada ope-
rador bajo la accién del grupo especial ortogonal, es decir, dentro del conjunto {UT; U €
SO(n)}.

Recientemente Juan Arias, Keith Ball y Rafael Villa (ver [1]) han estudiado la conje-
tura bajo otro punto de vista, estudiando la distribucion de probabilidad de la variable
aleatoria ||x—yl|, cuando z, y recorren la bola unidad de un espacio normado n-dimensional

con la probabilidad uniforme, y dan las estimaciones pertinentes.

5. El teorema del elipsoide de John

El teorema de John es un resultado clasico de convexidad de los anos 40 y caracteriza
el elipsoide de volumen minimo D que contiene a un cuerpo convexo K en R". Lowner
habia asegurado la existencia de ese elipsoide de volumen minimo, pero fue John, quien
con su contribucion capital hizo la caracterizacion.

No sélamente eso, lo que Fritz John probé mediante el calculo de variaciones, en su
célebre trabajo de homenaje a Courant en 1949, fue que se podian encontrar unos puntos
{z;}Y¥, puntos de contacto entre las superficies del convexo y del elipsoide y unos pesos
A; > 0 sobre esos puntos, cumpliéndose que el centro de masas del convexo K, del elipsoide
D y de la distribucién de los puntos x; con sus pesos coincidia, es decir,

PORP I

rTqg ="y = Tk = Tp.
D i

Ademas estos puntos actian como una pseudobase ortogonal, con origen en z¢, en el
sentido de que, dado cualquier vector z de R", el vector x — xg se puede escribir como
la suma de sus proyecciones sobre los vectores x; — x, con los pesos correspondientes; es

decir,
N

T =ac+ Y N(r— z6, 7 — v6);,
1

donde las proyecciones se toman respecto del producto escalar (-, -) asociado al elipsoide
D.
En particular, como resultado se obtiene que el elipsoide es tinico, salvo transforma-

ciones ortogonales y que se verifica
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Figura 2.—La bola euclidea es el elipsoide de John del cuerpo K

Cuando K es un cuerpo convexo y simétrico (con respecto a su centro de masas),
entonces los puntos {z;} estdn distribuidos simétricamente sobre la superficie y ademads

se puede ajustar la relacién de contenidos anterior, dado que ahora se tiene
K C D C/nkK.

Es claro que en este caso K es la bola unidad de un espacio normado de dimensiéon
n y D es la correspondiente bola unidad del espacio euclideo, que esta a distancia de
Banach-Mazur menor o igual que v/n de K. Como consecuencia de este resultado se tiene
que el didmetro del compacto formado por todos los espacios normados de dimensién n,
con la distancia de Banach-Mazur (compacto de Minkowski), es menor o igual que n.

Ver el tamano exacto del didmetro fue un problema arduo. Aunque como consecuencia
del teorema de John se obtenia n, en todos los casos conocidos la distancia entre dos
espacios era siempre menor o igual que y/n. En 1981 Gluskin, en un trabajo capital,
donde introdujo los espacios aleatorios, prob6 que asintéticamente la estimacion correcta
era n. Los espacios a distancia mas separadas son elecciones aleatorias de proyecciones
ortogonales de dimension n, correspondientes a la norma cuya bola unidad es el octaedro
2n dimensional.

El espacio euclideo de dimensién n es un centro del compacto, aunque no el tinico (hay
otros espacios de dimensién n que también estdn a distancia menor o igual que /n de los
demds elementos del compacto).

Es un problema natural sustituir la bola euclidea por cualquier cuerpo convexo y en-
tonces, el mismo problema resuelto por John puede plantearse entre dos cuerpos convexos
y, mas generalmente, entre dos compactos de R".

Supongamos que K; y K5 son dos compactos en R", con las siguientes restricciones

iniciales, por otra parte totalmente logicas, de acuerdo con la naturaleza del problema que
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se pretende tratar: que el volumen de K; sea positivo y que K5 tenga interior no vacio.
No es dificil comprobar que existe alguna transformaciéon afin, que mueve al conjunto

K> hasta que adopte una posicion fKVQ, de modo que
K, C K,

y que el volumen de K, sea mimimo entre todas las posiciones de K5, que contienen a K7,
o equivalentemente, existe alguna transformacion afin, que mueve al conjunto K; hasta

que adopte una posicion E, de modo que
K, C Ky

y que el volumen de K, sea méximo entre todas las posiciones de K, contenidas en K.
El problema que se plantea es: jcomo se puede caracterizar esa posicion?, ;hay unici-
dad?
Con respecto a la unicidad la pregunta tiene una respuesta negativa. En general esa
posicion no es unica. Por ejemplo, si consideramos en el plano un cuadrado, es claro que

hay infinitos tridngulos de drea maxima contenidos en ese cuadrado (ver Figura 3)

Figura 3.—FExisten infinitos tridngulos de drea méxima inscritos en un cuadrado

Sin embargo, si se puede dar una descripcion en algunos casos. Por ejemplo Vitali
Milman considero el caso en que K; y K5 eran cuerpos convexos simétricos. Recientemente
Giannopoulos, Perisinakis y Tsolomitis ([20]) han considerado el caso de dos cuerpos
convexos no simétricos con frontera regular, utilizando el calculo de variaciones.

En un trabajo con Miguel Romance (ver [11]), hemos extendido este resultado, elimi-
nando las condiciones de regularidad en la frontera y la convexidad del primer conjunto.
En efecto consideramos el caso en que K; sea un subconjunto de R" compacto y conexo

con volumen positivo (sin suponer ninguna condicién més) y K» cualquier cuerpo convexo.
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Nuestra aproximacion al problema es diferente de la dada por los autores antes citados y
utiliza los teoremas de separacion y los hiperplanos soportes. Tanto en nuestro trabajo
como en el de los autores antes mencionados, se consigue dar una descomposicion similar
a la que aparece en la obra de Fritz John, con las modificaciones correspondientes.

Mas atin, hemos conseguido dar un teorema de unicidad, si s6lo consideramos trans-
formaciones afines dadas por matrices simétricas definidas positivas (lo que invalida el
contraejemplo anterior, dado que no podemos deformar de esta manera un triangulo con-
servando la base sin deformar la altura). De este resultado todavia no sabemos que

conclusiones pueden extraerse y en él seguimos trabajando.

6. Desigualdades geométricas y el problema de la concentracion de la medida.

Si consideramos un espacio métrico y una probabilidad definida sobre los borelianos de
ese espacio métrico, (X,d, u), diremos que X verifica el fendmeno de concentracién de
la medida, si dado cualquier boreliano A, de medida como minimo la mitad, u(A) > %,

entonces pequenas dilataciones del conjunto tienen medida muy préxima a 1, es decir,

N(A€> >1- f(€)7

donde por A. denotamos el conjunto de puntos de X que distan de A menos que €'y f(¢)
es una funciéon que depende sélo de e.

El prototipo de espacios verificando esta propiedad es la superficie esférica S"~! en
R", cuando consideramos la distancia geodésica d y la medida de Lebesgue normalizada
u, es decir, la medida de Haar invariante bajo la accién del grupo ortogonal O(n).

Si A es un subconjunto de S"~! y su medida es pu(A) > %, entonces

pA) 21— [Texp (—%) .

Esta desigualdad es una consecuencia de la desigualdad isoperimétrica sobre S™~!, que

dice:

Desigualdad isoperimétrica en S"~!. Entre todos los conjuntos de la misma medida

en S™ ', son los casquetes esféricos los que tienen menores sus dilataciones.

P. Levy en 1938 cuantificé esa desigualdad, cuya consecuencia es la férmula anterior,
que puede ser resumida diciendo que toda la medida en S"~! se concentra alrededor del
ecuador. Cuando dilatamos las esferas en R" esta desigualdad tiene como consecuencia
en el limite, cuando el radio tiende a infinito, una desigualdad isoperimétrica para las
medidas gaussianas, que es una observacion atribuida a Poincaré. Es éste un ejemplo

de las profundas relaciones existentes en esta teoria y es también un modo de ilustrar el
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hecho de que la medida de Wiener puede ser entendida como una distribucién uniforme,
sobre una esfera de dimension infinita y con radio la raiz cuadrada de infinito.

Otro ejemplo de espacio verificando el fenémeno de concentracion de la medida es el
cubo de Haming o hipercubo, es decir, el espacio {—1,1}" con la distancia dada por la
norma | - ||1, o sea, la distancia entre dos elementos = y y es el nimero de coordenadas
distintas y con la probabilidad uniforme. Mediante una técnica de martingalas puede
mostrarse, bastante sencillamente, la desigualdad de desviacién necesaria para probar el
fenémeno de concentracion de la medida en esta situacion.

También importante es el caso, descubierto por C. Borel en 1975, de los cuerpos con-
vexos en R", con la medida Lebesgue normalizada (ver [13]). Concretamente, si denotamos
por uy la medida Lebesgue normalizada en K, es decir

AN K|
pu(A) = R

entonces

p((tA)) < (vV2)™,

siempre que A sea un convexo simétrico de medida

1(A) >

[GVIN )

y t > 1. Esta desigualdad puede ser interpretada como una extensién de las clésicas
desigualdades de Khinchine-Kahane, sustituyendo el cubo [—1, 1]™ por el cuerpo convexo
K.

La desigualdad de Borel estd basada en la de Brunn-Minkowski. Otras varias desigual-
dades importantes pueden obtenerse también a partir de ésta ultima. En particular la
isoperimétrica en R", que es una de las desigualdades cldsicas mas importantes y que la

podemos enunciar del modo siguiente:

Desigualdad isoperimétrica en R". Si A es un conjunto medible en R" y B es el
dilatado de la bola euclidea que tiene el mismo volumen que A, entonces la medida de

Hausdorff (n — 1) dimensional de la frontera de A, |0A|,—1, es mayor o igual que |0B|,—;.

De otra manera, podemos decir que entre los conjuntos del mismo volumen es la bola
euclidea el conjunto que tiene menor superficie. Este hecho explica, como es bien sabido,
por qué las pompas de jabén son esféricas.

En el plano, por ejemplo, si el area de un conjunto A es 1, entonces su perimetro es

04| > 27,
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o reciprocamente, si un conjunto A tiene perimetro 1 entonces su area es menor o igual

que 1/(4m) X
Al <

Como ya he comentado, se puede dar una demostracién elemental de la desigualdad
isoperimétrica para conjuntos convexos (y de muchas otras) utilizando una desigualdad
clasica en la teoria de la convexidad y que tiene sus origenes en el estudio de los volimenes
de las secciones por hiperplanos de un cuerpo convexo. Es la desigualdad de Brunn-
Minkowski.

Brunn a finales del siglo pasado se dié cuenta de que si tenemos un convexo en el
plano, las longitudes de las secciones paralelas al eje OY definen una funcién céncava.
Para tener una situacion similar en el espacio, debemos tomar la raiz cuadrada del area
de las secciones de un convexo por un plano paralelo al plano OX Z.

En general, sean Ay B dos convexos (n—1)-dimensionales que los suponemos sumergi-
dos en R", por ejemplo, en los hiperplanos x,, = 0 y x,, = 1, respectivamente. Repre-

sentémoslos por A, B. Definamos

1/(n-1)

n—1

FO) =|(1=NA+AB) N {z, = A}

entonces la funcién f es concava cuando A recorre el intervalo [0, 1].
Este resultado fue abstraido, reformulado y demostrado para n > 3 por Minkowski,

quien lo enuncié de un modo mas general mediante la siguiente expresion

Desigualdad de Brunn-Minkowski. Si A, B son dos cuerpos convexos en R", entonces
(1= N)A+ABY™ > (1 = N)|A]Y + X\ BJY/"

donde X es cualquier escalar en el intervalo [0, 1].

Esta desigualdad también se puede enunciar de una manera equivalente mediante una

expresion, que no depende de la dimension, de la forma siguiente
(1= NA+AB| > A" BI,

donde A es cualquier escalar en el intervalo [0, 1] (cf. [42])
Mas adelante, en 1935, Lusternik ([26]) pudo extender el resultado a cualquier par
de conjuntos medibles de R", A y B, sin otra condiciéon mas que el conjunto A + B sea

también medible, tomando esta forma general
A+ BI" > AP+ Bl

La desigualdad de Brunn-Minkowski se convierte en igualdad sélamente cuando A y

B se obtienen el uno del otro a través de una homotecia.
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Figura 4.—Desigualdad de Brunn-Minkowski

Mas atin, simplemente considerando ejemplos elementales, no puede pretenderse que
la desigualdad de Brunn-Minkowski se pueda invertir, ni siquiera modificada por una
constante que pueda depender de la dimensién. Es decir, no existe ninguna funcién ¢(n)
tal que

[A+ B[ < g(n) (JA™ +|B|Y),

para todo par de cuerpos convexos Ay B de R".

Sin embargo Vitali Milman, en 1986, pudo establecer un resultado sorprendente y
muy profundo, que dio origen a la llamada “perestroika convexa” (haciendo un inciso,
pensemos que Vitali Milman es un matematico judio de origen ruso, emigrado a Israel.
En aquella época 1985-86 se estaba produciendo en la antigua Union Soviética la “pere-
stroika”, impulsada por Mihail Gorbachev, que tan importantes consecuencias tuvo para
la situacién politica de bloques en el mundo).

Salvando las distancias, Milman pudo reformular y demostrar una desigualdad inversa
de Brunn-Minkowski, usando lo que ¢l llamo la “cirujia convexa”. La idea fundamental
de Milman fue darse cuenta de que lo que habia que hacer era deformar linealmente
(conservando el volumen) uno de los dos conjuntos para poder invertir la desigualdad,
dando antes los cortes convenientes por rodajas aleatorias. El resultado de Milman se

enuncia de la siguiente forma:

Desigualdad inversa de Brunn-Minkowski. Existe una constante universal C' tal
que, dados cualquier par de cuerpos convexos A y B de la misma dimension (cualquiera

que ésta sea), se puede encontrar alguna deformacion afin T, de determinante igual a 1
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(es decir, conservando el volumen), de forma que se verifica la siguiente desigualdad:

T(A) + BV < € (JAY" + |B|"™).

Todavia no se conoce el valor de la constante absoluta, pero 120 puede ser suficiente.
El resultado de V. Milman es de los méas profundos de la teoria local y es de naturaleza
no constructiva. Gilles Pisier en 1989, usando la teoria de interpolacién de operadores en
lugar de la cirugia convexa, pudo dar otra demostraciéon del mismo hecho.

La aportacion de Gilles Pisier también es capital, pues fue capaz de desentranar los
razonamientos de Milman y poner en claro que la idea fundamental residia en asociar a
cada cuerpo convexo un elipsoide, que juegue el mismo papel que el cuerpo convexo en
las mediciones de entropia. Pisier llamo a este elipsoide, elipsoide de Milman asociado al
cuerpo convexo.

No se ha caracterizado todavia el elipsoide de Milman de un convexo, ni su unicidad.
Se ha conjeturado que quizé el elipsoide de Legendre o de inercia de un cuerpo convexo
podria hacer ese papel.

La desigualdad inversa probada por Milman implica, entre otros, dos de los resultados
mas profundos de la teoria local.

El primero de ellos es la llamada “desigualdad inversa de Blaschke-Santalé”, que habia
sido probada un poco antes y de otra manera por el mismo V. Milman, junto con el medalla
Fields Jean Bourgain. Primero Blaschke en 1916 y 1923 para las dimensiones 2 y 3 y luego
Santalé en 1949, para cualquier dimensién, habian probado que si A es un cuerpo convexo

de R"™ y A° su polar, entonces se cumple que
AP A < B

es decir, el producto volumétrico
|A|1/n|Ao|1/n

posee un maximo absoluto, alcanzado por la bola euclidea (en este caso su polar es la
misma bola euclidea). En 1939 Mahler habia probado que el producto volimico estaba
acotado inferiormente y habia conjeturado que el minimo absoluto debia ser alcanzado por
A = B} (el octaedro n-dimensional), siendo en este caso su polar el cubo n-dimensional
B

Se habia demostrado que para ciertos conjuntos, por ejemplo los zonoides, la conjetura
era correcta. Lo que Bourgain y Milman demostraron en 1985 fue que la conjetura de

Mahler era correcta en un sentido isomorfo.
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En particular demostraron que existe una constante absoluta, C, independiente de
la dimension, tal que el producto voltimico esta acotado inferiormente por el producto

voltimico del octaedro y el cubo de dimension n, salvo la constante absoluta
A A% > OBy B

Por tanto, la conjetura de Mahler esta establecida salvo una constante. Este resultado ha
tenido importantes consecuencias en la geometria de los niimeros.

El otro resultado importante que se deduce de la desigualdad inversa de Brunn-
Minkowski, probada por Milman, es su famoso “teorema QS de Milman”, que, en cierto
modo, es la version dual del teorema de Dvoretzky. Este, el teorema de Dvoretzky, como
ya he comentado, trata sobre la existencia de secciones casi euclideas en todo espacio
normado. Lo que dice el teorema QS es que cada espacio normado de dimensién finita
n posee un subespacio de un cociente de dimensién proporcional a n, casi isométrico al
espacio euclideo.

Estos teoremas son en cierto modo duales, dado que el dual de un subespacio es un
cociente. La diferencia entre los dos radica en la dimension de la seccién o del cociente,
logn en el teorema de Dvoretzky o proporcional a n en el teorema QS.

Enunciando estos dos teoremas de modo conjunto para cuerpos convexos simétricos
en R", podemos decir que

Todo cuerpo convexo y simétrico en R" posee una seccion, de dimension al menos
logn y una seccién de una proyeccién ortogonal (también llamada seccién de una sombra
en tomografia geométrica) de dimension proporcional a n, que son casi esféricas.

Keith Ball en 1991 siguiendo la idea fundamental de Milman probé una desigualdad
inversa de la desigualdad isoperimétrica (ver [2]). Concretamente demostré que a expensas
de una transformacion afin, los cubos, en el caso simétrico, y los simplices en el no

simétrico, son los que tienen mayor superficie. Concretamente probé que

Desigualdad isoperimétrica inversa. Dado un cuerpo convexo simétrico o no, existe
un transformado afin del mismo que tiene una superficie menor o igual que la correspon-
diente al cubo o simplex (respectivamente) del mismo volumen.

En 1996 en un trabajo conjunto con mis companeros Julio Bernués y Ana Pena (ver [8])
conseguimos extender la desigualdad inversa de Brunn-Minkowski, demostrada por Mil-
man a conjuntos mas generales, de la misma forma que Lusternik extendié la desigualdad
de Brunn-Minkowski a conjuntos generales.

Para ello nos vimos forzados a considerar solamente subconjuntos compactos con inte-
rior no vacio en R" e introducir un indice p € (0, 1] asociado a cada uno de estos conjuntos.

Por ejemplo, los conjuntos convexos tienen indice 1.
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Pudimos demostrar la existencia de un elipsoide de Milman asociado a cada uno de
estos conjuntos, que permitia hacer las sustituciones del conjunto en las estimaciones
de la entropia (salvo una costante dependiente sélamente del indice) y demostrar, por

consiguiente, una desigualdad inversa

Desigualdad inversa de Brunn-Minkowski general. Para cada indice p € (0,1]
existe una constante C' = C(p) (dependiendo sélo de p) para la cual, dados cualquier par

de compactos con indice p en R", A y B se verifica
T(A)+ BI" < € (JA + B,

para alguna deformacion afin T de determinante igual a 1.

Debo mencionar que recientemente, en 1998, Litvak (ver [25]) ha estudiado el compor-
tamiento de la constante en funcion de p, dando su estimacién asintotica exacta cuando

p tiende a 0, siendo de orden exponencial en 1/p,
Cll/p <C(p) < C«él/p) log(2/p)

La idea fundamental de nuestra contribucion es usar interpolacién, es decir el método
desarrollado por Pisier (de hecho no supimos hacer cirugia no convexa de indice p). Con
ese método alternativo conseguimos asociar un elipsoide de Milman a cada cuerpo A, con
indice no nulo.

Para ello, dado un conjunto compacto A en R", que tenga indice p, se parte de su
envolvente convexa C(A), que es un cuerpo convexo. Se asocia a C'(A) el elipsoide de
Milman Dy. La distancia en términos de la entropia entre A y Dy (es decir, la raiz n-ésima,

de los correspondientes nimeros de cubrimiento) es menor o igual que

nl/p=1/2

Interpolamos entre este elipsoide (de indice 2) y el cuerpo A ( de indice p) eligiendo un

pardmetro de interpolacién 6 € (0, 1), de forma que el nimero ¢ definido por la ecuacién

1 1-60 0
¢ p 2
sea mayor que 1.
Entonces el interpolado (A, Dy)g = A; serd, salvo una constante, un cuerpo convexo
por un teorema de Kalton (ver [24]). A continuacién le asociamos su correspondiente

elipsoide Dy, que estard a distancia menor que

10 (1/p=1/26/2 < iy (1/p=1/2)6
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de A;. Volvemos a interpolar este nuevo elipsoide D; con el cuerpo inicial A usando el
mismo parametro 6. De esta forma conseguimos otro cuerpo convexo Ay y su elipsoide

D5 que estara a distancia de A menor o igual que

Cn1/p-1/20%

Repitiendo este procedimiento un nimero finito, m, de veces (que depende de A y de n)

podremos rebajar la distancia final entre A y el m-ésimo elipsoide hasta conseguir que
Cp/P=1/20" ¢

Finalmente obtendremos un elipsoide de Milman asociado al cuerpo inicial, que podra
ser utilizado en lugar del cuerpo A, para las mediciones de entropia, pagando, eso si,
la penalizacién de una constante absoluta, pero independiente de la dimension y por
supuesto de los compactos.

Hecho esto, la desigualdad de Brunn-Minkowski inversa se verifica, salvo una constante
absoluta y una deformacién afin, que es la que aparece en la correspondiente expresion,

pues, si el elipsoide de Milman asociado a A es
Ta(AaD) ~ A

y el asociado a B es
TB()\BD) ~ B

entonces se tiene

T o T (A) + BIY" = |T1YA) + Tz (B)|Y™ ~ |AaD + AgD|"/"
= (Mg + Ag)|D|Y™ = M| D|Y™ + Ag|D|V/"

7. Posiciones isotropicas

Quisiera finalizar mi discurso haciendo algunos comentarios sobre una de las partes de la
teoria de los cuerpos convexos que mas actividad presenta y en la que estoy especialmente
interesado en la actualidad. Podriamos resumirla diciendo que se trata del estudio y
calculo de los volimenes de las secciones y proyecciones de los cuerpos convexos.

El célebre argumento de Aristoteles, segiin el cual, la tierra deberia ser redonda, porque
sus sombras sobre la luna en los eclipses lunares, eran redondas, esta en la base de toda
esta teoria.

Nos podemos formular la siguiente pregunta: ;Es posible recuperar el tamano de un

cuerpo convexo conociendo el de sus proyecciones?, o jel de sus secciones?
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La tomografia geométrica, se ocupa muy recientemente de problemas relacionados con
estas situaciones (ver [18]). Es la parte de las matematicas que trata sobre la obtencién
de informacion acerca de los objetos geométricos, a través de sus secciones, proyecciones o
ambas cosas. Es claro que las aplicaciones médicas en la técnica del scanner, segin la cual
la imagen de una seccién de un ser humano puede ser reconstruida por rayos X, es una
fuente de problemas para esta materia. Los rayos X paralelos de un cuerpo llevan mas
informacion que sus proyecciones y Peter McMullen junto con Richard Gardner probaron
en 1980 que con sélo 4 direcciones adecuadas, los rayos X paralelos son suficientes para
determinar la forma de un cuerpo convexo.

Un problema recientemente resuelto es el de Busseman-Petty, que podemos formular

asi.

Problema de Busseman-Petty. Sean A y B dos cuerpos convexos y simétricos en R"

para los cuales el volumen de las secciones por hiperplanos centrales cumplen
|ANH|,—1 <|BNH|,1

para todo hiperplano H, jes cierto que entonces el volumen de A es menor o igual que el

volumen de B,
[Aln < |Ba?

Este problema fue planteado en 1956 y la historia de su soluciéon es larga, habiendo
contribuido a ella muchos autores. Para n > 5 la respuesta es negativa y esto fue de-
mostrado en una serie de trabajos: por Larman y Rogers en 1975, paran > 12; por K. Ball
para n > 10, en 1988; Giannopoulos y Bourgain para n > 7, en 1990-91; Papadimitrakis,
Gardner, Zhang bajaron hasta n > 5, entre 1992 y 1994. Un poco maés tarde Gardner,
también en 1994, probdé que para n = 3 la respuesta es afirmativa (el caso n = 2 es trivial
y la respuesta también es afirmativa), finalmente en 1997 Koldobsky y Zhang cerraron el
problema probando que la solucién es afirmativa también si n = 4.

En conclusién la respuesta es afirmativa inicamente en el caso de dimensiones menores
o iguales que 4.

La versién isomorfa de este problema, atin sin resolver, es la que ahora se conoce como
el problema del hiperplano, del cual hablaré a continuaciéon en términos de la isotropia.

Hay diferentes formas de asociar a un cuerpo convexo un elipsoide. Por ejemplo, el
elipsoide de John, ya mencionado, que fija una estructura euclidiana muy conveniente para
hacer teoria local y también, con motivo de la desigualdad inversa de Brunn-Minkowski,
un elipsoide que es equivalente al cuerpo en las mediciones de entropia, el elipsoide de

Milman, como ya hemos citado.
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Otra forma, ligada a la mecéanica del soélido rigido, es el elipsoide de Legendre o de
inercia de un cuerpo A. Este elipsoide viene asociado a la matriz de inercia del cuerpo.
Como es bien conocido, todo sodlido rigido define una matriz de inercia respecto de un
sistema de referencia, que es una forma cuadratica definida positiva. Dado que puede
diagonalizarse utilizando sus valores propios, obtenemos el elipsoide de inercia que por
una deformacion afin se transforma en la bola euclidea D. El elipsoide de Legendre es
el Unico elipsoide que tiene la misma matriz de inercia que el cuerpo A. Usando esa
deformacion, modificamos el cuerpo y obtenemos una posiciéon diferente del mismo, que
es lo que ahora se denomina posicion isotrépica. Esta posicion isotropica es tnica salvo
transformaciones ortogonales.

Asi pues, decimos que un subconjunto compacto A de R" esta en posicion isotrépica si
su tensor de inercia, con respecto a sus ejes principales que pasan por su centro de masas

es un multiplo de la matriz identidad, es decir,
M= LI,

M es la matriz de inercia de A, I,, es la matriz identidad y L es una constante.
Podemos introducir una relacién de equivalencia en la clase de todos los compactos
de R". Decimos que A es equivalente a B, A ~ B si tienen una misma posicién de
isotropia. En cada clase de equivalencia hay un cuerpo isotrépico y soélo uno de volumen
1, excepto transformaciones ortogonales. A la constante L de ese representante candnico
se le denomina constante de isotropia del compacto y se representa por L, (ver, [33]).
La constante de isotropia puede introducirse mediante una férmula que resume lo

anterior y es la siguiente. Dada A un compacto en R", llamamos

1 1
Ly =inf ———— —/ Tu|3d
S \/ﬁ|A|1/”\/ a7 J, ke

donde | A| representa el volumen de A y T recorre todas las transformaciones afines con

determinante igual a 1.

No es dificil probar que L4 es una funcion continua, mas ain, Lipschitz, con respecto
a la distancia de Banach-Mazur.

Asimismo, un simple calculo permite demostrar que existe una constante numeérica,
positiva (independiente de la dimensién) que acota inferiormente a la constante de isotropia
de cualquier compacto con interior no vacio. Jean Bourgain en 1991 ([14]) ha demostrado
que hay una acotacion superior de la constante isotropia de todos los cuerpos convexos y

simétricos en R". Concretamente ha probado que

Ly < Cnl/* logn,
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conjeturando que puede rebajarse la acotacién anterior, hasta quitar la dependencia de
n. Esto es lo que actualmente se denomina la conjetura del hiperplano.
El nombre es debido a que esta conjetura es equivalente, o tiene reformulaciones equi-

valentes, que pueden enunciarse de la siguiente forma

Conjetura del hiperplano.  Existe una constante, independiente de la dimension,
tal que cualquier cuerpo convexo que esté en posicion isotropica tiene las secciones por

hiperplanos que pasen por el centro, del mismo tamano (salvo esa constante).
o también para todos los convexos

Conjetura del hiperplano reformulada. FExiste una constante, independiente de la
dimension, tal que cualquier cuerpo convexo de volumen 1, tiene alguna seccién por algiin

hiperplano de volumen mayor o igual que esa constante.

Por ejemplo en el plano, la formula de integracion en polares permite asegurar que si
un cuerpo convexo tiene area 1, entonces alguna de sus cuerdas tiene longitud mayor o
igual que 1/4/7. En cada dimensién el resultado es cierto, como demostraron Bourgain en
el caso simétrico y Paouris, muy recientemente (ver [36]), en el no simétrico. La extrema
dificultad aparece al conjeturar que la constante no depende de la dimension.

Para la clase de conjuntos isotrépicos, Vaaler en 1975 (cf. [45]) habia formulado una

conjetura mas fuerte, que es lo que ahora se conoce como

Conjetura de Vaaler Si K es un cuerpo convexo simétrico e isotropico en R" y E es

cualquier subespacio vectorial de dimension k, con 1 < k < n, entonces

K 0B/ > K[V

Vaaler estudié este problema en relacién con la geometria de los nimeros ([35]). Lo
que Vaaler probd fue que el resultado era cierto para el cubo n-dimensional BJ.. Meyer
y Pajor, en 1988, ([28]) extendieron el resultado para el resto de bolas B} en el rango
2 <p < o yparap =1, quedando la conjetura desconocida en el intervalo 1 < p < 2.

K. Ball en 1991 ([3]) considerd el caso de las bolas cuyo elipsoide de maximo volumen
inscrito fuera la bola euclidea, probando la conjetura para las secciones 1-dimensionales.

Recientemente en un trabajo con Fernando Galve, Ana Pena y Miguel Romance (ver
[12]) hemos podido aportar algiin resultado al caso de las bolas By en el intervalo descono-
cido 1 < p < 2. Concretamente hemos visto que la conjetura es cierta para las secciones
n — 1 dimensionales y para las secciones k-dimensionales, siempre que 1 < k < (n—1)/2,

quedando aun toda una familia de secciones para las que se desconoce el resultado.
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8. A modo de epilogo

Para finalizar mi discurso y entroncando con el principio del mismo, querria terminarlo
volviéndome a hacer eco de la celebracién del Ano Internacional de las Matematicas.

Permitanme leer, como conclusion, el principio de la epistola que Pedro Roiz, clérigo
valenciano del siglo XVI, escribié en el ano 1575 al muy illustre senor Don Pedro Luys
Galceran de Borja, Maestre de Montesa y Marqués de Navarres y que aparece al principio
del “Libro de Reloges Solares”, escrito por el citado clérigo y dirigido al senor de Borja,
con motivo de la edicién del libro (reproducido en una edicién facsimil por el Senado, con
motivo del Afio Internacional de las Matematicas)

Los Griegos, aunque géte Ydolatra, Muy Illustre Senor, pero zelosos del bien y paz de
su Republica, consultaron a Apollo, en la ysla Delos, quando tendrian fin las dissensiones
y guerras civiles que entre ellos auia: El Demonio les respondio enigmaticamente, como
solia, que entonces cessarian, quando le doblassen el ara donde le sacrificauan. Esta ara,
era un altar grande de bronzo, de seys superficies quadradas, de la forma de un dado.
Pensaron los Griegos, que con hazer otra ara, y juntarla con la primera, aurian cuplido
con la respuesta: y quedaron frustrados, sin consequir lo que desseauan. Consultaron
sequnda vez, y respondioles, que no auian obedecido. Fueron a saber de Platon, como se
auia de doblar aquella ara; y dizo, que auia de ser de manera, ¢ quedasse con la misma
figura cubica y proporcion, que tenia: y que esto era muy difficultoso, ni se podia hazer sin
mucho estudio de Arithmetica y Geometria, con las cuales sciencias se alcanca noticia
para saber acrecétar y disminuyr qualquier cuerpo, quedandose con la misma figura vy
proporcion. Y assi, que la intencion y voluntad de Apollo era, que se diessen al estudio
de las Mathematicas: pues con ellas, y no de otra manera, podian poner por obra lo que
les auia declarado. FEscriuen los Historiadores, que lo hizieron, y despues viuteron con
mucha paz. (...)

(...) Porque realmente, entre todas las Sciencias humanas, las que ennoblecen vy illus-
tran los hombres, y entre otros a los Principes y personas preeminentes, son las Math-
ematicas: las quales con su variedad, no solamente deleytan el entendimiento, pero ain

entretienen los sentidos. (...)
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