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Resumen

En el presente articulo se repasan e introducen algoritmos secuenciales y para-
lelos de evaluacién de polinomios escritos como sumas finitas de polinomios or-
togonales. Se presentan diversas pruebas numéricas y un andlisis detallado de la
estabilidad numérica de los mismos.

Palabras clave: polinomios ortogonales, evaluacién polinomial,
algoritmos paralelos, estabilidad numérica.
Clasificacién AMS: 33C45, 65G50, 65Y05, 65Y20.

1. Introduccién

Una de las operaciones elementales més utilizadas en andlisis numérico, y en matemaéticas
en general, es la evaluacién de polinomios. Dicha evaluacién normalmente se realiza como
una parte dentro de algoritmos y métodos numéricos més amplios, pero no por ello deja
de ser importante.

La forma més utilizada de escribir un polinomio es como potencias de la variable

independiente z, es decir:
n
Pn (:L‘ ) = Z G iE',
=0
o como potencias de z — zg
n
Pa(z) =) ¢ (z = o)’
=0
En estos dos casos se suele usar el algoritmo de Horner a la hora de evaluarlo.
Otra posible formulacién de un polinomio consiste en escribirlo como una suma finita

de polinomios ortogonales'de una misma familia {¢;(z)}:

Pu(@) = 3" c i(a). &

=0



Esta formulacién aparece innumerables veces en diversos campos de las matemaéticas y de
la fisica; en la aproximacién de funciones mediante polinomios ortogonales [22, 42, 45|,
evaluacién de funciones especiales [3, 22, 34], integracién numérica de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias o retardadas mediante métodos de colocacién [8, 13, 19, 20], integracién
numérica de ecuaciones en derivadas parciales mediante métodos de colocacién [28], etc.
Estos polinomios pueden ser evaluados mediante los algoritmos de Clenshaw [21] y de
Forsythe [27], algoritmos implementados en toda librerfa cientifica que se precie, como
IMSL y NAG.

Una vez se dispone de un algoritmo es importante realizar un anélisis detallado de
su estabilidad numérica, estableciendo cotas de error backward y forward. Estos anélisis
tedricos nos dirdn cuidndo podemos utilizar dichos algoritmos. En el caso del algoritmo
de Horner existe un anélisis detallado de su estabilidad numérica a la hora de implemen-
tarlo en un ordenador (ver los trabajos de Wilkinson [47], pionero en tales andlisis). Sin
embargo, para los algoritmos de Clenshaw y de Forsythe s6lo existen andlisis para ciertas
familias de polinomios ortogonales [4, 23, 26, 29, 39, 40, 41, 43]. Por ello, a la hora de
completar el problema de la evaluacién polinomial resulta necesario realizar tales anélisis
y éste es uno de los problemas abordados en el presente trabajo (Seccién 4).

Por otro lado, el uso de los ordenadores paralelos estd creciendo actualmente entre la
comunidad cientifica, permitiendo resolver problemas antes inabordables. Desde este pun-
to de vista es interesante introducir nuevos algoritmos paralelos que permitan realizar en
este tipo de ordenadores todas las operaciones realizadas en un ordenador secuencial. Una
de estas operaciones es la evaluacién de polinomios. Recientemente, dada su utilidad, han
sido propuestos diversos algoritmos que generalizan el algoritmo de Horner a ordenadores
paralelos [25, 33, 35, 37, 38] y hasta hace muy poco no se disponia de ningin algoritmo
paralelo de evaluacién de polinomios escritos como una suma finita de polinomios ortogo-
nales [9, 16, 17]. Asi, otro problema que estudiamos (Seccién 3) es la evaluacién paralela
de tales polinomios.

Como ya se ha comentado anteriormente, una vez que se introduce un nuevo algorit-
mo es necesario su estudio tedrico. En el caso de los algoritmos paralelos existen muy
pocos estudios de su estabilidad numeérica y, en general, dichos algoritmos suelen ser més
inestables que los algoritmos secuenciales de los que proceden. Por ejemplo, en [31] se de-
muestra que los algoritmos paralelos de resolucién de sistemas lineales triangulares puede
ser mucho més inestables que la eliminacién Gaussiana en secuencial. Pero esta situacién
no puede ser generalizada, ya que por ejemplo en [48, 49] se demuestra que los algoritmos
paralelos de resolucién de sistemas bidiagonales tienen un comportamiento anélogo a los

algoritmos secuenciales. Esta diversidad de situaciones nos plantea la duda razonable de



cémo es la estabilidad de los nuevos algoritmos de evaluacién de polinomios, pregunta
que se analiza en la Seccién 5 del presente trabajo, donde se demuestra que la estabilidad
de los algoritmos paralelos y secuenciales es similar y, por tanto, los nuevos algoritmos

pueden ser utilizados sin demasiados problemas.

2. Algoritmos secuenciales

Una sucesién de polinomios ortogonales cldsicos sobre la recta real {¢,(z)} satisface [1, 36]

la siguiente recurrencia lineal a tres términos:
¢7‘(‘r) = ar(x) Qbr—-l(x) + :81' ¢r—2(x): T 2 2) (2)

donde a,(z) es una funcién lineal de z, B, es una constante y ¢;(z) = a1(z) y ¢o(z) = 1.
Existen diversos algoritmos disefiados para la evaluacién de combinaciones lineales de
tales polinomios, como el algoritmo de Clenshaw [21, 45] y el de Forsythe [27].
El algoritmo de Clenshaw [21, 45] se describe como:

ALGORITMO DE CLENSHAW (C)

Paso 1: Célculo de los coeficientes {g;}:

Gn+1(Z) = gnya(z) =0,

®3)
QT(m) =¢ + Olr+1(fl7) QT+1($) + ﬂr+2 QT+2(:I:)7 para T =1n,..., 1.
Paso 2: Célculo del valor del polinomio
> a¢r(z) = {co + B2 a2(2)} do(2) + au(z) 1 (2) (4)

=0

El algoritmo de Clenshaw admite una formulacién matricial. Sea S € R™ " la matriz

1 —ay —fs
1 —o3
S= . | (5)
—a,
1

entonces el algoritmo de Clenshaw es equivalente a resolver el sistema tridiagonal tri-

angular superior Sq = ¢, donde q,c € R™ son los vectores ¢ = (q1,q2,...,q:)" ¥



¢ = (c1,¢2...,Cn)", y después usar la relacién (4) para obtener el valor final del poli-
ortogonales clasicos, entonces la recurrencia del algoritmo de Clenshaw (3) puede llevarse
hasta 7 = 0 y calcular go(z) de modo que Y ¢; ¢;(z) = go(z). En esta situcién la formu-
lacién matricial del algoritmo necesitarfa la inclusién de una nueva fila con 1, —a;(z) y

—f,, obteniendo, por tanto, una matriz § € R®+D* ) y g ¢ ¢ R™L.

El algoritmo de Forsythe [27] est4 basado en una aplicacién directa de la recurrencia

a tres términos (2) y consiste en:

ALGORITMO DE FORSYTHE (F)

Paso 1: Cslculo de los polinomios ortogonales {¢;} y de las sumas parciales {f;}:
fi(z) = coo(z) + c1 41(2),
¢r(2) = () $r-1(z) + Br dr-2(2), (6)
11(@) = Fraa(&) + 0 6:(@), o

Paso 2: Célculo del valor del polinomio

n

Z & () = falz), (7

r=0

El algoritme de Forsythe también puede ser escrito en forma matricial. La evaluacién
de la familia de polinomios ortogonales {¢;} es equivalente a resolver el sistema lineal
F ¢ =eny, con F e RODXCHD g e e R™! dados por

I —an —fa ¢n 0
1 —op : :
F= o =By |y e= ], enpi=| |, (8)
-0y é1 0
1 o %o

y después tener en cuenta el sumatorio ¥ ¢, ¢r.

Si nos atenemos exclusivamente al nimero de operaciones aritméticas, el algoritmo de
Clenshaw requiere 4n + 5 flops (sumas y multiplicaciones), mientras que el algoritmo de
Forsythe necesita 5n — 2 flops. Por lo tanto, de acuerdo a la complejidad computacional,

el algoritmo de Clenshaw es mds eficiente y en general es el més utilizado.



3. Algoritmos paralelos

En los ltimos afios ha surgido el concepto de computacién en paralelo, situacién que
proporciona al investigador una enorme capacidad de célculo, la cual le permite abordar
problemas, que por sus enormes requerimientos computacionales, no era posible simular
afios atrds con la tecnologia existente.

Simplificando, un ordenador paralelo consta de varios procesadores, los cuales pueden
compartir o no parte de memoria, realizar todos la misma operacién o no, etc. Asi
surgen distintos tipos de ordenadores paralelos: de instruccién simple (SI) o de instruccién
multiple (MI). A su vez cada uno de ellos puede ser de dato dnico (SD) o datos miiltiples
(MD), obteniendo por tanto ordenadores de los tipos SISD, SIMD, MISD y MIMD, siendo
estos ltimos los més ttiles. Por dltimo, si cada procesador comparte su memoria con el
resto de los procesadores, tendremos ordenadores de memoria compartida o bien, si cada
uno de ellos posee éu propia memoria, ordenadores de memoria distribuida. Nosotros
analizaremos el caso de tener un ordenador MIMD (multiple-instruction multiple-data)
de memoria distribuida, ya que un algoritmo disefiado para ellos serd til en casi todas
las demés arquitecturas. Ordenadores de este tipo son los ordenadores CRAY, Meiko

Computing Surfaces y cualquier red de ordenadores.

8.1 Polinomios de Chebyshev: algoritmos CHPC y CHPF

En esta subseccién analizaremos con detalle el desarrollo de algoritmos paralelos para la
evaluacién de polinomios escritos como combinaciones lineales de polinomios de Cheby-
shev de primera o de segunda especie. Los polinomios de Chebyshev de primera especie

{Ti(z)} verifican [42] la recurrencia triple dada por

TO(I) = 11 Tl(m) =T,
Tr(z) — 22 Tr—1(z) + Tr—2(z) = 0, r>2,

y los polinomios de Chebyshev de segunda especie {U;(z)} otra relacién andloga. Ambas
familias de polinomios estédn definidas en el intervalo cerrado [—1,1].

Para encontrar algoritmos paralelos para estas dos familias primerb analizaremos la re-
currencia triple genérica (2). A la hora de plantear la evaluacién en paralelo de una recur-
rencia lineal es preciso analizar si los elementos que la forman verifican alguna propiedad.
En nuestro caso las recurrencias vienen determinadas por los polinomios ortogonales.
Supongamos que los polinomios dados verifican, ademds de la clésica recurrencia triple,

otra recurrencia:

¢SP+m($) + a:n’p(z) ¢(s—1)p+m(z) + By (x) ¢(s—2)p+m(x) =0, (9)



para ciertos o"?(z) y B7P(z), siendo m el desplazamiento y p un fndice (en nuestro caso
el niimero de procesadores) que permite la separacién en bloques (m = 0,...,p—1). Asi,

la expresién (9) se puede escribir como una recurrencia p—paralela:

O (z) + 0P (z) Do (z) + B (z) () = 0 (10)
donde ®7P(z) = ¢sp+m. Aplicado a sumas de polinomios que satisfacen dicha relacién nos
permite calcular de modo independiente p sumas parciales. Ademds, con esta notacién y
suponiendo que n = kp — 1, la suma Y7 ¢.¢,(z) puede ser escrita como

kp—1 : p=1" /k—1 p-1
ZO edr(z) =3 (Z_% Csp+m ¢sp+m($)> =D P"(z).

m=0 m=0

Ahora un algoritmo paralelo para evaluar cada suma parcial P™?(z) puede ser obtenido

aplicando los algoritmos de Clenshaw o Forsythe a la relacién (10). Esto nos da dos al-
goritmos paralelos (14, 15, 16, 17].

Particularicemos ahora al caso de los polinomios de Chebyshev, los cuales verifican las

siguientes relaciones entre el producto de dos de ellos [42]:

Ty(z) Ta(z) = 'é' {Tn+p(z) + Tinypl (II:)} )

Ty(z) Un(z) = § {Untp(®) + Ujnpi ()} -

Por lo tanto, en el caso de polinomios de Chebyshev de primera especie, tendremos la

(11)

siguiente recurrencia en paralelo:
Toptm(z) = 2T5(2) Ts-1)p+m(7) + Tjs—2)p+m|(z) = 0, para s>1 (12)

y por lo tanto un algoritmo paralelo para evaluar p,(z) = >, ¢ Tr(z) se escribe como:

CHEBYSHEV-PARALLEL CLENSHAW (CHPC)

Paso 1: Proceso de inicializacién: Ty(z), k=2,...,p.
Paso 2: Célculo de P*?(z),..., PP"1?(z) en paralelo con p procesadores, siendo
PP (z) = Q5" Tin(z) — Q1 Tp—m(z), (13)

donde Qg"* y Q7" se calculan con la recurrencia

QT =1 =0,

(14)
QTP = Crmrprm +2Tp(z) Q7 — QF5, r=k-1,...,0.
Paso 3: Célculo final del valor del polinomio
p—-1
pa(z) = 3 P™(z). (15)

m=0

10



Notemos que en la ecuacién (13) se ha hecho uso de la propiedad (12). Dado que
los polinomios de Chebyshev de segunda especie verifican una propiedad andloga, pero
para s > 2, es necesario distinguir la evaluacién de un polinomio escrito como una com-
binacién lineal de polinomios de Chebyshev de segunda especie pn(z) = g ¢ Ur(2).

Asi, obtenemos el correspondiente algoritmo paralelo:

CHEBYSHEV—PARALLEL CLENSHAW (CH,PC)

Paso 1: Proceso de inicializacién: Ux(z), k =2,...,2p y Tp(z).

Paso 2: Célculo de P%?(z),..., PP~1?(z) en paralelo con p procesadores, siendo
Pm?(z) = Q5" Un(z) + QT {Upsm(z) — 2T5(z) Un(2)}, (16)

donde Q7? y Q7" se calculan con la recurrencia (14)

Paso 3: Célculo final del valor del polinomio

p—-1
pa(z) = Z P™P (). (17)

m=0

Si ahora aplicamos las técnicas de paralelizacién al algoritmo de Forsythe obtendremos
los correspondientes algoritmos paralelos. Asi, el algoritmo paralelo de Forsythe (en

adelante CHPF') para evaluar p,(z) = Sr_q ¢ Tr(z) se escribird como:

CHEBYSHEV-PARALLEL FORSYTHE (CHPF)

Paso 1: Proceso de inicializacién: Tj(z), i =2,...,2p.

Paso 2: Célculo de Fo?(z),..., FP~1P(z) en paralelo con p procesadores, siendo
F™? = ¢ Trn(T) + Cmtp Trnip(7)
Trpim(®) = 2T5() Tmpim(2) = Tr-2ipim(2) (18)

Fm™P = F™P 4 Copim Trp+m(x)

Paso 3: Célculo final del valor del polinomio

pu(@)= 3 F™(a) (19)

m=0

11



Y de modo anélogo se obtendria un algoritmo paralelo para el caso de los polinomios

de Chebyshev de segunda especie.

Es interesante remarcar que los algoritmos anteriores permiten a su vez obtener algo-
ritmos paralelos de evaluacién de series trigonométricas debido a las conocidas relaciones
entre los polinomios de Chebyshev y expresiones trigonométricas [1, 42]:

sen(n )

m, con x = cosb.

Tn(z) = cos(nb), Up-1(z) =

Asi pues, evaluar un suma finita de cosenos (37, ¢, cos(r6)) es equivalente a evaluar
una suma finita de polinomios de Chebyshev de primera especie, mientras que evaluar
2or=1 ¢rsen(r 0) equivale a evaluar una suma finita de polinomios de Chebyshev de segunda
especie. Asf mismo, si lo que tenemos es una suma de Fourier nos basta con descomponerla

en una suma de cosenos y otra de senos.

Una vez descritos los algoritmos paralelos es necesario analizar su complejidad com-
putacional para un ordenador paralelo tipo MIMD.

En primer lugar analicemos la complejidad del algoritmo CHPC. En el Paso 1 se
evalian diversos polinomios en la inicializacién del algoritmo, en el caso de polinomios
de Chebyshev de primera especie necesitamos 2p — 4 ﬂopé en secuencial, y en paralelo
2 [logy(p — 2)] flops. En el caso de polinomios de Chebyshev de segunda. especie 6p —
12 flops en secuencial y € {logy(p — 2)] flops en paralelo. Dado que la evaluacién en
paralelo de la inicializacién involucra diversas comunicaciones entre procesadores resulta
més ventajoso su evaluacién en secuencial. Por ello, de ahora en adelante supondrémos
que los procesos de inicializacién siempre se realizardn en secuencial. En el Paso 2 (la
parte paralela del algoritmo) se necesitan 3 (k + 1) flops y en el Paso 3, se necesitan
[log, p] flops usando p procesadores o bien p — 1 en secuencial. A su vez denotaremos por
Teom €l tiempo de comunicacién entre procesadores. Reuniendo todos los pasos se obtiene
la complejidad final del algoritmo para la evaluacién de una suma finita de polinomios de

Chebyshev de primera especie T}, (z),
TOUPC = 3 (k4+p) =24+ Tom, con k=[(n+1)/p], (20)

y de modo andlogo se obtiene TpCHPF = 4k+3p—12+T¢om flops para el algoritmo CHPF.
Un pardmetro muy utilizado en la medida del aprovechamiento de un ordenador para-
lelo cuando se implementa un algoritmo en él es el speed-up: Sp = T1/Tp. En nuestro

caso comparamos el algoritmo mds eficiente en secuencial (el algoritmo de Clenshaw) con

12



el algoritmo paralelo. Asi, el speed-up del algoritmo CHPC sera

" TCHPC T 3(k+p) = 2+ Teom’

SCHPC Tlc 3n+2
p

Dado que lim,_, SPCHPC = p, se tiene que, asintéticamente, el algoritmo CHPC es
4ptimo con respecto al algoritmo secuencial de Clenshaw debido a que tiende a su maximo

valor p.

3.1.1 PRUEBAS NUMERICAS

Con intencién de analizar el comportamiento efectivo de los algoritmos introducidos han
sido programados y ejecutados en un ordenador CRAY T3D con 512-PE usando Message
Passing Interface (MPI) como entorno paralelo en el Edinburgh Parallel Computing Cen-
tre (EPCC). Este superordenador estd gestionado por un sistema CRAY Y-MP. Cada
nodo T3D PE consta de un procesador DECchip 21064 Alpha con 64Mb de memoria.
La configuracién de hardware del superordenador incluye dos puertos IO soportando co-
municaciones de hasta 200 Mbyte/sec. El hecho de escoger MPI se debe a su probada
funcionalidad y debido a que actualmente es uno de los entornos paralelos mas utilizados

por la comunidad cientifica.

1

32 procesadores

eficiencia
eficiencia

eficiencia
eficiencia

eficiencia
eficiencia

grado n

Figura 1.—Eficiencia de los algoritmos CHPC (o), CHPF (x) y trivial (—--) en la evaluacién

de un polinomio escrito como una suma finita de polinomios de Chebyshev de primera especie.

En la figura 1 presentamos la eficiencia (E, = S,/p) de los algoritmos paralelos com-

parados con el algoritmo de Clenshaw secuencial. En las gréficas se observa el tipico

13



E

eficiencia
o
[
. s . E
eficiencia

E

eficiencia

eficiencia
o
L4

8 procesadores

64 procesadores

5 6

= o\/‘\

10 10 10 10
grado n grado n

10

Figura 2.—Eficiencia, sin tener en cuenta la comunicacién entre procesadores, de los algoritmos
CHPC (o) y CHPF (x) en la evaluacién de un polinomio escrito como una suma finita de

polinomios de Chebyshev de primera especie.

eficiencia
© o o
S [+)] [

o
N

(=]

60 80
procesadores p

Figura 3.—Eficiencia en la evaluacién de un polinomio de grado n (n = 104,103, 10°) usando

el algoritmo CHPC.

comportamiento de este tipo de problemas y algoritmos (ver [24]): la eficiencia decrece
segin aumenta el nimero de procesadores, necesitando un problema de alto grado para
obtener buenos resultados. As{ mismo, se observa que el comportamiento de los algorit-
mos CHPC y CHPF es muy similar. Esto se debe a que en procesadores RISC (como son
los DECchip 21064 Alpha) se realizan m multiplicaciones y sumas en cada ciclo de reloj
(m en general entre 1y 4). Por ello, la diferencia entre los algoritmos CHPC y CHPF se
ve minimizada. En la figura 1 también se muestra el comportamiento del algoritmo trivial
que consiste en evaluar en paralelo el polinomio usando la definicién trigonométrica de
los polinomios de Chebyshev, algoritmo muy poco eficiente.

En la figura 2 damos la eficiencia de los algoritmos si suprimimos el proceso de comu-
nicacién entre procesadores (situacién evidentemente teérica). Se puede observar como

para polinomios de grado bajo el proceso de comunicacién es el que més tiempo emplea.

14



En la figura 3 presentamos la evolucién de la eficiencia del algoritmo CHPC segin
el nimero de procesadores, graficas que presentan el tipico comportamiento decreciente

para este tipo de problemas [24].

8.2 Polinomios ortogonales genéricos

En el apartado anterior se han comentado extensiones paralelas de algoritmos secuen-
ciales para evaluar sumas de polinomios de Chebyshev. Estos algoritmos se basan en
una relacién de recurrencia en paralelo obtenida haciendo uso de férmulas del producto
de dos polinomios de Chebyshev (11). Desgraciadamente, otras familias de polinomios
ortogonales no verifican reglas tan sencillas. Por ejemplo, el producto de dos polinomios
de Gegenbauer verifica [2]:

min(m,n)

Ch@)Ch)=

k=0

mtn+ =2k Ve WNmek Mook @)mink (m+n—28)! )
AR Ak B (m— R = B Vs @0emeze _tn=2(E)

donde (y)s =7 (v 4+1)-(y+2)---(y+5— 1) es el simbolo de Pochhammer [36]. Al ser
muy complicadas e involucrar un gran nimero de términos estas férmulas no permiten
una eficiente implementacién de algoritmos paralelos. Por lo tanto, a la hora de construir
métodos paralelos, se utilizardn métodos de paralelizacién de la formulacién matricial
de las recurrencias secuenciales. Es importante tener en cuenta que para una familia
genérica de polinomios ortogonales es necesario calcular los coeficientes o, (z) y G- que
la determinan, los cuales pueden ser calculados en paralelo. En la tabla 1 aparecen los

coeficientes para diversas familias de polinomios [1, 36).

Tabla 1.—Coeficientes de la recurrencia triple para las familias de polinomios ortogonales

de Jacobi, Gegenbauer, Legendre y Chebyshev de primera y de segunda especie.

ar(z) Br
PP () I(2T+a+ﬂ)(2r+a+ﬂ-—1)+ _(r+a-1)(r+B-1)2r+a+p)
' 2r(r+a+p) r(r+a+p)@r+a+pB-2)
+ (@®-p5)2r+a+p-1)
2r(r+a+pf)(2r+a+pB-2)
i - —

«Pz(l') x27‘r—'1 -7'-;‘-1
Ti(z) 2z -1
Ui(z) 2z -1
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En las siguientes subsecciones presentamos cuatro nuevos algoritmos [5, 9] para la

evaluacién en paralelo de sumas finitas de una familia genérica de polinomios ortogonales

3.2.1 PARALLEL CLENSHAW ALGORITHM (PC)

Para simplificar la notacién supondremos que n= kp, con p el nimero de procesadores
(el caso general se obtiene con cambios muy sencillos). Dividiendo la matriz S (5) en p

bloques, se tiene

D U
D2 .
S= ) , (21)
.. up_ 1
Dy
donde las submatrices D;, U; € R*** son
1 —au-nrr2 —Bi-1)k+3
0 ... 0
1 —Qi—1)k+3 .
D’ = _ﬂzk ’ U =
1 —a —Bik+1 :
—Quk
) —Qikt1 —Biky2 0 0
Ahora, usando las técnicas de divide-and-conquer y la eliminacién Gaussiana en parale-

sistema S* ¢ = ¢* donde

]Ik L{f CI
0 . :
S* — k ‘ , c* = ) , (22)
u;_l .
]Ik C;

con I, la matriz identidad € IR*** y

al bl :

0_ 0_
a; =—airy1 b ==Lz 0 ... 0

4 : k-2 k-1 pk—2 pk—1 .x *
Por lo tanto, después de comunicar los valores af; 2, ak 1, bE-2, bk 3 Clm=1)k+2> Clm—1)k+1>
para m = 1,...,p, nuestro problema se reduce a resolver un sistema lineal reducido de

orden 2p
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I ulR* Q C{l*

I, : :
* = Rx (23)
L(zf_l Qp—l Cp-l
I, Q, ck
donde las submatrices Iy, UR* € IR¥*? y los vectores Q;, CP eR? (i=1,...,p) vienen

dados por

k-1 k-1 *
UP a; b; Q, = q(i-1)k+1 CR* = Cli—1)k+1
i = _ o | &= Ui =
k=2 ph—2 ) ot
a; i A(i—1)k+2 (i-1)k+2
Este sistema reducido puede ser resuelto en paralelo mediante métodos recursivos pero que
involucran un gran nimero de comunicaciones entre procesadores. Por tanto, resolveremos

de modo secuencial los sistemas reducidos.

Finalmente se obtiene el valor del polinomio usando (4).

Asi, el algoritmo puede escribirse como:

PARALLEL CLENSHAW ALGORITHM (PC)

Paso 1: Evaluacién en paralelo de los coeficientes o; y B para j = 1,...,n.
Paso 2: Diagonalizacién en paralelo de D; y célculo de U} = D; Uy c.
Paso 3: Comunicacién de a¥;2, ak ™, 052, 0571, ¢ _1yets Clmetperr (M=1,...,D).

Paso 4: Resolucién del sistema lineal reducido (23) usando Q; = Cf* —Uf* Q,,,.

Paso 5: Evaluacién final del polinomio mediante la ecuacién (4).

Es importante sefialar que el algoritmo PC aplica las técnicas de divide-and-conquer
pero sin resolver completamente cada uno de los p subsistemas. Al evaluar un polinomio
no estamos interesados en sumas parciales, que nos las darfa la resolucién completa del
sistema S q = ¢, si no en los wltimos términos g; y g2. Lo cual redunda en el consigu-
iente ahorro de memoria al guardar muy pocos términos y en que sélo hace falta una
comunicacién entre procesadores.

Asf mismo, es interesante remarcar que el algoritmo PC puede interpretarse [9] como
la evaluacién de tres polinomios, de ahf el aumento de la complejidad computacional con

respecto al algoritmo secuencial.
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Notemos que el algoritmo PC incrementa la complejidad computacional con respecto
al algoritmo secuencial pero, debido a la evaluacién de los coeficientes de las recurrencias
este incremento se ve minimizado. Asf, para un ordenador de tipo MIMD llamaremos Tepm
al tiempo de comunicacién entre procesadores y Ty, y T a la complejidad de evaluar oy
B; respectivamente (supondremos igual complejidad para cada j). Es importante sefialar
que la evaluacién de estos coeficientes o; y 5; puede llevar mis tiempo computacional que
la evaluacién del polinomio propiamente dicho, ademés, es importante tener en cuenta
que estas evaluaciones involucran divisiones.

Teniendo en cuenta todo lo anterior es ficil obtener la complejidad computacional del

algoritmo PC:

T,°=k (10+To+T5) +8p =19+ Topm, con k= [n/p]. (24)

3.2.2 MATRIX PARALLEL CLENSHAW ALGORITHM (MPC)

Si formulamos la ecuacién (3) como un producto de matrices entonces es posible obtener

otro algoritmo paralelo. La recurrencia (3) se puede poner de la forma

qr Qri1 ﬂr+2 Cr r41 qr+1
Qr+1 = 1 0 0 Jr+2 = M'SJ : ar+2
1 0 0 1 1 1

Asi, la evaluacién del polinomio se realiza usando la ecuacién (4) donde los coeficientes

g2 Y q1 se obtienen del producto de matrices

Q1 N 0
@ | = {H MTC} -1 0
1 = 1

Esta formulacién como producto de matrices permite generar un nuevo algoritmo

paralelo al poder realizar dicho producto en paralelo.

MATRIX PARALLEL CLENSHAW ALGORITHM (MPC)

Paso 1: Evaluacién en paralelo de los coeficientes o;y B;paraj=1,...,n.

Paso 2: Evaluacién en cada procesador m del producto parcial de matrices:

ﬂ_m,C' _ "ff MC
= he¥

r=(m-1)p+1

Paso 3: Comunicacién de 7™ (m = 1,...,p).
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Paso 4: Célculo del producto total en secuencial:

Q1 » mp 0 » 0
Q2 = { H ( H Mf) } . 0 = { H 7r1n,C} . 0 . (25)
1 m=1 \r=(m-1)p+1 1 m=1 1

Paso 5: Evaluacién final del polinomio por medio de (4).

Usando la misma notacién que en el algoritmo PC se obtiene la complejidad computa-

cional de este a,lgoritmo:
TMPC =k (10+ Ta +Tp) + 19p — 34+ Toom,  con k= [n/p].

3.2.3 PARALLEL FORSYTHE ALGORITHM (PF)

Este algoritmo usa las mismas técnicas que el algoritmo PC. En primer lugar supongamos
que n = kp — 1. Dividiendo la matriz F (8) en p bloques, tendremos una matriz similar
a § (21) pero donde

1 —ap-ikih-1 —Bep-i)k+k-1

1 —Q(p—i)k+k—2
Di = —Be-ik+2 |
1 —o@-ik+1
1
0 .0
U =

—Bp—ijk+1 :
—ap-iy  —PBe-gx 0 ... 0

Usando la eliminacién Gaussiana en paralelo y el método de divide-and-conquer se obtiene

el sistema F* ¢ = e}, donde usamos en F* la misma notacién que en S* (22) y

T
* * *
en+1-— (0,...,0,Ck__1,...,60)
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Después de un proceso de comunicacién necesitaremos resolver un sistema lineal reducido

de orden 2p

I, U{E* O,
I, :
R = (26)
up—*l 02
I, Ef*

donde las submatrices Iy, U/ € R?*? y los vectores &;, Ef*, O, € R? vienen dados por

k-1 k-1 N
" a; b; Blp—it1)k-1 ” Cp— 0
uf=(k-2 k-a),@:( . VB = T 0= )
a;i" b Po—iv1)k—2 Ch_g 0

A continuacién se deben comunicar las soluciones a cada procesador para obtener los
valores de todos los polinomios ortogonales {¢;(z)}. Finalmente se han de comunicar los
valores de los polinomios ortogonales o bien la suma parcial para poder obtener el valor

del polinomio mediante (1). As, el algoritmo puede escribirse como:

Paso 1: Evaluacién en paralelo de'los coeficientes a;; y B para j =1,...,n.
Paso 2: Diagonalizacién en paralelo de D, y cdlculo de Uy = D' Us y el
Paso 3: Comunicacién de af;2, ak71 0672 067 (m=1,...,p) y ¢} _g,Ch_y.
Paso 4: Resolucién del sistema lineal reducido (26).

Paso 5: Comunicacién de ¢pm—2, ¢mr—1 (m=1,...,p).

Paso 6: Resolucién en paralelo de los subsistemas para obtener:
{¢i(z),i=0,...,n}.

Paso 7: Comunicacién de {¢;(z), i =0,...,n}.

Paso 8: Evaluacién final del polinomio por medio de (1).

Usando la misma notacién que en el algoritmo PC se obtiene la complejidad computa-

cional de este algoritmo:

TR =k (11+Ta+Tp) +6p—15+3T0m, con k=[(n+1)/p].

20



Debido a los tres procesos de comunicacién (el algoritmo PC sélo necesita uno) y a su
mayor complejidad computacional, este algoritmo no resulta eficiente en comparacién con

los demis.

3.2.4 MATRIX PARALLEL FORSYTHE ALGORITHM (MPF)

Usando la ecuacién (6) podemos generar un algoritmo paralelo del mismo tipo que el

algoritmo MPC. En este caso la recurrencia puede ser puesta como

fra1 1l g O ' fre2 fr—2
or = 0 o ﬂr ¢r—1 = Mf‘ * bro1
¢r—1 0 1 0 ¢r—2 ¢r—2

y por lo tanto, el polinomio puede ser evaluado usando 3r_g ¢¢r(2) = fa—1 + cn $u(2),

donde f,_1 y ¢.(z) se generan mediante el producto de matrices

fn—l n 0
o | = {1:11 Mf—r+l} B )
¢n—1 = 0

Por lo tanto, el algoritmo paralelo consistir4 en la evaluacién en paralelo del producto

de matrices.

MATRIX PARALLEL FORSYTHE ALGORITHM (MPF)

Paso 1: Evaluacién en paralelo de los coeficientes o; y §; para j = 1,...,n.

Paso 2: Evaluacién en cada procesador m del producto parcial de matrices:

mp
m,F _ F
™ = H Mn—r+l .
r=(m—1)p+1

Paso 3: Comunicacién de 7™F (m=1,...,p).
Paso 4: Calculo del producto total en secuencial:

f;: ={ﬁ ( ﬁ Mf-r+1)}' .d?o ={ﬁ “m'F}' ;0 - (27)

=1 \r=(m-1)p+1 =1
b m (m—1)p+ 0 m; 0

Paso 5: Evaluacién final del polinomio por medio de

i cr¢r(x) = fn—l + Cn¢n(a7)

=0
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Usando la misma notacién que en el algoritmo PC se obtiene la complejidad computa-

cional de este algoritmo:

TMPF = &k (10+ To +Tp) +20p — 33+ Topm,  con k= [n/p]. (28)

3.2.5 PRUEBAS NUMERICAS

Como en la subseccién 3.1.1 todas las pruebas han sido realizadas en un superordenador
Cray T3D en el EPCC (Edimburgo).

En la figura 4 presentamos la eficiencia en la evaluacién de un polinomio de grado
n escrito como una suma finita de polinomios de Jacobi y de Gegenbauer, usando los
algoritmos PC, MPC, PF y MPF. La evolucién general de las gréficas es semejante al
de la seccién 3.1.1, donde para obtener buenas eficiencias se necesitaba un polinomio de
alto grado. Se observa como el comportamiento de los algoritmos PC y MPF es muy
similar, siendo ligeramente inferior la eficiencia del algoritmo MPC. Finalmente, debido a
las tres comunicaciones entre procesadores, el algoritmo PF presenta claramente la peor
eficiencia. Ademds, es importante remarcar como la eficiencia es mayor para el caso de
los polinomios de Jacobi. La razén estd en la mayor complejidad computacional en la
evaluacién de los coeficientes ¢; y §; en el caso de los polinomios de Jacobi. Notemos que
al ser procesadores RISC se realizan varias operaciones (multiplicaciones y adiciones) en el
mismo ciclo del reloj, pero las divisiones interrumpen esta evaluacién simult4nea, haciendo
por tanto todavia més costoss esta evaluacién. Estos hechos minimizan el incremento

computacional de los algoritmos paralelos en comparacién con los algoritmos secuenciales.

Tabla 2.—Evolucién de la eficiencia segin el niimero de procesadores en la evaluacién de
un polinomio de grado 10°, escrito como una suma finita de polinomios de Chebyshev,
usando los algoritmos CHPC y PC.

|E,=Ti/(p-T,) [p=2 4 8 16 32 64 128
CHPC 0.89 0.72 0.68 0.63 052 0.37 0.23
PC 0.37 0.33 032 031 028 024 0.17

Dado que para la evaluacién de sumas finitas de polinomios de Chebyshev existen
algoritmos especificos, CHPC y CHPF, resulta interesante comparar estos algoritmos con

los algoritmos genéricos. En la tabla 2 se compara la eficiencia de los algoritmos CHPC y
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polinomios de Jacobi polinomios de Gegenbauer

2 proges & ————=
< 0.8 i - 8
S 06 S
° W o
g ©
2 2
9 2
i3] ©
® b

10° 10 10° 10°
32 procesadores

L = =
3 5 05 7
L Q
@ 5

o7 0

10° 10* 10° 10° 10° 10* 10° 10°

128 procesadores

eficiencia
o
(4]
eficiencia

grado n gradon

Figura 4.—Eficiencia en la evaluacién de polinomios escritos como sumas finitas de polinomios

de Jacobi y de Gegenbauer (algoritmos: PC —, MPC ——, PF —+ and MPF -.-).

PC en la evaluacién de un polinomio de grado n = 10°. Claramente el algoritmo CHPC

es mucho més eficiente debido a su menor complejidad computacional.

4. Estabilidad numérica: algoritmos secuenciales

En esta seccién analizamos la estabilidad numérica de los algoritmos, es decir, cémo se
propagan los errores de redondeo en la implementacién de los algoritmos en un ordenador.
En primer lugar estudiaremos los algoritmos secuenciales. Para estos algoritmos existen
sélamente algunos estudios para ciertos casos particulares [4, 23, 26, 29, 39, 40, 41, 43],
pero no existen cotas generales. Por ello desarrollamos [6, 7] cotas de error aplicables a

cualquier familia de polinomios ortogonales.

En toda la seccién se asumird que los célculos estdn realizados en aritmética de punto-
flotante [32] que obedece los modelos:

(zopy)

fi(zopy) = (zopy) (1 +p), f(zopy)= T o

lel s le] < u, (29)
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siendo op € {+, —, X, +} y u la unidad de redondeo del ordenador. Asi mismo, @ repre-
senta el valor calculado de a y v, :=nu/(1 — nu) = nu+ O(u?).

Una primera acotacién del error de redondeo en los algoritmos de Clenshaw y de
Forsythe se obtiene usando la formulacién matricial de los mismos, la cual nos permite
usar las tipicas cotas de error en la resolucién de sistemas tridiagonales y triangulares de
ecuaciones lineales [30, 32]. Por lo tanto, una primera estimacién de una cota de error

backward de los sistemas Sq = cy F¢ = e, vendrd dada por [30]:

(S+Aa8)3=c, con |AS] < mS], (30)
(F+AF)@ = enp, con |AF| <y |F]

Esta cota de error nos permite obtener de modo muy sencillo una cota de error forward:

9gll
— < 72 cond(S),
falle =) o
”6—?”—3‘3 < o cond(F),
ll Pl
donde cond(S) = |||57||S|||c es €l nimero de condicién de Bauer-Skeel [44]. Hemos

de indicar que en esta cota de error sélo se considera el error debido a la resolucién
del sistema, pero los algoritmos poseen diversos pasos posteriores. Por ello, esta cota es
incompleta pero nos servird como comparacién. En [7] se presentan otras cotas basadas en
formulaciones més directas [40, 41], las cuales permiten obtener cotas mucho m4s precisas.

También notemos que estas cotas nos permitirdn a su vez acotar el error de redondeo
cometido al evaluar derivadas de los polinomios, ya que, por ejemplo en el caso de los

polinomios de Gegenbauer se tiene que la derivada m-ésima se puede expresar como

;i—mm (i ¢ C?(m)) =2"(Mm nfjn Citm CM™(z).

i=0 =0

y por lo tanto se reduce a la evaluacién de otra suma de polinomios ortogonales.

4.1 Algoritmo de Clenshaw

Introduciendo los errores de redondeo en la relacién de recurrencia del algoritmo de Clen-

shaw (3) se obtiene

ak = [{Ozk.H_ @H-l (1 + f}{) + Ck} (1 + 6}{1) + ,Bk+2 &k+2 (1 + {iﬂ)] (1 + £I{V): (32)

1ILIILIV
&

con | € u. Los errores de redondeo también pueden ser introducidos afiadiendo

é- con 6, = 0, tal que
Gk = y1 Gor1 + (Ck + Ok) + Btz Teto (33)
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y asi )
|Pn(z) = Pa(2)] = |G0 — 90| < kZ_j 16k | |85 ()] (34)

Si ahora eliminamos Gi42 de (32) y (33), se tiene, hasta segundo orden en u

166 < w{2 lex] + 21Gel + 3G larsal} + O(w?). (35)

Si se tiene en cuenta que g (k =0, e ,n) es la solucién exacta del problema pertur-
bado S G = (c+ ), con & = (8, ..., 64-1,0)", entonces

n
Ge= (cs+0s) 3;41-1,s+1» (36)
s=k

donde s;, jl son los elementos de S7, es decir

sit = 0(j<9),
-1
sit o= 1,
- (37)
Siit1 = CY«;(.’E),
sit = ou(@) s+ Biasivey (G>i+1)

Asi, de (35) y (36),

n
6 < u {z leel +21 3 (e +62) sibronal

s=k

s=k+1

+3laksa|| D2 (cs +35) S;iz,ml} +0(u?)

- on
< u {4|Ck|+2|(5k|+ Z Ak,s |cs+5.9|
s=k+1

donde Ag,s = 2[sity o1l + 3 ksl |Sktospal PATA s =k +1,...,n.

Teniendo en cuenta que 7 - u, (4 |ck| + 2 |6k|) - u, Ag,s - © < 1, hasta segundo orden en

u tendremos

I(Skl S u {4 |Ckl + i Ak,s |Cs|} + O(uz)' (38)
s=k+1

Y por tanto, el error de redondeo (34) se acotaré por

|Pn(z) — Pn(@)] su~"§ (4|Ckl+ Xn: Abs lcs|> 6k ()] + O(w?)

k=0 s=k+1

= - {4lallolo)l + 3 (416,60 +2 Bua @) lol} + 00,

Expresién que nos da el siguiente resultado:
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Teorema 1 El error de redondeo en la evaluacidn de una suma finita de polinomios

ortogonales p,(z) = Tr—o ¢ $x(z) usando el algoritmo de Clenshaw estd acotado por

1Pn(2) = pal(@)] < u 3" pule) o] + Ow2), (39)

s=0

donde

po(z) = 4 |o(z)]
s—1 (40)
ps(z) = 41¢s()| + 1:21 (2 ls{ix,ml + 3|k ] ISI:41~2,.9+1}> lox(z)], s=1,...,n

siendo s;i los elementos de S~ (87).

El caso particular de usar polinomios de Chebyshev de primera especie ya fue dado
por Oliver [40, 41].

4.2 Algoritmo de Forsythe

En el algoritmo de Forsythe se evalian todos los polinomios ortogonales mediante la

recurrencia triple dada por (2). Si introducimos los errores de redondeo tendremos

6r(@) = (ar Gra(2) (1 + &) + 6, Froale) (14 7)) (1 +€11)
con [¢MIHT| < o, Expresién que también puede ser interpretada como
$:(2) = ar(2) §,-1(2) + Br(z) fra(z) + 6, (41)
Operando hasta segundo orden en wu, llegamos a
161 < 26 (1:(2)| + || [r-1()]) + Ou?).

Si ahora tenemos en cuenta que ¢,(z) (r =n,...,0) es la solucién exacta del problema
perturbado F ¢ = (€nt1+ ), con & = (6,,...,82,0,0)7, es decir:

n—2
7 -1 -1
¢r(x) = § : Ons fn+1—7’,s+1 + fn+1—r,n+1

s=n-~r

siendo f 1 os elementos de F-1, que vienen dados por:

i;l = 0 (j<1),

-1

o= 1,
flil (42)
fiti = n—ipa(z),

i;I = an-it1(z) fi:-11,j + Bair fi:rlaz,j (G>i+1).
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Por lo tanto

16 < 2u{|fmtrornial + el fbooraa| + 16F]

n—2
+ 5 (el ol aeial) [6amsl} + O(),

s=n+1-r

Dado que u - 6 = O(u?) para n-u < 1, y hasta segundo orden en u, se obtiene

|5T| S 2u (lfn_-{}l—r,n-{»ll + |C¥,~| If;—&?—r,n+1|) + O(UZ)
Usando (2) y (41) y denotando ér(z) — ¢r(z) = dr, se tiene

do = 0, dl =0
dr =a, dry + ﬁr dr—2 + 5r~

Si llamamos @} = d,_x, se obtendrd Qf = d, mediante
k 0

{ Q=0 Q=0

Q= s Qhpy + Brs Qhpg + Grs, s=r—2,...,0.

Esta relacién puede interpretarse como la aplicacién del algoritmo de Clenshaw a un
polinomio de grado 7 — 2 dado por $°1-26,_; DI(z), expresado como una suma finita de
una nueva familia de polinomios ortogonales {Dj(z),...,D;_o()} determinada por la

recurrencia lineal triple
Dﬁ(z) =1,
Dj(z) = ar—2(z), (43)
D (x) — 0tr—s—1(z) D_1(2) — Bros—2 Di_5(z) = 0, §=2,...,7—2,
con a;(z) y B: los coeficientes de la recurrencia triple (2) que nos define la familia {¢x(z)}.
Por tanto, el error de redondeo en la evaluacién de los polinomios ortogonales originales

¢.(z) vendrd expresado como

r—2

|$r(z)—¢r(w>|=|drls§lér-iHD:(z)l, para 1> 2. (44)

Una vez se ha considerado la contribucién de la evaluacién de la familia de polinomios

ortogonales se ha de considerar el error en el producto interno, es decir, la diferencia entre
pa(z) (1) y
Ba@) = (Y adi@)) =1 (T afi(@éi(@)) - (45)

Como resultado final, si juntamos (44) y (45) se obtiene
1Ba(®) = Pa(2)] < X il lei] + 2w~ 3 (n = 9) gs(a)] les] + O ).
i=0 =0

De donde reteniendo términos hasta orden dos en u se obtiene el siguiente resultado:
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Teorema 2 EIl error de redondeo en la evaluacidn de una suma finita de polinomios

ortogonales pn(z) = Sh_o ¢k ¢x(z) usando el algoritmo de Forsythe estd acotado por

|Pn(z) = pu(z)| S u Z:o leil (1] +2 (m = 5) [s()]) + O(u?) (46)
donde
ldgl =0, |dI| =0,
=2 -1 -1 T (47)
|d:| = ZO 2 (I n+i+1—r,n+ll + IaT—iI Ifn+i+2—r,n+1|) |Dz (QI)I, T Z 2)

siendo f71,; los elementos de la dltima columna de la matriz F~* (42) y donde la evalu-

acidén de los polinomios ortogonales Df(x) se realiza mediante la recurrencia (43).

Hemos de notar que las cotas anteriores pueden ser particularizadas [7] a familias
concretas de polinomios ortogonales, como los polinomios de Chebyshev de primera y

segunda especie, polinomios de Legendre, etc, dando cotas m4s faciles de interpretar.

4.8 Pruebas numéricas

Es esta subseccién comparamos las distintas cotas tedricas con simulaciones numéricas
de errores de redondeo. Para ello, se realizan 500 simulaciones numéricas de cada caso
en las cuales el error de redondeo es “estimulado” perturbando aleatoriamente el Wltimo
bit significativo después de cada operacién aritmética {11, 12]. Después, se toma como
resultado de cada prueba el méximo valor absoluto de las 500 simulaciones. Todas las
pruebas han sido realizadas usando el lenguaje de programacién FORTRAN 77 en una
estacién de trabajo SUN ULTRASPARC 1 en doble precisién aritmética con unidad de
redondeo u =~ 1.1x 107! (dado que se perturba el wltimo bit significativo esto significa que
la unidad de redondeo efectiva es u =~ 2.2 x 107*¢). Asf mismo, se han ﬁjado dos conjuntos
de coeficientes para los polinomios a evaluar: conjunto S1, en el que los coeficientes
decrecen con monotonia y vienen dados por ¢; = 1/(i+1)? y conjunto S2, con coeficientes
aleatorios con media 0 y varianza 1. Notemos que la situacién del conjunto S1, es decir,
tener coeficientes que decrecen, es muy habitual en aproximaciones de funciones mediante
polinomios ortogonales. Estas especificaciones son vélidas en todas las simulaciones de
errores de redondeo realizadas en este articulo. '

En primer lugar resulta interesante comparar las cotas clésicas (31) dadas por el
condicionamiento de las matrices involucradas, y por otro, lado las nuevas cotas dadas
en los Teoremas 1 y 2. En la tabla 3 se analizan ambas cotas para la evaluacién de un
polinomio de grado 200 escrito como una suma finita de polinomios de Gegenbauer y

usando doble precisién aritmética. Dado que la cota clésica dada por el condicionamiento
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Tabla 3.—Cotas tedricas en la evaluacién, usando el algoritmo de Clenshaw, de un poli-
nomio de grado n = 200 escrito como una suma finita de polinomios de Gegenbauer; cond

(condicionamiento de la matriz) y T1 (cota del Teorema 1).

z=0. 0.3 0.7 0.9 0.99 1.

T1:851 5.6E-16 3.3E-13 2.3E-13 2.1E-13 2.0E-13 2.0E-13
A=1 T1:82 5.2E-13 8.2E-14 9.5E-14 9.8E-14 9.9E-14 9.9E-14
cond 2.8E-14 4.9E-14 8.5E-14 1.6E-14 5.1E-14 1.0E-11

T1:81 1.7E-14 3.3E-13 2.4E-13 2.1E-13 2.2E-13 2.2E-13
A=5 T1:82 4.3E-13 8.7E-14 1.0E-13 1.0E-13 1.0E-13 1.1E-13
cond 6.8E-09 1.1E-08 5.9E-08 7.8E-07 2.3E-04 4.9E+00

nos proporciona una cota relativa, hemos dividido la cota del Teorema 1 por |pn(z)l-
Se observa que cuando la matriz del sistema estéd bien condicionada la cota clasica da
buenas acotaciones, del orden de la nueva cota. Pero cuando el condicionamiento crece,
como sucede cuando aumenta el pardmetro A que nos define la familia de polinomios de
Gegenbauer o bien cuando evaluamos cerca de z = =1, la cota cldsica da acotaciones
demasiado conservativas, indicando en algunos casos que el algoritmo no es estable, como
por ejemplo en el caso z =1y A =5 en el cual u - cond(S) > 1, cuando en realidad lo es
para este caso particular.

Es importante remarcar el hecho de que cuando el valor del pardmetro A crece los
polinomios de Gegenbauer toman valores cada vez méas grandes, siendo este incremento
muy notable, sobre todo en los extremos del intervalo. Por ello, el desarrollar una funcién
en serie de polinomios de Gegenbauer con A > 1 sélo serd recomendable cuando la funcién
experimente grandes incrementos de su valor en los extremos del intervalo. En otro caso,
el error absoluto en la evaluacién del polinomio serd muy grande, asi como el error relativo
y, por lo tanto, todo algoritmo de evaluacién daré grandes errores de redondeo debido
a que la base de polinomios escogida no ha sido en modo alguno la més adecuada. En
los casos considerados en el presente articulo se han tomado coeficientes (conjuntos S1 y
S2) que no corresponden a ninguna funcién en particular. Si evaluamos estos polinomios
tendrén un comportamiento similar al de la familia de polinomios ortogonales escogida, es
decir, su valor absoluto en los extremos del intervalo es muy grande, ddndonos por tanto
buenas cotas de error relativo cuando usamos los algoritmos de evaluacién.

En la figura 5 se presentan los resultados obtenidos al usar las acotaciones de los

Teoremas 1 y 2 y al realizar simulaciones numéricas en la evaluacién de un polinomio de
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Figura 5.—Cotas tedricas de error (subindice T) y pruebas numéricas (subindice N) en la

evaluacién, mediante los algoritmos de Clenshaw (C) y Forsythe (F), del polinomio 2% ¢; Tj(z).

grado 200 escrito como una suma finita de polinomios de Chebyshev de primera especie
(Tn(z)). En primer lugar resulta evidente el menor error exhibido por el algoritmo de
Clenshaw, especialmente en el caso de usar los coeficientes S1 debido a que en el algoritmo
de Forsythe se realiza la adicién de los coeficientes del primero al tltimo, situacién no
aconsejada al ser decrecientes los coeficientes.
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Gegenbauer. En la figura 6 se presentan cotas tedricas (Teoremas 1 y 2) de error absoluto
y relativo y simulaciones numéricas. Las figuras de error absoluto (tanto las acotaciones
como las simulaciones) exhiben un comportamiento creciente segtiin aumenta el valor del
pardmetro A y segiin nos acercamos & los extremos del intervalo [—1, 1]. Sin embargo, los
resultados para el error relativo indican que el error de redondeo afecta en realidad a pocas
cifras significativas. Este fendmeno, el notable aumento del error absoluto de redondeo
que se aprecia en los extremos del intervalo y segiin crece el pardmetro A en la figura 6, se
debe a que los polinomios de Gegenbauer toman su méximo valor absoluto en los extremos
del intervalo cuando A > 0 y a que dicho méximo aumenta enormemente con X ya que
C)(1) = (2))n/n! para A > 0 [36], como puede verse en la figura 7. Comportamiento
que luego reproducen las cotas y simulaciones numéricas. Notemos, como ya ha sido
sefialado anteriormente, que el error relativo es pequefio ya que el polinomio usado en
las comparaciones toma valores semejantes en tamafio a los de la familia de polinomios
ortogonales considerada, en caso contrario, los algoritmos de evaluacién darfan enormes
errores de redondeo pero en estos casos el problema se deberfa a una mala eleccién de la
base de polinomios.

Las figuras anteriores muestran que las cotas tedricas reproducen el comportamiento
de las simulaciones numéricas y como, en general, el algoritmo de Clenshaw resulta mas
estable que el algoritmo de Forsythe. Sin embargo, en algunos puntos se aprecia como

el algoritmo de Forsythe puede poseer un menor error de redondeo, como es el caso de
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Figura 6.—Error relativo y absoluto, obtenido usando pruebas numéricas (N) y cotas teéricas

(T), en la evaluacién de polinomios escritos como una suma finita de polinomios de Gegenbauer
con coeficientes aleatorios (conjunto S2).
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Figura 7.—Valor absoluto de varios polinomios de Gegenbauer de grado 200 (Cyo(z)).

valores de = cercanos a los extremos del intervalo para valores de A > 1. En la figura 8
se representa el cociente entre el error de redondeo del algoritmo de Clenshaw y el de
Forsythe (tomando estimaciones teéricas y numéricas del error). En el caso analizado se
usa un polinomio de grado 200 y se evalda en z = —0.99 para varias familias de polinomios
de Gegenbauer. Se observa como cuando aumenta el valor del pardmetro A el algoritmo
de Forsythe posee un menor error, eso si, la diferencia es muy pequefia y en general es

maés preciso el algoritmo de Clenshaw.

=-0.99

Figura 8.—Cociente entre los errores de redondeo de los algoritmos de Clenshaw y de Forsythe

(C/F) usando cotas tedricas (linea discontinua) y pruebas numéricas (linea continua).

5. Estabilidad numeérica: algoritmos paralelos

En esta seccién analizamos el comportamiento de los algoritmos paralelos introducidos en
la seccién 2. En la mayor parte de los casos el andlisis se realiza usando la formulacién

matricial de los algoritmos.
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5.1 Algoritmos CHPC y CHPF

Los algoritmos CHPC y CHPF tienen la peculiaridad de que se reducen a la evaluacién de
p subrecurrencias en secuencial. Para realizar el anélisis tedrico formularemos el algoritmo
CHPC de forma matricial [10] y para el caso de los polinomios de Chebyshev de primera

especie (en el caso de los polinomios de Chebyshev de segunda especie el anélisis es

completamente analogo).. Asf, sea &' € R +)*(+1)
S = diag{S5,,Sp,---»Sp}» (48)
pveces

con S, € IRF¥k

1 —2T,(z) 1

1 —2Tp(z) 1
& = 1 —2T,z) 1 ’ (*9)
1 —2T,(z)
1

A su vez, sean los vectores e,41, P, € R?*! y ¢*, ¢* € R™*! dados por:
ept1 = (0,...,0, nT, ®op = (To(z), . . ,Tp(a:))T, c=(ccl,... ,ci_l)T

con ¢}, = (Ci, Citp) Cit2py - - - » Ci (k—1)p) (€l vector de los coeficientes del polinomio a evaluar).
Notemos que el vector de coeficientes es el original permutado para lograr que cada proce-
sador posea los coeficientes que va a necesitar en posiciones contiguas. Sea también, la
matriz §; € RE+)*@+1)

1 -2z 1
1 -2z 1
S = T . (50)
1 -2z 1
1 -z
1

Por lo tanto, el algoritmo CHPC se puede escribir como

Paso 1: Resolver S ¢, = €py1.

Paso 2: Resolver en paralelo &' ¢* = c¢*.

Paso 3: 37, ¢ T (z) = Zf;(} (Giks1 Ti(x) = Ginyz Tp—i(2)).

Para simplificar la notacién usaremos q y ¢ en lugar de q¢* y c*.
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Ahora, usando en el andlisis del Paso 2 las cotas de error backward de la resolucién

de sistemas triangulares tridiagonales [30] dadas por
('+AS)Yg=¢c, con |AS|<y]|S

se obtiene facilmente la siguiente cota de error forward:

116l
13lleo

< v cond(S,). (51)

Para analizar el algoritmo CHPF definimos la matriz R € R(™+Dx(+1)

R = diag{Rp, Rpr - -, Ro}s (52)

pveces

con R, € R¥* y T € R"*(+1) dadas por

( 1 —2T,(z) 1 \
Rp= 1 —2T(z) 1 |,
1
1
I P
My .. MJ
Iy
I= My M3 ,
AP
M
Iy
M3

donde I;_; es la matriz identidad € R*=2%F-2 A, = ( Ve ) y M§ = ( VT )
Y sean los vectores € R™ dados por e,y = (0,...,0,1)7, ¢* = (&7}, ..., ek, )7 con
€k = (Cit(h=1)p Cirt(k=2ps -+ Cipr &) ¥ " = (7., B4, O con ¢ = (Tip(k-1)p(),
Tit(e-2)p(2), - - Titp(z), Ti(2)).

Asi, podemos escribir el algoritmo CHPF como
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Paso 1: Resolver Ty = e,41.
Paso 2: Resolver en paralelo R ¢* = y.

Paso 3: Evaluacién del polinomio mediante el producto interno

=1 (k-1 p—1
pn(z) = Z (Z cjp+mcz}'p+m(x)) = Z c;crl (¢1I;n)T (53)

m=0 \j=0 m=0

En lo que sigue, usaremos ¢ y c en lugar de ¢* y c*.

Usando las cotas de error de sistemas triangulares tridiagonales y la forma particular
de las matrices involucradas, es facil obtener [10] cotas de error backward del algoritmo
CHPF

Teorema 3 Los valores calculados P, (z) usando el algoritmo CHPF satisfacen
Pa() = (c+ AT, (54)

con |Aciptm| < Viktp)-(i+m)* |[Ciprm| +O{u?} y donde @ es la solucidn calculada del sistema

F ¢ = enq1, la cual verifica
(F+AF)$=ent1, |AF|<%|IR] (55)

A su vez, usando el Teorema 3 se obtienen cotas de error forward:

15 lee
1l

Hemos de remarcar que en el algoritmo CHPF también hemos de considerar el error

< 45 cond(Z R).

de redondeo originado en el producto interno (53). Asi, usando las técnicas clésicas para

este tipo de operaciones se obtiene la acotacién

p— k-1 '
|pn(z) — i (pn(z))| = u- Z { - (2k+p—2-2j—m) |cjp+ml |¢jp+m($)‘ }+0(u2)‘ (56)

m=0 j:

En todos los an4lisis realizados hemos supuesto que el valor del polinomio T,(z) viene
dado sin errores de redondeo, pero evidentemente esta situacién no es realista ya que dicho
polinomio ha de ser calculado bien mediante el algoritmo de Clenshaw o bien mediante la
recurrencia triple. Nosotros supondremos que la evaluacién se realiza usando el algoritmo
de Clenshaw. Si procedemos de modo andlogo que en el caso del algoritmo CHPC, pero

ahora con 8; (50), se tiene
16T5(2)lo

@)l < Y2 cond(Sy). (57)
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Como
0, ) < 1,
St = (s5) = 7=t
Uj-i(z), Jj =1,

y teniendo en cuenta las acotaciones [36, 42]

1Ui(@)lleo < i +1,

, (58)
_|sen((i + 1) arccos ) |
IUz(x)I"‘ [sen(arccosx)l. = \/1_2:2, iII?é:f:].,
obtenemos
) 20+1)p+2),  sel-L1]
cond(8;) < 4 ;0 @) <y, ot1) vion (59)
V1I—1?’ ’

Usando estas acotaciones del error en la evaluacién de T, (z) obtenemos las nuevas cotas

de error del algoritmo CHPC (en el algoritmo CHPF se realizarfan cambios similares).

Teorema 4 El error relativo forward en la solucidn q del sistema Sq = ¢, obtenida

usando el algoritmo CHPC, estd acotado por:

19g]lc , 8(p+1)
Tl < u-min {2 +4(p+1)(p+2), 2+ \/1__?} cond(S,) + O(u?).  (60)

Notemos que la ecuacién (60) nos indica que debemos esperar un incremento del error
para z = £1. Otra cuestién interesante es comparar las cotas del error de los algoritmos
paralelos y secuenciales. En el caso secuencial se tiene la cota dada por (31) y siguiendo
un andlisis anélogo al de Sy, ya que Tp,(z) € [—1,1], se obtiene

= 4(n+1)
cond(S) <4 Ui(z)| £ min<2(n+1) (n+ 2), ===
(6) 243 o) < min {204 ) n02), LEEGY,
(61)
4k
VI-T@2)

Asi, una estimacién del cociente entre el error paralelo y secuencial vendra dada por

”‘sqparalelo”oo N (1+4 T, [Uz)]) E?;é |U;(Tp(2))|
169secuentiatlleo Yo [Ui(=)] '

cond(S,) < 4 kil |Ui(T,(z))| < min {2 k(k+1),

1=0

(62)

En la figura 9 representamos la estimacién (62) para la evaluacién de un polinomio
de grado n = 3199 escrito como una suma finita de polinomios de Chebyshev de primera
especie y variando el nimero de procesadores p. De estas estimaciones se puede espe-

rar, ademds de un incremento del error cerca de los extremos del intervalo (z % 1), un
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incremento del error en el caso paralelo en los extremos relativos de T;,(z), es decir, para
z; = cos(mm/p), m =1,...,p — 1. La razén se debe a que el algoritmo paralelo evalia
en cada procesador un polinomio en el punto T,(z). Asi mismo, al aumentar el nimero
de procesadores aumenta el nimero de puntos en los que se produce un incremento del

error pero a su vez este incremento disminuye en magnitud.

paralelo/secuencial

punto x

Figura 9.— Cociente entre las cotas tedricas del error de redondeo del algoritmo paralelo CHPC
y el secuencial de Clenshaw para la evaluacién de un polinomio de grado n = 3199 escrito como

una suma finita de polinomios de Chebyshev de primera especie.

Otra forma de analizar estos algoritmos es seguir con el tipo de an4lisis realizado para
el caso secuencial. Por ello, usaremos el Teorema 1 {7] con los coeficientes a; = 2T,(z) e
introducimos el error de redondeo E7, en la evaluacién de T,(z) (57). Si ademés tenemos
en cuenta el Paso 3 del algoritmo CHPC, tendremos

> {Z (= 1= m) [Topsm(@) |cs,,+ml} .

m=0 \s=0

Asi, reuniendo estas acotaciones se obtiene

Teorema 5 El error de redondeo en la evaluacidn en paralelo con p procesadores del

polinomio p,(z) = X% ¢; Ti(z) usando el algoritmo CHPC estd acotado por
-1 (k-1
n(e) = ool < - 3 {5 000 epent | + 00,
m=0 \s=0
donde

P8 (z) = (p+3 —m) |Tn(z)|

s (@) = (p + 3 —m) |Topim(z)|+

s—-1

Y (210ss(@)] + (3 + Br) RTy @) [Us-j1 (@)]) [Tiptm(@)],

=1
siendo Ert, el error de-redondeo en la evaluacidn de Tp(z).
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5.1.1 PRUEBAS NUMERICAS

Con el fin de analizar el comportamiento de las cotas aqui presentadas hemos realizado
diversas pruebas numéricas. Como en las pruebas de secciones anteriores hemos usado una
estacién de trabajo SUN ULTRASPARC 1 y dos conjuntos de coeficientes: S1y S2. En todas
las simulaciones hemos usado un polinomio de grado n = 3199 escrito como una suma
finita de polinomios de Chebyshev de primera especie. Dado que los resultados para los
algéritmos CHPC y CHPF han sido similares, sélo presentamos el caso de la evaluacién
mediante el algoritmo CHPC (as{ mismo el caso de los polinomios de Chebyshev de

primera y segunda especie dan resultados anélogos).

0.5 . 0
punto x punto x

Figura 10.—Error relativo en la evaluacién de un polinomio usando los conjuntos de coefi-
cientes S1 (a) y S2 (b). Error absoluto en la evaluacién de un polinomio usando el conjunto S2
(c). (C cota clésica usando el condicionamiento, D cota directa (Teorema 5) y S simulaciones

numéricas).

En la figura 10, gréficas (c), se observa claramente el incremento del error en los
puntos predichos por la teorfa, es decir, los extremos relativos de Tp,(z), los cuales estén
marcados con lineas verticales discontinuas. En el caso de tomar el conjunto S1 estos

incrementos ya no son tan patentes debido a que para este polinomio el error de redondeo
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es extremadamente pequefio. Ademds, se observa como el planteamiento directo nos lleva
a mejores acotaciones del error.

Por tanto, los algoritmos CHPC y CHPF presentan una estabilidad numérica seme-
jante a los algoritmos secuenciales de Clenshaw y Forsythe, a pesar de presentar ciertos
puntos en los que se incrementa dicho error. Notemos que estos puntos no estdn dis-
tribuidos aleatoriamente dentro del intervalo de evaluacién, sino que su localizacién esta

completamente determinada por el estudio tedrico.

5.2 Polinomios genéricos: algoritmos PC y PF

En la subseccién anterior se estudian los algoritmos paralelos de evaluacién de polinomios
de Chebyshev. En esta subseccién se analizan [18] los algoritmos PC y PF que nos per-
miten evaluar en paralelo una suma finita de cualquier familia de polinomios ortogonales.
Como en el caso anterior primero reformularemos los algoritmos. La matriz inicial S se

puede agrupar del siguiente modo:

A B

donde A4; € R*? y B; € R¥*%-2 gon

A= ( 1 —Q(i-1)k+2 ) , B = ( —Bli—1)k+3 0 0 ... 0 ) ’
0 1 —aG-1k+3  —Ba-k+a 0 ... 0

C; € R*=2x(-2) y D, ¢ R*=2*2 g¢ definen como

1 —ag-nres —Bu-1)k+a 0 0
1 —O(i—1)k+4 : :
Ci= o =Bk |y Di= 0 0
1 —ouk —Bik+1 0
1 —Qik+1 —Bik+2

En el algoritmo paralelo permutamos las filas y columnas de & de modo que

S— CD’
B A
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siendo C = diag{Cy,...,Cp}, A = diag{A1,..., Ay}, B = diag{Bi,..., By}, ¥
0 D

D,
0

Por lo tanto, el algoritmo PC se puede describir como

Paso 1: Calcular en paralelo: S = LU, siendo

co(€ 0 y_[Bw R
B T 0o T

conR=CDyT=A-BCID.
Paso 2: Resolver Ly = c.
Paso 3: Resolver Ug = y.

Paso 4: 37 g ¢ (2) = B2 Gpk-2)+2 + Gp(k—2)+1 $1(Z) + Co.

Usando las cotas cldsicas en la resolucién de los sistemas triangulares y después de

varias acotaciones, se llega a
(L+ALG=c, |ALI<xlL],
U+aUg=g, |AU| < wuld].
y a una cota de error backward del algoritmo PC:
(S+AS)g=c,  |AS]<w|LlU]. (63)

Con intencién de obtener cotas de error forward vamos a buscar cotas del producto

|£||1|. Después de varias manipulaciones se llega a [18]:

~ ¢l |p L3 |R
@l < @4 1 IPH) [T TRE) (64)
1B| | A 0 Iy
que usada junto con (63) nos da la expresién
. _ Lo, |R] "
|6g| = |57 AS G| < 71s|S 1||Sl( w | '), (65)
0 Iy,

que nos prueba el siguiente teorema:
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Teorema 6 Una cota relativa del error forward, usando el algoritmo PC, en la obtencion
de la solucién @ del sistema S q = ¢ viene dada por
Ill[féznlto <115 (1+ [Rllos) cond(S).
Dada la expresién de la cota del Teorema 6 resulta interesante analizar el compor-
tamiento del término ||’72\]|oo Teniendo en cuenta que 6R; = R; — R; = —C; L AGR: y
que [AC;| < 42 |Cil, se tiene

IRllee < 1€ Dlloo + 2 IE7[ €1 Hloo [ Rloos

y por tanto

= CD||w _
Rl < S Pl o1, 1+ O(w) (66)

1 - y;cond(C)
Notemos que los elementos de la matriz R no son arbitrarios, son los coeficientes que
aparecen en la recurrencia a tres términos (2) que define la familia de polinomios or-
togonales que se utiliza en cada caso. Por tanto, centraremos nuestro estudio a una
clase particular de polinomios ortogonales, los polinomios de Gegenbauer con pardmetro
A € (-1/2,1] (intervalo que engloba, por ejemplo, a los polinomios de Chebyshev y de
Legendre). En este caso particular los coeficientes ¢; y 3; de la triple recurrencia (2)
verifican ¢; € [-2,2] con ;| /2y B; € [-1,0] con B; \, —1. Esto implica que el caso
particular con mayores coeficientes es para o; = 2z y 3; = —1, que corresponde con los
polinomios de Chebyshev de segunda especie Uy, (z) (caso limite en el intervalo tomado,
A =1). Por tanto ||R|callec < ||R|v,les, con lo que sélo analizaremos el caso limite.
Volviendo a ||R]|ee, dado que en general u - cond(C) < 1 entonces podremos estimar
| Rlloo (66) mediante ||C~'D||o. En este producto de matrices se tiene una matriz diagonal
por bloques C~! compuesta por p submatrices triangulares superiores C;”! € R(-2x(k-2)
y otra matriz diagonal por bloques D compuesta por p— 1 submatrices D; € IR*~2*2 ¢on
Unicamente tres elementos no nulos. Asf, los elementos del producto matricial tomaran el

aspecto

-1 -1 < -1
Bikt1* €1 e-s) T QR Cipr-ap O~ Bikaz Gy Girap

con ci—-i-ll.(j,k—:i) el elemento (4, k— 3) de C;3}. En el caso particular de tener los polinomios

Ui(z), y usando las cotas dadas en (58), tendremos,

IC' Dl < min{ 2z +1 (67)

—, 3(k+1);,
<min{ L5 56+ 1)
cota que en general toma el valor dado por (2|z| +1)/v/1 — z2.

La cota (67) nos indica que los algoritmos paralelos serdn tan estables como los se-

cuenciales, salvo un cierto incremento del error cerca de los extremos. Incremento que
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disminuye en magnitud segin aumenta el niimero de procesadores p. As{ mismo, notemos
que para el algoritmo PC las cotas no dependen del niimero de procesadores si estamos
en el interior del intervalo.

En el caso de usar el algoritmo PF el anélisis anterior sigue siendo vélido, salvo que
ahora hay que tener en cuenta el Paso 8 del algoritmo (el producto interno). En este
caso el error de redondeo se minimizard segin aumenta el nimero de procesadores debido
a que la suma se divide en p subsumas. Por lo tanto, este algoritmo es sensible al nimero

de procesadores involucrados, disminuyendo el error cuantos més procesadores usemos.

5.2.1 PRUEBAS NUMERICAS

En las figuras 11 y 12 analizamos el comportamiento de los algoritmos en la evaluacién de
un polinomio de grado n = 4096 escrito como una suma finita de polinomios de Legendre.
Las gréficas muestran el cociente entre los errores de redondeo para los algoritmos paralelos

y el secuencial de Clenshaw.
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Figura 11.—Cociente entre el error de redondeo en los algoritmos paralelos PC y PF y el

algoritmo de secuencial de Clenshaw usando los conjuntos de coeficientes S1 y S2.

En la figura 11 se observa como cuando evaluamos en puntos cercanos a los extremos
del intervalo (z = =%1) el error en los algoritmos paralelos se incrementa pero, asf mismo,
se observa como este incremento disminuye al aumentar el nimero de procesadores p, tal
y como indican las cotas teéricas. En el caso de evaluar en el interior del intervalo (en
la grifica se recoge el punto = = 0) el algoritmo PF presenta el mismo comportamiento
ya que para este algoritmo hay que tener en cuenta el producto interno final (Paso 8),

el cual introduce una nueva fuente de errores de redondeo, errores que decrecen al dividir
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la evaluacién del producto interno en p partes, con lo que el error decrede al aumentar p.
En cambio, el algoritmo PC es insensible al nimero de procesadores cuando evaluamos
en el interior del intervalo, situacién también recogida por las cotas tedricas.

En la figura 12 presentamos los resultados usando exclusivamente el conjunto S1 de
coeficientes. Para comparar también hemos analizado los algoritmos MPC y MPF. Ob-
servamos que los algoritmos PC y MPC presentan el mismo comportamiento, mientras
que en el caso de los algoritmos PF y MPF el algoritmo PF presenta un menor error.
Asf mismo, aparece el comportamiento sefialado anteriormente, al aumentar el nimero

de procesadores el error decrece.
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Figura 12.—Cociente entre el error de redondeo en los algoritmos paralelos PC, MPC, PF y
MPF y el algoritmo secuencial de Clenshaw usando el conjunto S1 de coeficientes y dependiendo

del punto de evaluacién z.

Resumiendo, se observa en las pruebas realizadas como los algoritmos paralelos poseen
un comportamiento similar a los algoritmos secuenciales, especialmente los algoritmos PC
y MPC, tal y como indican las cotas tedricas. Es importante remarcar que los algoritmos
PF y MPF se comportan mejor que su algoritmo secuencial (algoritmo de Forsythe) debido

a la divisién de la evaluacién final en p subsumas.

6. Conclusiones

En el presente articulo se ha realizado un estudio completo de la algoritmica necesaria para
evaluar polinomios ortogonales en secuencial y en paralelo. Asi, se han presentado algorit-
mos secuenciales cldsicos y nuevos algorimos paralelos de evaluacién de polinomios escritos
como sumas finitas de polinomios ortogonales. Por un lado, los estudios de eficiencia de
los algoritmos paralelos demuestran su utilidad en la evaluacién en paralelo de polinomios
y recurrencias triples. Por otro lado, los estudios de estabilidad numérica realizados para
los algoritmos secuenciales indican que su comportamiento no es tan malo como pudiera
esperarse debido a la evolucién del condicionamiento de la matriz de coeficientes. Las

nueva cotas dan aceptables errores de redondeo relativos. Ademsés, los estudios realizados
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sobre los algoritmos paralelos establecen que en general su estabilidad numérica es similar
a la de los algoritmos secuenciales, salvo para un conjunto predeterminado de puntos para
los casos CHPC y CHPF.

Agradecimientos

El autor quiere expresar su agradecimiento al Dr. J. Sabadell por su colaboracién en el
desarrollo de algoritmos paralelos para evaluar sumas finitas de polinomios de Chebyshev
(Seccién 3.1) y al Dr. P. Yalamov por su colaboracién en el estudio de la estabilidad
numérica de los algoritmos paralelos para evaluar sumas finitas de polinomios ortogonales
genéricos (Seccién 5.2).

El autor ha sido parcialmente financiado por el Ministerio de Educacién y Ciencia
(proyecto #ESP99-1074-C02-01), por el Centre National d’Etudes Spatiales de Toulouse
(France) y por el TRACS programme (Training and Research on Advanced Comput-
ing Systems), referencia ERB-FMGE-CT95-0051, Training and Mobility of Researchers
(DG-XII TMR) Programme of the European Community, gracias al cual el autor realizé
una estancia en el Department of Mathematics de la Heriot-Watt University (Edinburgh)
y en el Edinburgh Parallel Computing Centre (EPCC), University of Edinburgh (Scot-
land).

Referencias

[1] M. Abramowitz and L.A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions, Dover Pub-
lications, Inc, New York, (1965).

[2] R. Askey, Orthogonal Polynomials and Special Functions, SIAM, Philadelphia,
(1975).

[3] R. Barrio, Minimax Chebyshev coefficients of the real dilogarithm, Rev. Acad. Cien-
cias de Zaragoza, 52, 51-54, (1997).

[4] R. Barrio, A matrix analysis of the stability of the Clenshaw algorithm, Extracta
Math. 13, 21-26 (1998).

[5] R. Barrio, Comparisons of parallel algorithms to evaluate orthogonal series, en VEC-
PAR’98, Oporto (Portugal), 45-58, (1998).

(6] R. Barrio, Polynomial evaluation: algorithms and numerical stability, en XVI
CEDYA/VI CMA, 915-922, (1999).

44



[7] R. Barrio, Stability of the Clenshaw and Forsythe algorithms for the evaluation of
orthogonal polynomial series, Seminario Matemético Garcia de Galdeano, Seccién 1,
n. 11, Universidad de Zaragoza, (1999).

[8] R. Barrio, On the A-stability of RK collocation methods based on ultraspherical
polynomials, SIAM J. Numer. Anal., 36, 1291-1303, (1999).

[9] R. Barrio, Parallel algorithms to evaluate orthogonal polynomial series, SIAM J. Sci.
Comput., 21, 2225-2239, (2000).

[10] R. Barrio, Stability of parallel algorithms to evaluate Chebyshev series, Comput.
Math. Appl. (en prensa).

[11] R. Barrio and J.C. Berges, Analysis of Rounding Errors in the Evaluation of Cheby-
shev Series, Repport CNES, DGA/T/TI/MS/MN/97-222, (1997).

[12] R. Barrio and J.C. Berges, Perturbation simulations of rounding errors in the evalu-
ation of Chebyshev series. JUCS, 4, 561-573, (1998).

[13] R. Barrio, A. Elipe and M. Palacios, Chebyshev collocation methods for fast orbit
determination, Appl. Math. Comput., 99, 195-207, (1999).

[14] R. Barrio and J. Sabadell, Parallel Evaluation of Chebyshev Series, en Eight SIAM
Conference on Parallel Processing for Scientific Computing, Minneapolis, Minnesota
(USA), Proceedings in Applied Mathematics 94 (CD-ROM), SIAM, (1997).

[15] R. Barrio and J. Sabadell, Performance Comparisons on Cray T3D/IBM SP2 of
a parallel algorithm to evaluate Chebyshev series, en 15*" IMACS World Congress
on Scientific Computation, Modelling and Applied Mathematics, Berlin (Alemania),
523-528, (1997). '

[16] R. Barrio and F. J. Sabadell, A parallel algorithm to evaluate Chebyshev series on a
message—passing environment, STAM J. Sci. Comp., 20, 964-969, (1998).

[17] R. Barrio and J. Sabadell, Parallel evaluation of Chebyshev and Trigonometric series,
Comput. Math. Appl., 38, 99-106, (1999).

[18] R. Barrio and P. Y. Yalamov, Stability of parallel algorithms for polynomial evalua-

tion, enviado a publicacién.

[19] C. de Boor and B. Swartz, Collocation at Gaussian Points, SIAM J. Numer. Anal.,
10, 582-606, (1973).

45



[20] J. C. Butcher, The role of orthogonal polynomials in numerical ordinary differential
equations, J. Comput. Appl. Math., 43, 231-242, (1992).

[21] C.W. Clenshaw, A note on the summation of Chebyshev series, Math. Tab. Wash.,
9, 118-120, (1955).

[22] C.W. Clenshaw, Chebyshev series for mathematical functions, National Physical Lab-
oratory Mathematical Tables, 5, London H.M.S.0, (1962).

[23] P. Deuflhard, On Algorithms for the Summation of Certain Special Functions, Com-
puting, 17, 37-48, (1976).

[24] J. J. Dongarra, I. S. Duff, D. C. Sorensen and H. A. van der Vorst, Solving Linear
Systems on Vector and Shared Memory Computers, SIAM, Philadelphia, (1991).

[25] W. S. Dorn, Generalisations of Horner’s rule for polynomial evaluation, IBM J. Res.
Develop., 6, 239-245, (1962). (1962).

[26] D. Elliott, Error analysis of an algorithm for summing certain finite series, J. Aus-
tralian Math. Soc., 8, 213-221, (1968).

[27] G.E. Forsythe, Generation and use of orthogonal polynomials for data fitting with a
digital computer, J. SIAM, 5, 74-88, (1957).

[28] D. Funaro, Polynomial Approximation of Differential Equations, Lecture Notes in
Physics, m8, Springer-Verlag, (1992).

[29] W.M. Gentleman, An error analysis of Goertzel’s (Watt’s) method for computing
Fourier coefficients, Comput. J., 12, 160165, (1969).

[30] N.J. Higham, The accuracy of solutions to triangular systems, STAM J. Numer. Anal.,
26, 1252-1265, (1989).

[31] N. J. Higham, Stability of parallel triangular solvers, SIAM J. Stat. Comput., 16,
400-413, (1995).

[32] N.J. Higham, Accuracy and Stability of Numerical Algorithms, SIAM, Philadelphia,
(1996).

[33] A. Kiper, Modified Dorn’s Algorithm with Improved Speed-Up, Lecture Notes in
Computer Science, 1184, 432-442, (1997).

[34] K.S. Kélbig, J.A. Mignaco and E. Remiddi, On Nielsen’s generalized polylogarithms
and their numerical calculation, BIT, 10, 38-74, (1970).

46



[35] L. Li, J. Hu and T. Nakamura, A simple parallel algorithm for polynomial evaluation,
SIAM J. Sci. Comput., 17, 260-262, (1996).

[36] W. Magnus, F. Oberhettinger and R.P. Soni, Formulas and Theorems for the Special
Functions of Mathematical Physics, Springer—Verlag, Berlin, (1966).

[37) K. Maruyama, On the parallel evaluation of polynomials, IEEE Trans. Comput.,
C-22, 2-5, (1973).

[38] J.I. Munro and M. Paterson, Optimal algorithms for parallel polynomial evaluation,
J. Comput. System Sci., 7, 183-198, (1973).

[39] A.C.R. Newbery, Error analysis for polynomial evaluation, Math. Comp., 28, 789~
793, (1974).

[40] J. Oliver, An error analysis of the modified Clenshaw method for evaluating Cheby-
shev and Fourier series, Math. Comp., 20, 379-391, (1977).

[41] J. Oliver, Rounding error propagation in polynomial evaluation schemes, J. Comp.
Appl. Math., 5, 85-97, (1979).

[42] T. Rivlin, Chebyshev Polynomials, Second Edition, John Wiley and Sons, New York,
(1990).

[43] J.L. Schonfelder and M. Ramaz, Error Control with Polynomial Evaluation, IMA
Journal of Num. Anal., 1, 105-114, (1980).

[44] R.D. Skeel, Scaling for numerical stability in Gaussian elimination, J. Assoc. Comput.
Mach., 26, 494-526, (1979).

[45] F.J. Smith, An algorithm for summing orthogonal polynomial series and their deriva-
tives with applications to curve-fitting and interpolation, Math. Comp., 19, 33-36,
(1965).

[46] H. H. Wang, A Parallel Method for Tridiagonal Equations, ACM TOMS, 7, 170-183,
(1981).

[47] J.H. Wilkinson, Rounding Errors in Algebraic Processes, Notes on Applied Science
No. 32, Her Majesty’s Stationery Office, London, (1963). Reprinted by Dover, New
York, (1994).

[48] P. Y. Yalamov, Stability of parallel bidiagonal solvers, Lect. Notes in Comp. Scien.,
879, 520-533, (1994).

47



[49] P. Y. Yalamov, Stability of a Partitioning Algorithm for Bidiagonal Systems, Parallel
Computing., 23, 333-348, (1997).

48



Aproximacién grupo tedrica a los Hamiltonianos A-relacionados *

Arturo Ramos Gutiérrez

Departamento de Fisica Tedrica. Universidad de Zaragoza, 50009, Zaragoza.

* Premio de la Academia a la investigacién (1999-2000)

Resumen

Mostramos que la férmula de differencias finitas de Ferndndez, Hussin y Mielnik
es un caso particular de aplicacién del grupo de transformaciones sobre el conjun-
to de ecuaciones de Riccati, introducido en un trabajo anterior. Posteriormente
desarrollamos una aproximacién grupo teérica al problema de los Hamiltonianos
A-relacionados. Encontramos una generalizacién del algoritmo de diferencias fini-
tas, y por ende del método de factorizacién en Mecénica Cudntica, que relaciona
autofunciones de tres Hamiltonianos diferentes. Proporcionamos ejemplos ilustra-
tivos de la teorfa, encontrando de este modo nuevos potenciales para los cuales una

autofuncién y su autovalor correspondiente son conocidos exactamente.

Palabras clave: Algoritmo de diferencias finitas, técnica de entrelazamiento, Hamil-
tonianos A-relacionados, grupo de transformaciones de las ecuaciones de Riccati,

potenciales solubles

1. Introduccién

La factorizacién de operadores Hamiltonianos en términos de operadores diferenciales de
primer orden desempeifia un importante papel en la bisqueda de sistemas cudnticos cuyos
operadores Hamiltonianos poseen un espectro conocido exactamente [1, 2, 3]. Tal método
est4 estrechamente relacionado con la existencia de un operador de entrelazamiento (ver
[4, 5] y las referencias allf incluidas), con la Mecénica Cuéntica Supersimétrica [6] y las
transformaciones de Darboux en este iltimo contexto (ver, por ejemplo, 7, p. 24]). En
realidad, la mayoria de los potenciales exactamente solubles pueden obtenerse haciendo
uso de una transformacién de entrelazamiento apropiada.

Ademis, la idea no consiste sélamente en factorizar ciertos problemas en otros més

sencillos sino en generar nuevos Hamiltonianos exactamente solubles partiendo de otros
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conocidos. La clave estd entonces en que dos Hamiltonianos han de estar entrelazados por
un operador diferencial A, normalmente de primer orden (ver, por ejemplo, (3, 4, 5, 8, 9]
y referencias allf incluidas) o superior [10] y se supone que uno de ellos es soluble. Con
esta idea, Ferndndez, Hussin y Mielnik [4] han encontrado recientemente un algoritmo
de diferencias finitas, que hace uso en cada paso de dos soluciones de ciertas ecuaciones
de Riccati y dos constantes. Dicho algoritmo se ha usado en [4, 5] para obtener nuevos
Hamiltonianos isoespectrales a otros conocidos.

Por otro lado, se ha introducido recientemente un grupo de transformaciones que
actia sobre el conjunto de ecuaciones de Riccati [11], el cual fue utilizado para analizar
la integrabilidad de la ecuacién de Riccati. Nos preguntdbamos entonces si éste podria
ser Util para iluminar de algin modo el ya mencionado problema de los Hamiltonianos
entrelazados o A-relacionados. Una pregunta natural es si existe alguna relacién de tal
grupo de transformaciones con el algoritmo de diferencias finitas.

Las respuestas, afirmativas, son el tema del presente trabajo, que se organiza como
sigue. En la seccién 2 presentamos brevemente el problema de dos Hamiltonianos entre-
lazados por un operador diferencial de primer orden, que también se conoce como el de dos
Hamiltonianos A-relacionados. En la seccién 3 relacionamos las ecuaciones de Schrodinger
que aparecen en el anterior problema con ciertas ecuaciones de Riccati, haciendo uso de la
teoria clésica de Lie de reduccién de ecuaciones diferenciales por simetrias infinitesimales,
cuando se aplica a ecuaciones diferenciales lineales y homogéneas de segundo orden. En la
seccién 4 presentamos el grupo de transformaciones en el conjunto de ecuaciones de Ric-
cati introducido en [11]. Usindolo probaremos el Teorema, de Fernéndez, Hussin y Mielnik
referente a su algoritmo de diferencias finitas. En la seccién 5 encontramos los elementos
del grupo de transformaciones mas generales que preservan la estructura de una ecucién de
Riccati que puede identificarse con cierta ecuacién de Schrédinger por medio del método
indicado en la seccién 3. Encontramos entonces resultados més generales que los dados
por el Teorema de Ferndndez et al., obteniendo entonces un modo de relacionar no dos
sino ¢res ecuaciones de Schrodinger esencialmente diferentes. En la seccién 6 encontramos
que el problema de los Hamiltonianos A-relacionados puede explicarse exactamente en
términos del grupo de transformaciones sobre el conjunto de ecuaciones de Riccati y el
procedimiento de reduccién de la seccién 3. La seccién 7 se dedica a ilustrar el uso de
los nuevos Teoremas de la seccién 5, encontrando nuevos potenciales para los cuales un
autoestado y el correspondiente autovalor es conocido exactamente. En particular, los
ejemplos 7.2, 7.4 y 7.5 proporcionardn potenciales finales esencialmente diferentes de los
originales. Por tltimo, mostramos en la seccién 8 algunas conclusiones Y perspectivas

para futuros trabajos.
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Usaremos a lo largo del presente articulo algunas propiedades bien conocidas de los
problemas cudnticos con una sola dimensién, que son los que se tratardn aqui. Pueden

encontrarse en referencias habituales como [12, 13].

2. Hamiltonianos relacionados por operadores diferenciales de primer orden.

La manera més simple de generar un nuevo Hamiltoniano H exactamente soluble a partir
de uno conocido H es considerar un operador acotado e invertible B, con inverso acotado,
y definir I = BHB™!. Este nuevo Hamiltoniano H posee el mismo espectro que el de
partida H. Como generalizacién (ver p.ej. [3]), diremos que dos operadores Hamiltonianos
Hy H estdn A-relacionados cuando AH = H A, donde A puede ser singular. En tal caso,
si 1 es una funcién propia de H correspondiente al autovalor E y Ay # 0, entonces, al
menos formalmente, A1 es también una funcién propia de H correspondiente al mismo
autovalor E.

Si suponemos que el operador de entrelazamiento A es un operador diferencial de

primer orden,
At oww. oy A=t iww 1)
T dx Y T dz ’

entonces la relacién AH = HA y su adjunta, con

d2 — d? ~
llevan a

V=-2W+V, WV-V)=-W'-V'.

Teniendo en cuenta la primera ecuacién, la segunda se vuelve 2WW' = W” + V', que

puede integrarse fécilmente, resultando

V=W?-W+d, (3)
y entonces,

V=W+W +d, (4)

donde d es una constante de integracién. Lo importante aqui es que H y H, dados por
(2), pueden estar relacionados por un operador diferencial de primer orden A de la forma
dada si, y sélo si, existen una constante d y una funcién W tal que el par de ecuaciones
de Riccati (3) y (4) se satisfagan simultdneamente. Ademds, esto significa que ambos

Hamiltonianos pueden factorizarse como

H=Ata+d, H=4AT+d. (5)
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Tomando la suma y la diferencia de las ecuaciones (3) y (4) obtenemos el par equiva-

lente que relaciona V' y 1%

V—-d

—(V —d) +2w?, (6)
V42w, (7)

<t
Il

La funcién W que satisface estas ecuaciones se suele denominar superpotencial, la cons-
tante d es la energia de factorizacidn o constante de factorizacidn y se dice que VyV

(resp. H y H) son potenciales (resp. Hamiltonianos) comparieros.

3. Simetria bajo dilataciones y reduccién de una ecuacién diferencial lineal

de segundo orden

Recordamos brevemente en esta seccién un conocido método de relacionar una ecuacién
diferencial ordinaria lineal y homogénea de segundo orden, con una ecuacién de Riccati,
que puede considerarse como una aplicacién de la teorfa cldsica de Lie de reduccién de
ecuaciones diferenciales por simetrias infinitesimales. Su importancia quedar4 clara cuan-
do apliquemos el método a ciertas ecuaciones de Schrodinger independientes del tiempo.

La ecuacién diferencial lineal y homogénea de segundo orden

d?z dz
@) T +e()z=0 (8)

admite como simetrfa infinitesimal el campo vectorial X = 28/9z, generador de dilata-
ciones (ver p.¢j. [14]) en la variable z, el cual estd definido para z # 0. De acuerdo a la
citada teorfa de Lie, debemos cambiar de la coordenada z a una nueva, u = ¢(2), tal que
el campo vectorial X = z0/0z se escriba como un generador de traslaciones X = 8/0u
en la nueva variable. Este cambio estd determinado por la ecuacién Xu = 1, que lleva a

u = log|z|, i.e. |z| = e*. En ambos casos de regiones con z > 0 6 z < 0 tenemos

dz _ du &Pz <du)2 du
dz ~ “dz’ Y dz2 -~ “\dz 2z
de forma que la ecuacién (8) se escribe
d*u du du\’

Comoquiera que la funcién incégnita u no aparece en la ecuacién precedente sino sélamente
su derivada, podemos reducir su orden introduciendo la nueva variable w = du/dz. Lle-

gamos a la ecuacién de Riccati para w

== —w? = b(z)w — ¢(z). (10)
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Notar que de dz/dz = zdu/dz y la definicién de w se tiene

-2 (11)
La ecuacién diferencial de segundo orden (8) es equivalente a la pareja (10) y (11), porque
dada una funcién w que satisfaga (10), la funcién z definida (salvo un factor no nulo)
por (11), ie. z(z) = exp(J*w(()d(), satisface (8). Podriamos haber seguido unas
pautas parecidas rectificando el campo vectorial en el sentido opuesto, es decir, imponiendo
Xu = —1. Esto habria llevado a que u = — log |z|, es decir |z| = e™*. Ahora bien, en cada
caso de z > 0 6 z < 0 tenemos dz/dz = —zdu/dz y d*z/dz? = z (du/dz)? — z d*u/dz?,

de modo que finalmente obtenemos la ecuacién de Riccati

dw
— =w?—b(z c 12
= (@)w + c(z), (12)

donde ahora
du 1dz
=== 1

Y= i z dz (13)
Denotaremos en lo que sigue los diferentes cambios de variables como |z| = e+,
wy = 'z'E’ ylzl=e", wo = —3 E , respectivamente. Notar que ambos estdn definidos

localmente, esto es, en intervalos ablertos donde z tiene signo constante.
Apliquemos estas ideas al caso particular de la ecuacién de Schrédinger en una dimen-

sién e independiente del tiempo

~ (@) - =0, (14)

donde V/(z) es el potencial y d es un autovalor de energfa concreto. Como se ha explicado

antes, podemos reducir (14) o bien al par

W, = -W2+(V(z)—d), W= Ga (15)
o bien, al par
W= W2 - (V(z) - d), W;=—é%§. (16)

Las ecuaciones de Riccati que aparecen en estos pares recuerdan a aquéllas que aparecian
en la seccién 1, a saber, las ecuaciones (3) y (4). Pero en los sistemas (15) y (16) las
funciones incégnita W, y W_ estén relacionadas por W, = —W_, mientras que en 3)y
(4) la incégnita W es la misma funcién.

Sin embargo, este comentario es 1til para interpretar el significado de las ecuaciones

(3) ¥ (4). Podemos reescribirlas como

W o= W?-(V(z)-d), (17)
w’ W2+ (V(z) - d). (18)
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Entonces, podemos considerar la ecuacién (17) (resp. (18)) como proveniente de una
ecuacién del tipo Schrédinger (14) (resp. del tipo —d?¢/dz? + (V(z) — d)¢ = 0) por

medio de los cambios, respectivamente,

o lds w1

sd’  ° =3 (19)

de forma que las dos “funciones propias” ¢ y ¢ de las ecuaciones del tipo Schrodinger
mencionadas estén relacionadas por ¢¢ = anst. Ni que decir tiene que los cambios (19)
estdn definidos localmente, es decir, en intervalos abiertos comunes de los dominios de 10)
¥ ¢ que existan entre dos ceros consecutivos de ¢ 6 ¢, 0 quiza entre un cero y una frontera
del dominio del problema. Notar que no hay en principio razén alguna por la que debieran
proporcionar funciones ¢ y ¢ definidas de la misma forma en el dominio completo de W,
sino que en general estardn definidas intervalo a intervalo. Notar también que si elegimos
la funcién W de los dos operadores A y A', definidos por (1), como la dada por (19),
entonces se tiene A¢ =0y Afg = 0.

Hemos visto que las ecuaciones de Riccati (17) y (18) corresponden, por medio de los

cambios (19\ a dos ecuaciones del tipo Schrédinger que a su vez son equivalentes a
\+9 ) Y

donde H y H estan dados por (2). Entonces, es equivalente decir que H y H estén
A-relacionados, con constante asociada d, a decir que el par de funciones ¢ y @, que
satisfacen ¢$ = Const., son funciones propias respectivas, con autovalor d, de los Hamil-
tonianos H y H. Cada uno de estos hechos implica a su vez que ambos Hamiltonianos
pueden factorizarse en la forma dada por (5). Finalmente, recordamos de nuevo que estas
factorizaciones tienen sentido localmente, es decir, en intervalos abiertos comunes de los
dominios de ¢ y 5 ‘

Sin embargo, hay un caso especial donde todo se vuelve definido globalmente, que
es cuando ¢ 6 (E es la funcién de ondas correspondiente al estado fundamental de su

Hamiltoniano respectivo, la cual no tendr4 ceros en el dominio de definicién del problema.

4. Grupo de transformaciones sobre el conjunto de ecuaciones de Riccati

Introducimos en esta seccién la técnica de relacionar diferentes ecuaciones de Riccati por
medio de un grupo de transformaciones. Tal procedimiento serd de importancia clave en
lo que sigue, y fue introducido en [11] en orden a proporcionar una explicacién grupo
tedrica de algunas propiedades de la ecuacién de Riccati.

Recordemos que una ecuacién de Riccati general es la ecuacién diferencial no lineal de

54



primer orden

d%f‘) = a5(2) 13(z) + a1(2) y(z) + ao(z), (21)

donde los coeficientes a;(z), ¢ = 0, 1, 2 son funciones (suficientemente) diferenciables de
la variable independiente z. Una ecuacién de Riccati particular estd determinada por una
eleccién concreta de dichos coeficientes. En este sentido, cada ecuacién de Riccati puede
considerarse como una curva en R®, o en otras palabras, identificada con un elemento de
Map(R, R®). La ecuacién de Riccati posee una estrecha relacién con el grupo SL(2,R)
de matrices 2 por 2 con entradas reales y determinante unidad, como ha sido puesto de
manifiesto, por ejemplo, en [11] y en las referencias allf incluidas.

Consideremos el grupo de curvas (suficientemente) diferenciables a valor SL(2,R), es
decir, Map(R, SL(2,R)), que de ahora en adelante denotaremos por G, definido como
sigue. Un elemento A(z) € G si A(z) € SL(2,R) para todo z de su dominio. El producto
esté definido punto a punto, i.e. si A1(z), Ax(z) € G entonces (A;42)(z) = Ai(z)Aq(z)
para todo z. Es inmediato ver que que el elemento neutro es I(z) = I € SL(2,R) para
todo z y que el inverso estd dado por (A™*)(z) = A(z)™".

Podemos transformar toda funcién y(z), definida en la recta real extendida (afiadiendo
el punto del infinito) R por un elemento de G, haciendo uso de la conocida accién © :
G x Map(R, R) — Map(R, R) definida como sigue [11}:

oA 1(e) = SULLEE, gy £ -088 (22)
o(A@)0) = 28 | o(aw)-2) = oo, (23)

cuando

a(z) B(z)
Az) = .
(z) ( 2) 6() ) €g (24)

Es facil comprobar que la ecuacién de Riccati (21) se transforma bajo la transformacion
genérica T(z) = ©(A(z), y(z)) en una nueva ecuacién de Riccati para F(z) con coeficientes

@;(z), i =0, 1, 2. La relacién entre los coeficientes nuevos y los antiguos estd dada por

@ = 0%a;—dyar+77a0+8 -8, (25)
@ = —2p0ay+ (ad+Py)a1 —2avay+ 6 —ad' + Y =08, (26)
@ = Play—afa+ a?ap+af - pd, (27)

donde la prima denota derivada respecto a z. Nos gustaria resaltar que transformaciones
similares a éstas ultimas, cuando se considera GL(2,R) en vez de SL(2,R), han sido

utilizadas en 15, 16], también en conexién con transformaciones de la ecuacién de Riccati.
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Sin embargo, ninguno de ellos puso de manifiesto que las mismas constituyen un grupo
de transformaciones, como mostramos seguidamente.

Las relaciones anteriores pueden escribirse en forma matricial

@ A as
@ = 288 ab+pPy —2ay a;
ﬁo ﬁ? —‘Clﬂ 042 [21))
v — &y
+| 6o/ —ad + 8y -5 | . (28)
af - o
Si definimos las aplicaciones
é2 A
B(A) = | —286 ad+py —2ay |, (29)
ﬁ2 —Ozﬂ a2
vé' — &
8(A) = 0o —ad + 6y -5 | , (30)
af' — B’ }

donde A € G, puede comprobarse facilmente que B es una representacién lineal del grupo
G en Map(R, R®). La restriccién de B al subgrupo de curvas a valor SL(2, R) constantes
no es otra cosa que la representacién adjunta de SL(2, R) en su élgebra de Lie [1 1]. Por
otro lado, puede probarse que ¢ define un 1-cociclo para B, lo cual significa que (ver
(11, 17])

0(A1Az) = B(A1)(0(A2)) + 6(A;), VA, A €G, (31)

¥y que ademaés 6 no es un 1-coborde para B. Como consecuencia, ver por ejemplo [17], 1a
expresién (28) define una accién afin de G en el conjunto de ecuaciones de Riccati, que
a su vez puede identificarse con el conjunto de curvas (suficientemente) diferenciables a
valor el dlgebra de Lie sl(2, R).

En términos més préacticos todo esto quiere decir que la composicién de dos transfor-
maciones del tipo (28) en el conjunto de ecuaciones de Riccati es exactamente igual que
realizar una sola transformacién del siguiente modo. Si T4 denota la transformacién del

tipo (28) asociada con A € G, entonces se cumple
TA1 (s} TAZ = TAIAZ s VA, Ay eg. (32)

Es posible generalizar esta accién afin a situaciones mas generales, donde esté involucrado

un grupo de Lie arbitrario de dimensién finita en lugar de SL(2, R) [18].
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En pocas palabras, lo que ocurre es que G actiia por medio de © transformando solu-
ciones de una ecuacién de Riccati en soluciones de otra ecuacién de Riccati obtenida por
medio de la accién, definida por (28), de G sobre la ecuacién original. Como ejemplo del

interés v la utilidad que estas transformaciones poseen, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 1 (Fernandez, Hussin y Mielnik [4]) Sean ax(z) y ou(z) dos soluciones

diferentes de las ecuaciones de Riccati o/ + o = V(z) — e y o + o? = V(z) — ¢,

respectivamente, donde € < €. Entonces la funcion Bu(z), definida por
€& — €

ax(z) — au(z)’

Bri(z) = —au(z) - (33)

es una solucién de la ecuacién de Riccati '+ 52 =V (z) — 2aj(x) — &

Demostracién. La funcién o(x) satisface la ecuacién de Riccati o + o = V(z) — ¢
por hipétesis. La transformaremos por medio de © haciendo uso del elemento Ag(z) de
G dado por

_ 1 o) —og(@)tea—e
Aolw) = Ve — e ( -1 () ) ’ 34

donde ax(z) # au(z) y e < €. En efecto Ag(z) € G ya que su determinante es siempre
uno, para todo z en el dominio de a(z). De acuerdo con (22) y (23) calculamos

ar(r)y(z) — A2(z) + & — &

ar(z) — ay(z)
€ — €]

ar(z) — ayz)

O(Ao(2), cu(=))
= —'Olk(iE) -

Esta funcién es una solucién de la ecuacién de Riccati con coeficientes dados por (25),
(26) y (27), teniendo en cuenta los elementos de matriz de Ao(z) € G y que la ecuacién
de Riccati inicial o/ + a® = V(z) — ¢ posee como coeficientes as(z) = —1, a;(z) =0y

ao(z) = V() — €, en la notacién de (21). Operando, tenemos

T(e) = ———{-ok@) ~ o4la) + V(@) — e} =1,
m@ = 22 t) - o) + V(@) e},
ae) = T (i) - o4lo) + Vi) - e}

+ai(z) + ) (z) — 2 (z) — (6 — &) -

Si ahora la funcién oy (z) satisface a su vez la ecuacién de Riccati a®+ o = V(z) — €, los
k

coeficientes finales se reducen a @y(z) = —1, @1(z) = 0y Go(z) = V(z) — 204(z) — . O

57



5. Elementos que preservan el subconjunto de las ecuaciones de Riccati ' +

w?=V(z)-c

Acabamos de ver que €l grupo de transformaciones definido en el conjunto de ecuaciones
de Riccati proporciona una demostracién directa del Teorema 1. Este relaciona una
solucién o;(z) de la ecuacién de Riccati inicial o’ + o = V(z) — ¢ con una solucién
Br(z) de la ecuacién de Riccati final §/ + 82 = V(z) — 2 a}(z) — ¢, usando una solucién
oy (z) de la ecuacién de Riccati intermedia o/ + o = V(z) — ¢;. Estas tres ecuaciones
de Riccati pueden obtenerse a partir de otras tres ecuaciones de tipo Schrédinger por
medio de una de las posibilidades de reduccién explicadas en la seccién 3. Ademss, las
asociadas a las ecuaciones de Riccati inicial e intermedia, a saber —y” + V(z)—e)p =0
y =¢" + (V(z) — )y = 0, pueden considerarse como las ecuaciones de autovalores que
aparecen para las dos energfas €, €; del mismo potencial V (), mientras que la ecuacién de
Riccati final puede asociarse a la ecuacién de autovalores para el potencial V(z)—204(x)
y energia €.

Esto lleva de forma natural a la pregunta de cudl es el subconjunto de los elementos més
generales de G que preservan el subconjunto de las ecuaciones de Riccati caracterizadas
por el hecho de tener los coeficientes ay(z) = —1, ay(z) =0y ao(z) igual a cierta funcién,
la cual escribiremos como una expresién de la forma V(z) —c. Notar que tal subconjunto
de G no serd necesariamente un subgrupo, ya que el coeficiente ag(z) no es siempre la
misma funcién.

La ecuacién de la que partiremos es
u'=—-ut+V(z)-c, (35)

que posee los coeficientes az(z) = —1, a1(z) = 0 y ag(z) = V(z) — ¢ en la notacién de

(21). La condicién de obtener una ecuacién de Riccati final en el subconjunto mencionado

es
-1 52 —dy 7 -1
0 = -2B6 ad+ By —2ay 0
Viz)-t B2 —af a? Viz)-c
v — &
+]| 0 —ad + 8y -5 |, (36)
af - Ba’

para cierta A(z) € G de la forma (24) a determinar, y donde V(z) — z serd en general
diferente de V'(z) — c. La ecuacién matricial (36) es equivalente a las tres ecuaciones

escalares

-1 = =&+ (V(z)—c)+v8 - &7, (37)
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0
Viz)-c¢

286 —2ay(V(z) —c) + 6 —ad + By — 8, (38)
B +a*(V(z) - ¢) + aff — fo’. (39)

Derivando det A(z) = a(z)d(z) — B(z)y(z) = 1 tenemos también
d6+8a—-vB+3v=0. (40)

De estas cuatro ecuaciones, (37), (38) y (40) proporcionarédn condiciones sobre los ele-
mentos de matriz o, 3, 7, § y sus derivadas tales que la condicién (36) se satisfaga. La
restante, (39), definird V(z) — € en términos de todas las demas funciones, incluyendo
V(z)—c

Tras tomar la suma y la diferencia de (38) y (40) se obtiene

V@) —at = 2,09 oy, (41)
v v
5 !
(V(;z;) - c)f')/2 = ﬁ + m — 76’ . (42)
a a
Sustituyéndolas en (37) y (39) obtenemos
-1 = —57+Z_ﬂ_§+m_57”
@ a
V(z)-t = —ﬂ2+a7w+m-7—a—ﬂa’.

Multiplicando la primera de estas ecuaciones por a y la segunda por 7, y usando el hecho

de que ad — vy =1 llegamos a

a = §+°, (43)
V(@) -2y = B+o. (44)

Sustituyendo (43) en (42), obtenemos
(V(z)—cy=6-4¢". (45)

Tenemos dos relaciones entre las funciones «, 3, v y 4, a saber (43) y la condicién del de-
terminante, as{ que podemos expresar estos elementos de matriz en términos de sélamente
dos de ellos y sus derivadas. Podemos escribir entonces a = §+'y 8 = (6(6 +7') — 1)/~

Usando ademés la relacién

& (5)/ 5")(’
=) +—= 46
v o\ (46)
la ecuacién (45) se escribe
ay’ 5\? 1 .
Y4 (-2) mV@ - a7
(-9 +(-3) =v@r+ | (@)



de forma que la nueva funcién v definida como v = —§/ debe satisfacer la ecuacién de
Riccati
1
v’+v2=V(:1:)+:;-5—c. (48)

Ahora bien, sustituyendo en (44) la expresién de 8y o en términos de 6, v y sus derivadas,
usando la definicién de v y la ecuacién (48) se obtiene

1"

V(z)—E=V(z)—2(%v+v')+77—c. (49)

Sélamente queda encontrar la expresién de la funcién solucién de la ecuacién de Riccati
final, en términos de u y v. La curva a valor SL(2, R) usada para la transformacién puede

escribirse como

—v4+2L gL L
Co(z) =« ( ¥ R (50)
1 -V
de modo que la funcién buscada es
—vu+uy' /[y — 1/9% + 0% — oy
#a) = O(Co(a)u(z)) = XL i
1 2 !
- oM T (51)
u—v g
Resumiendo, acabamos de probar el siguiente
Teorema 2 Sea u(z) una solucién de la ecuacidn de Riccati
v4ur=V(r)-c (52)

para cierta funcidn V(z) y cierta constante c. Sea vy(z) una funcién (suficientemente)
diferenciable sin ceros, definida en' el dominio de V(z). Sea v(z) una solucién de la
ecuacidn de Riccati

v’+v2=V(z)+#ﬁ—c, (53)

que se supone definida en el mismo dominio de u(z) y tal que u(z) — v(z) sea no nula

para todo z. Entonces la funcidn z(z) definida por

o(z) - U7 (@) | (@)

z(z) = — 54
(=) ue) - 0@ T o) (54)
es una solucion de la ecuacién de Riccati
! i
z’+z2=V(z)—2<%v+v’>+7———c (55)

Ni que decir tiene, los coeficientes de la ecuacién final pueden calcularse directamente
haciendo uso de (25), (26), (27) y teniendo en cuenta (50), (52) y (53).
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Corolario 1 El Teorema 1 es un caso particular del Teorema 2.

Demostracién. Es suficiente elegir en el Teorema 2 u(z) = ay(x), v(z) = a(x), c =&

y v =1/v€ — €, con € < €. a

El Teorema 2 tiene su contrapartida para ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden del tipo Schrédinger, que a su vez tendrd un interés inmediato en aplicaciones
fisicas. La clave es usar en sentido inverso el procedimiento de reduccién descrito en la
seccién 3.

Consideremos la solucién u de la ecuacién de Riccati (52). Podemos definir (localmente

y salvo una constante multiplicativa no nula) la nueva variable ¢, como

sula) =exp ( [Tu©)ct), (56)

la cual satisfard
— ¢+ (V(z)—c)pu =0, (57)
para la constante concreta c. Anslogamente, considerando la solucién v de la ecuacién de

Riccati (53) podemos definir (localmente etc.) ¢, como

¢u(z) = exp ( / “u(8) d&) ) (58)
que a su vez satisfard -

(V(z)+ @) " )¢u=0, (59)
para la misma constante concreta c. Entonces la funcién z definida por (54) satisfard la
ecuacién de Riccati (55). Podemos definir también (localmente etc.) la nueva funcién ¢,
como

bule) =exp ([ (€1 d). (60)

que a su vez satisfard

,yll
V(z ( v+v>+~——c} =0. 61
t+ v -2 L - c}o. (61)
Lo que hemos de hacer ahora es relacionar la funcién ¢, con ¢y y ¢, teniendo en cuenta

la relacién existente entre z, u y v.

Proposicién 1 Sean u, v y z las funciones para las cuales se cumple el Teorema 2. Sean
bu, v y ¢, las funciones definidas por (56), (58) y (60), respectivamente. Entonces se

tiene que

%‘- =u, f: v, g— =z, (62)
y se cumple )
b=~ 5+ %), (63)

salvo una constante multiplicativa no nula.
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Demostracién. La primera asercién es inmediata. Como consecuencia, tenemos fy(——dd;-f-

%%)(bu = v(v — u)¢,. Tomando la derivada logaritmica

OE-wh) _ 7, v 4
(v = w)gy v v-u Py
/ 2 __ 02 1 2 ! 1 2
S A PR Y SO (RSP Y
Y v-u  v-u v v—u
! 2 /
I (T S
Y v—-u o
donde se ha hecho uso de las ecuaciones (52), (53) y (54). O

De estos resultados previos, tenemos el siguiente:

Teorema 3 Sea ¢y(z) una solucidn de la ecuacién diferencial de sequndo orden lineal Yy

homogénea
g+ (V@) - gy =0, (640
para V(z) y ¢ concretas. Sea y(z) una funcidn (suficientemente) diferenciable sin ceros,

con dominio el de V(z). Sea la funcidn ¢,(z) # ¢u(z) una solucién de la ecuacion
" 1 _
— ¢yt (V(x) + ) c)a% =0, (65)

definida en el mismo dominio que ¢,(z). Entonces la funcién ¢,(z), definida (salvo una

constante multiplicativa no nula) por

d ¢,
¢z—7<_a’;+a> u) (66)
satisface la nueva ecuacion
,YI ,y/l
—~¢>'z'+{V(m)—2(7v+v')+7—-c}¢z=0, (67)

donde la funcidn v(z) estd definida (localmente) por ¢/, /¢, = v.

Nota 1. Los Teoremas 2 y 3 son invariantes bajo un cambio de signo de 1.
Nota 2. El operador vy(z){—d/dz + ¢/,(z)/¢(z)}, que aparece en (66), se reduce al
operador apropiado del tipo A = —d/dz+ W (z) cuando (z) es constante. Veremos este

punto con més detalle en la seccién siguiente.

6. El algoritmo de diferencias finitas y los Hamiltonianos A-relacionados des-

de un punto de vista grupo-tedrico

Recordemos que el conocido como algoritmo de diferencias finitas fue introducido en [4],

en conexién con el problema de dos Hamiltonianos A-relacionados o entrelazados, y usado
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posteriormente en [5]. En tales trabajos la idea esencial es usar el método al menos dos
veces.

El importante resultado que trataremos a continuacién es que, usando apropiadamente
el algoritmo de diferencias finitas sélamente una vez, conjuntamente con el procedimien-
to de reduccién explicado en la seccién 3, es posible explicar desde un punto de vista
grupo-tedrico el problema usual de dos Hamiltonianos A-relacionados o entrelazados.
Obtendremos de esta manera una nueva visién acerca de la naturaleza de estos proble-
mas.

Consideremos los dos Hamiltonianos
d? d?
Hy = —555+V0(a:), H = —E+Vl(m), (68)
que por hipétesis estardn A;-relacionados, i.e. A1 H; = HoA; y HIA‘; = A*IHO, donde
A1=d—dzg+ala y A§=—a%+a1, (69)
siendo o una funcién a determinar.
Supongamos que Hj es un Hamiltoniano exactamente soluble para el cual se conoce

un conjunto completo de funciones propias de cuadrado integrable {9 con energias re-

spectivas E,, n =0, 1, 2, .... Por lo que se ha visto en la seccién 3, se tiene
Volz) = By = di(z, EBy) + o (z, Eo), (70)
Vl(x) ~-E = a?(a:, EO) - all(z’ EO) ’ (71)

o equivalentemente

Vo(fl)) bl Eo = —(‘/1(.'13) — Eo) + 20(%((13, E()) y (72)
Vi(z) = Vo(z) - 20i(e, Eo). (73)

donde hemos elegido a;(z, Ep) como
o (e, Bo) = 0"/, (74)

Definamos la funcién w((,l) por w(()l) =1 /1/1(()0), salvo una constante multiplicativa no nula.

Tenemos entonces también
a(z, Bo) = — 9§ 4. (75)

Entonces, ambos Hamiltonianos factorizan en la forma
Hy = A1(EQ)A'{(E0) + Ey, H, = A{(Eo)A1(Eo) + Eo. (76)

Notar que hemos escrito explicitamente Ey en la funcién oy y como consecuencia en los

operadores A1 y Al. No obstante no deben considerarse como dependientes de tal cantidad
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sino.que esta ultima debe verse como una forma de recordar la factorizacién con la que
estamos trabajando. De (74) y (75) tenemos Al(F,) (()O) =0y A (B =0, y como
consecuencia H 1111(()1) = Eowél) en afiadidura a Hm/)éo) = qu/)((,o).

Notar también que como 1,[1((,0) no posee ceros en todo el dominio de Vy(z), todas
las funciones definidas hasta ahora en esta seccién estan globalmente definidas en dicho
dominio, siempre que sea conexo.

La ecuacién (73) relaciona el potencial V;(z) con Vy(z). Como es sabido, debido a la
Ay (Ep)-relacién de los Hamiltonianos Hy y Hj, es posible encontrar las funciones propias
normalizadas de H, transformando las de Hy por medio del operador A{(E'o), excepto

z/)((,o), ya que Al(Ep) ((,0) = 0. En efecto, un simple cdlculo muestra que las funciones

Al(Eo)p®

U= =1,2,3,... 77
wn \/m ) n y Sy ) ( )
satisfacen
HyD =By @0, %0) = bum, (78)
para todos n, m =1, 2, 3, ..., a condicién de que ¥{”) estén normalizadas.

Aunque la funcién dzél) satisface H, (()1) = ng((}l), no corresponde a un estado fisico
de H; porque no es de cuadrado integrable, como puede verse facilmente de su definicién.
Entonces, Ey no pertenece al espectro fisico de Hy. Por esta razén los Hamiltonianos H;
y Hy se dicen cuasi-isoespectrales.

Vamos a formular ahora todos estos resultados en términos del grupo de transforma-
ciones en el conjunto de ecuaciones de Riccati introducido en la seccién 4. Por hipétesis
tenemos

Hpp® = E, @, n=01,2,.... (79)

Como Hy estd dado por (68), la ecuacién espectral (79) puede escribirse como el siguiente

conjunto de ecuaciones diferenciales lineales y homogéneas de segundo orden
— O + (Vo(z) = B9 =0, n=0,1,2,.... (80)

De cada una de estas ecuaciones podemos obtener una ecuacién de Riccati a través de la
definicién de las nuevas variables

l(cO)/
al(Ek)::W, IC:O, 1, 2,..., (81)

donde la dependencia en z se ha omitido por brevedad. Por lo dicho en la seccién 3, estos

cambios estdn definidos localmente, es decir, para cada k, el dominio de o (Ey) es la unién
. . . . 0 ..

de los intervalos abiertos contenidos entre dos ceros consecutivos de 7/)1(c ) o quizé un cero

y una frontera del dominio de Vy(z). En particular, a;(Fp) est4 definido globalmente en
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el dominio completo de Vp(z) ya que 1/)80) no tiene ceros en tal intervalo. Con los cambios

(81), el conjunto de ecuaciones (80) se transforma en el conjunto de ecuaciones de Riccati
o (EB,) + d2(E,) = Vo(z) — By, n=0,1,2,.... (82)

Apliquemos ahora el Teorema 1. Hemos de hacer actuar ciertos elementos apropiados
del grupo G sobre todas las ecuaciones (82) salvo una. Dichas curvas a valor SL(2,R)
han de ser construidas haciendo uso de la funcién que satisface la ecuacién del conjunto
(82) que se ha de dejar aparte. Y esta tltima ecuacién debe tener una constante asociada
E,, menor que cualquier otra del conjunto, de modo que es la ecuacién de (82) con n = 0.

Los elementos de G que necesitamos pueden encontrarse ficilmente por analogia con

el elemento de G que hemos utilizado en la demostracién del Teorema 1. Estos son

Ey) —d3(E E, - E
B, =L [ ealBo) —ox(Bo)+ ), on=12... (83
E’n - EO -1 (031 (Eo)
Definamos las nuevas funciones §(E,) como
a1 (Eo)on(En) — of(Eo) + En — Eo
En = © B’naa En =
B(En) (Bn, 01(En)) or(Bo) = on(EL)
- E,
= —oy(Ey) — = n=1,2,.... (84)

al(E()) - al(En) !

Por el Teorema 1 dichas funciones G(E,) satisfardn las nuevas ecuaciones de Riccati
B'(E,) + B*(E,) = Vi(z) — En, n=12,..., (85)

donde Vi(z) = Vo(z) — 2} (E,). Ahora bien, podemos definir (localmente etc.) el nuevo

conjunto de funciones ¢>§}), paran =1, 2, ..., por medio de
W =en( [ BeBNE),  n=12.., (86)
de modo que satisfardn las nuevas ecuaciones
— oW 4 (Vi(z) — En)¢® =0, n=12.... (87)
Entonces, ¢{!) son funciones propias del Hamiltoniano H; = —Ed; + Vi(z), con autovalores

asociados En, paran =1, 2, ....

Por otro lado, ya conocemos un conjunto de funciones propias ¢§L1) con exactamente
las mismas energias asociadas E,, dadas por (77). Uno podria estar tentado de concluir
que ambos conjuntos son iguales (quizé salvo ciertas constantes multiplicativas). Pero
la situacién no es tan simple, ya que cada ecuacién diferencial lineal y homogénea de

segundo orden (p.€j. las de (87)) posee dos soluciones linealmente independientes. Como
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estamos trabajando siempre con problemas unidimensionales con niveles no degenerados,
s6lamente una de las soluciones serd de cuadrado integrable.

Por tanto, hasta ahora sélo podemos asegurar que ¢§}) son una combinacién lineal
general de las funciones 1/),(‘1) y sus soluciones asociadas linealmente independientes, para

cada n, las cuales pueden calcularse, por ejemplo, haciendo uso de la conocida férmula de

Liouville ! (z) f* ;ﬁ—ﬁi,-"%&v) v
Pero lo importante es que para cadan =1, 2, ..., se tiene que ¥{ y ¢{) son iguales,
salvo una constante multiplicativa no nula. En efecto, tomando la derivada logaritmica

de ¥V obtenemos

W AAlE >¢<°>)_%< U + S )
W Al(Eo)p oo _fi”_’y’ww)

(o)1
—p + Yoy 40 (jh) YO + Y W
(0)/
U 4 S g

0

Sacando el factor comtin %{?) en numerador y denominador, usando las relaciones

¢(0)//
—Vo(:c) E., n=0,1,2,..., (88)
e
y las definiciones (81), llegamos a
P Ey - B Bl
= —oq(Ey) — ——— = Pn_
w(l) 041( 0) al(EO) — al(En) 6(En) 511) ’ (89)
paran = 1,2, ..., de modo que %) y #{!) son como se ha dicho. Es claro ademés que

estas ecuaciones son vélidas intervalo a intervalo.

Ahora bien, en lo que concierne a 11)((,0), es claro que el Teorema 1 no tiene sentido si
ar(z) = ai(z) y ex = . De forma similar, no podemos tomar E, = E; en (83): los
factores de normalizacién 1/+/E, — Eq, que se pusieron con el objeto de tener realmente
curvas a valor SL(2,R), dejarfan de tener sentido porque tales matrices, si dejamos aparte
dichos factores, tendrian determinante cero. Esto significa que no se puede usar una
transformacién del tipo (84) con E, = E; para la funcién «;(Ep) propiamente dicha.
Pero existe una funcién asociada a w((,l) que es solucién de una ecuacién de Riccati, dada
por (75), es decir, la nueva funcién B(Ey) = —a;(Eo) satisface una ecuacién del tipo (85)
para n = 0, que no es otra que (71). En definitiva, el hecho de que Al(E)p{” = 0, se
manifiesta al nivel de soluciones de ecuaciones de Riccati en el hecho de que ay(Ep) no
puede ser transformada en el sentido explicado. Reciprocamente, no es posible escribir
B(Eo) = ©(Bo, a1 (Eo)) para algin By € G.
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Acabamos de explicar las caracteristicas del problema de dos Hamiltonianos A;(Ep)-
relacionados por medio del Teorema 1, que a su vez es un caso particular del Teorema 2.
Mostramos a continuacién, por completitud, cémo se aplica al mismo problema su con-
trapartida al nivel de soluciones de ecuaciones de Schrodinger, dada por el Teorema 3.

Consideremos de nuevo el conjunto de ecuaciones (80). Retenemos la correspondiente
an = 0, la cual desempeifiard el papel de la ecuacién (65). Todas las demds desempenaran

el papel de la ecuacién (64). Para cada n =1, 2, ..., la funcién - debe estar definida por
1
~Bo=—E,+ 5,
Y

de donde podemos elegir v = 1/v/E, — Ey. De acuerdo con (66) y (67) las funciones

w 1 d %\ o
=yl ;p—(()a)- W n=12 .... (90)
satisfacen
"+ (Vo(a) — 204(Bo) ~ Ba)ol® =0, m=1,2, .,

donde se ha usado que o3 (Ep) = (()0)' / 1/1((,0)_. De este modo, hemos recuperado las funciones

propias normalizadas (77) del nuevo potencial Vi(z) = Vo(z) — 2 &} (z, Ey).

7. Ejemplos ilustrativos

Aplicaremos en esta seccién el Teorema 3 a algunos casos donde (z) no es constante, lo
cual proporciona una situacién que generaliza la técnica de entrelazamiento usual. Sin
embargo, hemos de notar que con este método seremos capaces de encontrar potenciales
para los cuales conoceremos exactamente una autofuncién y su autovalor correspondiente.
Usaremos una ligera generalizacién de dos conocidos tipos de potenciales, a saber, los
potenciales del oscilador y de Coulomb en problema radial, generalizacién que consiste en
tomar los intervalos méds amplios para los pardmetros que aparecen en los potenciales, de

forma que sea posible encontrar funciones propias de cuadrado integrable.

7.1 Potenciales del tipo oscilador radial

Consideremos la familia de potenciales

b2z? U1+ 1)
Vip(z) = —— 4 2T 91
(@) =+ =03 (91)
donde z € (0,00) y [, b son pardmetros reales. Cada miembro puede verse como parte
de un par de potenciales compaifleros invariantes de forma, respecto de la traslacién del

pardmetro [ — [+ 1. Este hecho permite encontrar los autovalores y las funciones propias
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correspondientes, incluso normalizadas, de una forma puramente algebraica. La clave es
encontrar, en lo que a este caso respecta, funciones en el niicleo del operador diferencial
lineal de primer orden d/dz — (I + 1)/z + bz/2 que sean ademds normalizables respecto
de la norma inducida por el producto escalar usual en L?((0,00)). Esto proporcionaré
la funcién propia del estado fundamental. Las de los estados excitados se obtienen por
aplicacién iterada del operador —d/dz — (I + 1)/z + bz /2, con cierto ! apropiado en cada
paso, multiplicado por ciertos factores. Ver [1, 8] para mé,é detalles. Sin embargo, es
importante notar que con este procedimiento, se obtienen las condiciones de contorno de
las funciones propias como consecuencia mas que ser condiciones a priori. El resultado
para esta familia de potenciales son las funciones propias normalizadas (salvo una fase)
[19)

F(k + 1) b21+3 1/4 b2 1 b(EZ
Lb _ I+1 ~bx?/4 rl+1/2
E@ =\ T ir 39 (22l+1) e (7) ’ (92)

donde £k =0,1,2,..., paral > —3/2y b > 0. Se introduce la notacién LZ(u) para el
polinomio de Laguerre de grado n y pardmetro a en la variable u.

Notar que en el intervalo [ € (—3/2,—1) estas autofunciones van a infinito cuando
z tiende a cero, en contra de la condicién usual de que vayan a cero, a pesar de ser
de cuadrado integrable. Sin embargo, para | > —1, satisfacen tal condicién. Lo que
ocurre es que los potenciales de la familia (91) proporcionan Hamiltonianos —d?/dz? +
Vip(z), con dominio C§°(0, c0) de funciones diferenciables de soporte compacto en (0, 00),
esenciamente autoadjuntos para el rango b > 0y [ > —3/2, con extensiones autoadjuntas
diferentes en cada uno de los intervalos [ € (=3/2,—1) y | € (—1,00), incluyendo la
primera de ellas autofunciones que no necesariamente van a cero cuando z — 0 [20].
Veremos ademés que una de las funciones propias que aparecen cuando ! € (—3/2,—1)
proporciona la aplicacién més interesante de nuestro nuevo método en lo que se refiere a
la familia (91).

En ambos casos, los valores propios de los potenciales (91) correspondientes a las

autofunciones (92) son [19]:
L 3
E‘k’=b<2k+l+5), k=0,1,2,.... (93)

Si b = 2 estos autovalores se reducen a los dados en [21]. Comparar también con las
autofunciones y autovalores dados en [22, pp. 391-2].

Ejemplo 1. Deseamos utilizar el Teorema 3, usando dos potenciales de la familia (91)
obtenidos para diferentes valores concretos de [. La diferencia entre ambos potenciales

debe ser una funcién positiva y sin ceros en (0, c0), con el objeto de poder definir una
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funcién ~y(z) con los requerimientos del Teorema. Tenemos
@i+1-7r)r 1
z? 71 T (‘T )

donde > 0, de modo que en principio elegimos v, (z) = z/4/r(2l + 1 — ). Como poten-
cial original hemos elegido Vj_,3(z), para el cual se satlsfacen las siguientes ecuaciones:

—————dzcld T;( z) {Vz-r,b(a:) - b(2k +l—r+ —2—)} h(z) =0,

para todo k = 0, 1, 2, .... Tomaremos una de estas ecuaciones como la ecuacién original

Vip(z) = Vierp(z) =

(64). Ahora debemos resolver la ecuacién del tipo (65)

_‘f;j;ﬁL{v,,b() b(2k+1-7+ )}qﬁv—o

es decir, encontrar una solucién apropiada ¢,(z) definida en (0,00). Como (92) son las
funciones propias de V;4(z), la idea mas inmediata es elegir ¢,(z) como ¢4’(z) para algin
m € N apropiado, que estaré obviamente definido por la condicién EL? = b(2k+1—r+3/2).
Tenemos entonces que m = k — r/2. Como m, k son enteros no negativos, es necesario
que k > r/2 y que r sea un entero par no negativo.
De acuerdo con la ecuacién (67), el potencial final, para el cual conoceremos una
funcién propia con autovalor asociado b(2k +1 —r + 3/2) es
i Lb 7 Lb L
Viers(z) = 2(%1}# + %) + %i—: = Vi_rp(z) — 2(“7 + %)

donde se ha usado

lb() 1 dCrlhb(x)
(w(e) dz

y la expresién de 7,,(z). Debido a la presencia de los polinomios de Laguerre en (92),
las funciones ¢%?(z) poseen m ceros en (0, c0) y entonces v?(z) tendrdn m singularidades
en el mismo intervalo, y como consecuencia también el potencial final. Deseamos evitar
tales singularidades de modo que elegimos m = 0 y por tanto k = r/2. En otras palabras,
hemos de transformar la funcién propia con k entero y positivo del potencial Vj_g (),
con autovalor asociado b(l + 3/2), usando el estado fundamental del potencial Vy(z), el
cual posee el mismo valor propio de energia. Como
1,b

z dz

el potencial final es simplemente Vi_g () + 2b. Tras algunos célculos obtenemos que la
funcién propia final, proporcionada por (66), es de hecho

1-2k,b

m2(@) = marla) ( ~ B 4 oft - 0(0)) = ().
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De este modo hemos recuperado el potencial original V_s;5(z) pero desplazado en energia
la cantidad de 2b. Este desplazamiento se refleja también en el indice & de la funcién propia
final. Notar que 7:°(z) est4 normalizada.

Ejemplo 2. Consideraremos ahora la familia de potenciales, relacionada obviamente con

la del ejemplo precedente

2

Bz? l(l+1 3
=L 0 (0, 3)

donde z € (0,00) y I > —3/2, b > 0. Las finciones propias normalizadas son también

(92), con las mismas propiedades, pero los valores propios correspondientes son ahora
Ep® = 20k, (95)

donde k=0,1, 2, ....
Usaremos también dos potenciales de la familia (94) con valores diferentes de I. Te-
nemos ahora

24+1+7
Vl,b(fl?) - Vl+r,b(33) = 7"<b - —'—;2——) »

donde 7 es un entero positivo. Como b > 0, la condicién para que el miembro de la derecha
sea siempre positivo es que 2/ + 14+ r < 0. Podemos encontrar una solucién si r = 1, ya
que entonces debe ocurrir 2l + 2 < 0 o de forma equivalente [ < —1. Parar =2, 3, ...,
encontrarfamos ! < —3/2, lo cual es incompatible con el rango de definicién original de
[. De este modo hemos de elegir r = 1y —3/2 < I < —1. La funcién v(z) apropiada es

entonces

-1/2
a(z) = (b _ 2l; 2) 2
Ahora debemos transformar una funcién propia de Vi41(z) usando otra de Viy(z) con la
misma energfa, es decir, con la misma k. Con el objeto de evitar singularidades en el po-
tencial final, como en el ejemplo anterior, debemos elegir k = 0. Por tanto, transformamos

la autofuncién ¢g*(z), solucién de

M)

oz T V() o (z) =0, (96)

usando la funcién ¢§°(z), solucién de una ecuacién similar a (96) con I en lugar de I + 1.

El potencial final es, después de algunos célculos,

o ’)’I dvl,b '7”
V@) = Vil - 22+ S) 4 12
ba?  (I+1)(1+2) 3 6b(1 + 1)
= 2 DO (143 D)
7 (+2)+(bw2—2(l+1))2’
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para el cual obtenemos la funcién propia con autovalor nulo

1+1, b( )

d
’Yl,b(x)(— _0(_i;_+vlbcl+1b( )>
pl+5/2 it+2 -—ba:2/4
TR 5/ Jo? 20+ 1)

6" (z)

I

como puede comprobarse por célculo directo. Notar que bz? —2(I +1) > 0 ya que = > 0,
I < —1yb >0, de modo que Vii*(z) y ne’(z) estén definidos en el intervalo (0, 00)
completo. Notar también que 75°(z) no tiene nodos en tal intervalo. Y que tiende a cero
cuando z tiende a 0 6 oo suficientemente rdpido para ser una funcién propia de cuadrado

integrable. En efecto, puede comprobarse ficilmente que

-l-1
(e’ m6") = /(,°<> n6* (z)|? dz = eT(—l - 1)'+3/2F( -l % -l- 1) :

donde I'(ev, z) denota la funcién Gamma incompleta definida por I'(a, z) = [° e~ t*~! dt,

simplemente realizando el cambio de variable bz? = 2¢ y usando [23, Férmula 8.353.3):

o0 p—li—a
F(a,x)= / et dt, Rea<1l,z>0.
a) t+x

Se obtiene entonces que la norma de la funcién propia final es funcién de I, que toma
valores reales sélamente si [ < —1, lo cual coincide con el rango de aplicacién de nuestro

método en este ejemplo.

7.2 Potenciales de tipo Coulomb radiales

Consideremos ahora la familia de potenciales

Vi) = 2 LD )

2

donde z € (0,00) y ¢ # 0, ! son pardmetros reales. Esta familia comparte varias ca-
racteristicas con la dada por (91). Para empezar, cada miembro puede verse también
como parte de un par de potenciales compafieros invariantes de forma, respecto de la
traslacién del pardmetro | — [+ 1. De forma similar a la anterior, se pueden obtener las

autofunciones normalizadas (salvo una fase) [19]

L+1,(1+3/2 . _
L) = L(k+1) 27Yq| :zcl“ek_ng-_IL%“’l( 2qz ) (98)

T2l+2+k) (k+1+1)H+2 E+1l+1
Estas autofunciones son de cuadrado integrable s6lamente en los casos siguientes: en el
rango I € (—3/2,—1) y ¢ > 0, sélamente la funcién propia con k = 0. Para l € (-1, 00)
y q < 0, las funciones (98) son normalizables para todo k = 0, 1, 2, .... La autofuncién

normalizable en el rango | € (—3/2,-1), ¢ > 0 se va a infinito cuando z tiende a cero,
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mientras que las demds van a cero cuando z — 0. De nuevo, la razén es la existen-
cia de extensiones autoadjuntas diferentes en los dos rangos, siendo los Hamiltonianos
Hy, = —d%;- + Viq(), con dominio C§°(0, 00), esencialmente autoadjuntos si ! > —3/2 y
g/(l+1) <0

Los autovalores correspondientes a las funciones propias (98) para la familia (97) son
[19):

2

q
) i . S k=012 ...
k (k+1+1)2’ o (%9)
Si ¢ = —1 y por tanto [ > -1, recuperamos el espectro dado, por ejemplo, en [24].

Comparar también con [22, p. 389].
Ejemplo 3. Usaremos el Teorema 3 en esta situacién, siguiendo los pasos del ejemplo 1.
Queremos usar dos potenciales de la familia (97) con diferentes valores concretos de I.
Tenemos @ ) )
204+1-1)r
V — — = = y
14(7) = Vierg(2) 2 72 (@)
donde r > 0, de modo que podemos elegir de nuevo la funcién y(z) como v ,.(z) =
z/,/r(2l + 1 — 7). Hemos de transformar una funcién propia (4 "%(z) que satisface
¢ (a)
dz?

] q2 l-r,q _
+ {Vinalo) + G @) =0,

para algin k =0, 1, 2, ..., usando una solucién ¢, apropiada de

&>y

T da?

2

+ {Viglo) + 2

m}“ﬁﬁ‘”

Como (98) expresa las funciones propias de Vi 4(z), elegiremos ¢,(z) como ¢4%(x) para
cierto m € N, que estard definido por la condicién Eb = —¢?/(k+1—r1+1)?, cuya
solucién mds sencilla es m = k — r. Al ser m, k nimeros enteros no negativos, k > r, y r
debe ser un entero no negativo a su vez.

Anélogamente a lo que ocurria en el ejemplo 1, el inico m que podemos elegir con el
objeto de evitar singularidades en el potencial final es m = 0 y por tanto k = r. Entonces,
hemos de transformar la funcién propia correspondiente al entero &k > 0 del potencial
Vi—k,q(z), con autovalor —g¢2/(l + 1)?, usando el estado fundamental del potencial V; ,(z),
con el mismo valor propio. Denotando v§%(z) = (1/¢¢%(z))d¢4%(z)/dz tenemos que el

potencial final es

l l
’Ud 7 d’Ud q

2q
Vickq(z) — 2( pral ) = Viokq(z) — T+ 0z = Vickqyasn () -

Tras algunos célculos, encontramos que la funcién propia final es

dGt4(a)

_ l -
ch’q(z) = 'Yl,k(x)( e +U(l)'qdc 2'q(flc)) = H_—llec-';’ql/(m)(z) .
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Por tanto, recuperamos el potencial original Vj_xq(z) pero con la constante de acoplo g
reescalada por el factor [/({+1). Este cambio de escala se refleja también en la autofuncién
final, que por otra parte tiene norma 4/I/(l 4+ 1). No es dificil ver que en el rango de
aplicacién de este ejemplo se tiene I/(I + 1) > 0.

Ejemplo 4. Consideraremos ahora la familia de potenciales del ejemplo precedente pero
modificada ligeramente, es decir, tomaremos

2¢ I(1l+1) 7

Vige) = T+ =5+ gy (100)

donde de nuevo z € (0,00) y g # 0, I, son pardmetros reales.
Las funciones propias normalizadas son también las dadas por (98), con las particu-
laridades ya indicadas, aunque los valores propios correspondientes son ahora
2 2

la_ _ 3 q
Ex (+12 (k+1+1)*° (10)

donde £k=0,1,2,....

Como en los ejemplos precedentes, usaremos dos potenciales de la familia (100) con
diferentes valores de . Siguiendo la linea del ejemplo 2, nuestra primera idea es tratar de
usar el potencial Vi41,4(z) como el inicial y Vi4(z) como el intermedio, cuando —3/2 <
| < —1. Pero si hemos de elegir una solucién fisica del inicial (es decir, de cuadrado
integrable), debemos tomar ¢ < 0. Entonces, el potencial intermedio no tendrd autofun-
ciones de cuadrado integrable. Una manera simple de superar esta aparente dificultad es
simplemente cambiar el signo de ¢ en el problema intermedio, que es lo que haremos en
este ejemplo. Sin embargo, es posible usar incluso una solucién no de cuadrado integrable
en el problema intermedio, sin cambiar el signo de g, proporcionando al final interesantes
resultados fisicos, como veremos en €l ejemplo siguiente a éste.

Ademés, del anélisis de estos dos ejemplos puede verse que el rango —3/2 < I < -1
es en efecto el tnico posible si imponemos que g tenga el mismo valor absoluto en el
potencial inicial y en el intermedio.

Suponiendo g < 0, calculamos la diferencia

V@) =Vind@) = e T aw T 2 o

Los dos primeros términos coinciden con EY > 0. El tercero y cuarto son siempre
positivos para z € (0,00) si Il < =1y g < 0. La funcién v(z) apropiada se puede tomar

como
x

Mal2) = \/ (21+3)g?a? '
(

tretiee — 4ee —2(0+1)
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Los espectros, dados por (101), de dos miembros de la familia (100) con valores de ! que
difieren en una unidad, sélamente coinciden en la energfa de los estados fundamentales
de ambos. Como Eé"’ = 0 para todos [, g, hemos de transformar el estado fundamental de
Vi+1,4(z) usando el de Vj _4(z), ambos con energia nula. El potencial final es, tras algunos

célculos,

im M q l,—q dUO 7ll,lq
Vig' (z) = Vigre(z )*2(%(1 0 >+:n“;

2¢  (+1)(+2) q°

z 2 (+2)
200+ Dgf2( + 1)(1 + 2)® + (212 + 61 + 5)qz}
200+ 1)2(1+2)%(1 + 1 + 2gz)z — (21 + 3)q223
4(L+ 1)2(1 + 2)%(21 + 3)¢z?

z{2(L +1)2(1 + 2)%(1 + 1 + 2gz) — (21 + 3)g22?}?

2(0+ 1)%(1 +2)%¢{ (2% + 100> + 10 — 1)z + 4(1 + 1)2(1 + 2)?}
B {201+ 121+ 2)(1 + 1 + 2gz) — (21 + 3)¢%z2)2 ’

+

donde vg™(z) = (1/¢57(2))d¢t ™ (z) /dz. La autofuncién que se obtiene para este po-

tencial, con valor propio cero, es

d l+1,q(z)

’n,q(m)( - T + UfiquHl’q(ﬂi))
2H+1|g |5/ 2e 3 g2 (1 4 1) (1 + 2) + (20 + 3)qz}

(1+1)z+2)l+4,/r(zz+4\/% dgz —21+1)

Como -3/2< 1< -1yq<0, n(l)'q(a:) no tiene nodos ni singularidades en (0, 00). Ademds,

()

es de cuadrado integrable, ya que la integral

(', 16%) = [ k@) ds,

se vuelve tras el cambio de variable ¢ = 2|g|z/(l + 2),

1

S0 r o 4 U DAG 4L+ D@+ L) + (2 +3)°k(0)}
donde

00 e—tt2l+3+k
(D) _/0 —~gg % k=123

y d(l,t) = (3+20)t* +8(1 +2)(! + 1)% — 8(I + 1)°. Estas integrales convergen cuando | €
(=83/2,~1). No hemos encontrado una expresién final explicita de la expresién completa,
pero la hemos evaluado numéricamente y hemos comprobado que toma valores positivos
reales en dicho intervalo. Es una funcién estrictamente creciente con. I, que varia de
aproximadamente 0.4 a 1. De acuerdo con estas propiedades, la funcién n6%(z) debe ser

el estado fundamental del potencial final encontrado.
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Ejemplo 5. Como ejemplo final, consideraremos una variacién del anterior en el sentido ya
indicado. Es decir, en el problema intermedio consideraremos una solucién no de cuadrado
integrable, y veremos cémo al final se encuentra un resultado fisico de interés.

Tomemos de nuevo la familia de potenciales (100). Elegimos Vi1 4(z) como el potencial
inicial, con —3/2 <l < =1y g <0, y Vj4(z) como potencial intermedio. Los espectros
asociados coinciden tinicamente en la energia nula como ya se ha dicho. No obstante, en
el segundo caso la funcién propia correspondiente no es de cuadrado integrable. Tomando

la diferencia
@ ¢ 2+
T+ (42?2 2

vemos de nuevo que los dos primeros términos son Ei"’ > 0 y que el tercero es positivo

Vig(z) - Vir1,4(2)

siempre para z € (0, 00) si { < —1, de modo que tomamos

Ye(z) =

T
(21+3)%a? '
\/(l+l) (?+§) -20+1)
Ahora, hemos de transformar el estado fundamental de Vj414(z) usando la funcién

propia de V,4(z) con autovalor nulo, que no es de cuadrado integrable. El potencial final

es en este caso

g

; 1 dv§? 2
Vig (@) = Visiq(z) — 2(%%"1 + d_:i) ::i—z = fl‘i_2)2
2q + (+1)(+2) 20 +1)g{2(0+1)(1+2)* + (2 + 3)gz}
z z? 2(1 +1)3(1 +2)2z — (21 + 3)g%x®
6(1+ 1)3(1 +2)%(2l + 3)¢?
{21 +1)3(1 +2)? — (2L + 3)g%z?}?’

+

donde v5%(z) = (1/¢5%(x)) d¢¢%(z)/dz. Obtenemos también la funcién propia del potencial

final, con autovalor nulo

d I+1,q ZU
nale) (~ B s adagtiinga))

2 g+ 2e s {1+ 1)1+ 2) — g2}

(1 + 1)(1+2)+4 T+ 4)\/(41%3(;%; —2(l+1)

Como —-3/2<l< -1ygqg<0, n¢%(z) no tiene singularidades en z € (0,00) pero posee

15%(2)

un nodo en el valor z, = (I+1)(I +2)/¢ > 0. Es ademds de cuadrado integrable, ya que

la integral
La ha b () |2
() = [ i (a) P do
se transforma bajo el cambio de variable t = 2|g|z/(l 4+ 2) en

1

s ara s g T DO+l RO + 503,
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donde

00 e—tt2l+3+k
L(l) _/0 o % k=123

siendo ahora d(l,t) = (3 + 2[)t*> — 8(I + 1)°. Estas integrales pueden calcularse ex-
plicitamente con la ayuda de [23, Férmula 8.389.6):

o greTht I'(v) ;
dt = v—~1f i(uf+(v-1)r/2) .
A L o T D(1 - v,ifu)

+e W DTAR (L — y, i)},
Re3 >0, Repy >0, Rev> —1.

En este caso, pu=1>0, 8= \/~8(l +1)3/(21 + 3) es real y positivo para { € (—3/2,-1)
y v es alternativamente 2/ 4+ 4, 21 + 5 y 2{ + 6, todos ellos mayores que —1. La expresién
final para [&° |75%(z)|? dz es

4(1+ 1)%i1 (1) + 8(1 + 1) (1 + 2)ia(l) + 2(21 + 5) (I + 2)i3(1)
4(1+2)(20+3) ’

donde

i (1) = B {ERT(—21 - 2 - k,4iB(1))
+e WO (—21 — 2 — k, —iB(1))}, k=1,23,

siendo g(l,k) = B + (2l + 2+ k)w/2 y B() = \/—8(1 +1)3/(20 + 3). El resultado
final es una funcién real, que toma valores positivos y es estrictamente decreciente desde
aproximadamente 3 a 1 si ! € (—3/2,—1). Por tanto, el autoestado calculado debe ser el
primer estado excitado del potencial final, lo que implica que debe existir un autoestado
fundamental para el mismo potencial con energia menor que cero, segiin la referencia de

energias que se ha tomado.

8. Conclusiones y perspectivas

A lo largo de este articulo hemos estudiado varios hechos importantes referentes al pro-
blema de dos Hamiltonianos A-relacionados o entrelazados. Con este fin, hemos usado
varias ideas grupo-tedricas que son a la vez sencillas pero enormemente poderosas como
herramienta matemdtica.

Los resultados més importantes son los siguientes. En primer lugar, hemos estable-
cido la relacién entre el algoritmo de diferencias finitas introducido en [4] y el grupo de
transformaciones en el conjunto de ecuaciones de Riccati introducido en [11], mostrando
que el primero es un caso particular del segundo.

Segundo, hemos encontrado los elementos més generales de tal grupo de transforma-

ciones que preservan el subconjunto de ecuaciones de Riccati que pueden ser identificadas
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con el conjunto de ecuaciones diferenciales del tipo Schrédinger por medio del procedi-
miento de reduccién explicado en la seccién 3. De este modo hemos generalizado los
resultados del algoritmo de diferencias finitas a una situacién que creemos completamente
nueva.

Tercero, hemos explicado el problema de dos Hamiltonianos A-relacionados o en-
trelazados en términos del mencionado algoritmo de diferencias finitas y por ende, en
términos del grupo de transformaciones en el conjunto de ecuaciones de Riccati, conjun-
tamente con el procedimiento de reduccién de la seccién 3, proporcionando una nueva
perspectiva de la naturaleza de estos problemas.

Finalmente, hemos ilustrado con algunos ejemplos el uso de los nuevos Teoremas
encontrados, encontrando potenciales para los cuales un autoestado y su correspondiente
energfa son conocidos exactamente por medio del método. Algunos de estos potenciales
no parecen haber sido estudiados antes.

Sin embargo, estas cuestiones son simplemente el punto de partida para otras nuevas
entre las que proponemos las siguientes. Como ya se ha dicho, nuestros nuevos Teo-
remas generalizan en cierto sentido el problema de los Hamiltonianos A-relacionados o
entrelazados. Pero en esta situacién generalizada no estd claro adn si es posible definir
ciertos operadores Hamiltonianos que factorizen en operadores diferenciales de orden in-
ferior, aunque ya conocemos un candidato para generalizar el operador A! de la técnica
de entrelazamiento usual.

Otro punto de gran interés es la posterior aplicacién de los nuevos Teoremas aqui en-
contrados, principalmente en dos direcciones. Una es, obviamente, el intentar usar otros
potenciales diferentes de los del tipo oscilador arménico y de Coulomb en problema radial.
La otra estd inspirada por el ejemplo 5, donde hemos considerado explicitamente una fun-
cién propia no normalizable, aunque sin ceros, proporcionando sin embargo un resultado
fisico de interés. Deberiamos intentar resolver la ecuacién de tipo Schrodinger interme-
dia, o bien su ecuacién de Riccati asociada, con total generalidad y buscar las soluciones
particulares sin ceros en el intervalo de interés en el primer caso o sin singularidades en el
segundo, incluso cuando no tengan una interpretacion fisica. En cierto sentido esto seria
adaptar a nuestro nuevo método actual la idea principal de Mielnik en [25], desarrollada
més tarde en [26, 27, 28] y otros articulos, de tomar en cierta ecuacién de Riccati todas
las soluciones posibles sin singularidades.

Esperamos proporcionar algunas respuestas y resultados referentes a éstas y otras

cuestiones en futuros trabajos.
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