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Introduccion.

Aqui se presenta un avance para un futuro desarrollo de homotopia a través de estruc-

turas cénicas.

El concepto clasico de homotopia en espacios topoldgicos desarrollado por J.H.C.
Whitehead en 1950 [W2] se basa en el uso de un funtor cilindro para obtener identi-
ficaciones de aplicaciones continuas, dando lugar a grupos, sucesiones exactas y otros
entes algebraicos que permiten un conocimiento mas amplio de los espacios.: A partir del
cilindro topoldgico, identificando una de sus tapas a un punto, surge el funtor cono, que

preserva los objetos algebraicos obtenidos a través del cilindro.

Otro procedimiento desde el punto de vista homotdpico para el estudio de los espa-
cios topolégicos consiste en definir un funtor con dominio esa categoria y codominio una
algebraica, en la cual se puede definir una homotopia, entendiendo por ello una relacién
de equivalencia con propiedades similares a las de la homotopfa cldsica. La aproximacion
simplicial introducida por D.W. Kan en 1955 [Ka] es uno de los primeros y mas impor-

tantes ejemplos en este sentido.

Con la nocién anterior de homotopia en categorfas algebraicas, existen también ejem-
plos que no se corresponden, en principio, con ningiin funtor asociado desde los espacios
topolégicos, entre los cuales destacan, entre otras cosas por ser precursores en este sen-
tido, las homotopias proyectiva e inyectiva creadas por B. Eckmann y P.J. Hilton para
R-médulos entre los afios 1956 y 1958 [E] [Hil] [Hi2].

En 1961 P.J. Huber intenta relacionar la homotopia de Whitehead en espacios topold-
gicos con las de Eckmann y Hilton para R-médulos [Hub2], utilizando para ello las con-
strucciones standard definidas por R. Godement en 1958 [Go].‘ Huber asocia asi a los
espacios topolégicos y R-mddulos complejos semisimpliciales cuyos grupos y sucesiones
exactas coinciden con los ya conocidos. Pero de sus axiomas no se deduce que los com-
plejos asociados sean necesariamente de Kan, lo cual no permite, en general, la obtencién
de grupos y sucesiones exactas de homotopia. El cono topolégico es un ejemplo de con-
struccién standard dual, pudiéndose considerar por ello la teorfa de Huber como uno de

los primeros intentos de axiomatizar la homotopia a través de un funtor cono.

Posteriormente, H. Kleisli en 1962 [K11] y J.A. Seebach Jr. en 1972 [Se] intentan



generalizar el concepto de cono topoldgico basindose en las homotopias ya mencionadas
de Eckmann y Hilton para R-médulos, pero sus desarrollos sélo son vélidos en categorias
muy particulares, aditivas con propiedades adicionales en el primer caso y con objetos
inyectivos en el segundo, lo cual hace que dichas axiomiticas sean muy pobres, pues

incluso en categorias aditivas existen homotopfas no inyectivas ni proyectivas.

La axiomdtica de homotopfa funtorial sobre categorfas aditivas mas amplia desarro-
llada hasta el momento, pues engloba todos los ejemplos anteriormente mencionados y da
origen a otros no proyectivos ni inyectivos, es la introducida por el segundo autor en 1990
[R] y [P-]. Usando axiomas similares a los de categoria con un cilindro natural descritos
por H.J. Baues [B2] y un funtor cono obtiene grupos de homotopia, sucesiones exactas
de homotopfa y, a semejanza de lo hecho por Huber con las construcciones standard,
A-grupos abelianos cuyos grupos de homotopia coinciden con los obtenidos a través del
cono. En esta teorfa todos los corchetes de homotopia son grupos abelianos, en particular
los grupos de homotopia, y dado un cilindro en el sentido de Baues es posible asociarle un
cono del tipo de Rodriguez-Machin, y viceversa, de forma que las teorfas de homotopia
resultantes son coincidentes.

Existen diversas teorias de homotopia algebraica que no utilizan funtores, destacando,
pues la mayoria de las homotopias existentes en la actualidad son ejemplos de ellas, las
categorias de modelo creadas por D.G. Quillen en 1969 [Q1] y mas atn, por no ser una
teorfa autodual, las categorias cofibradas obtenidas por H.J. Baues en 1989 [B2]. La
exigencia de limites y colimites finitos, as{ como el hecho de ser una teorfa autodual,
posibilitan la existencia de homotopias que no sean categorias de modelo. Ademas, las
dificultades que presentan ciertos cilculos en el caso de teorfas no funtoriales, el hecho de
que gran nimero de las homotopias conocidas sf lo sean y, por dltimo, que las categorias
cofibradas de Baues incluyan a las homotopias cilindricas, sugiere que una axiomatica
basada en un funtor cono, no necesariamante incluida en dichas categorias cofibradas y
que englobe a la mayoria de las homotopias es de gran importancia a la hora de simplificar
célculos y de obtener nuevos ejemplos, asf como para llegar a dar una axiomatica definitiva

en homotopfa.

La teoria de homotopia algebraica aqui presentada usa como cono la construccién
standard dual de Huber [Hub2], junto con axiomas relativos a cofibraciones deducidos
de los respectivos dados por Baues en las categorias con un cilindro natural [B2]. Esto
permite, por una parte, desarrollar la teorfa desde el punto de vista clasico, sin asociar
funtorialmente una categorfa algebraica, y por otro lado usar las técnicas de Huber para
obtener complejos semisimpliciales, que en este caso son de Kan, cuyos grupos y sucesiones

exactas coinciden con los obtenidos a través del primer método.

Andlogamente a lo que sucede en categorfas cofibradas y a diferencia de lo que ocurre
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en categorfas con un cilindro natural, sélo se puede hablar de homotopia relativa a una
cofibracién, pues no se exige la existencia de objetos cofibrantes, ni siquiera de objeto
inicial. Esto impide usar, a diferencia de lo hecho con cilindro, las equivalenci‘as de
homotopia como equivalencias débiles, pues no se puede asegurar su existencia y por ello,

en principio, una categoria con cono natural no tiene por qué ser una categoria cofibrada.

No obstante, haciendo uso del concepto aqui denominado “homotopia generalizada”
se obtienen grupos de homotopia relativa basados en un morfismo que, a su vez, dan
lugar a sucesiones exactas cuando se tiene un par. La homotopia generalizada se obtiene
para evitar las categorias punteadas con su funtor suspensién, tan necesarias en otras
teorfas de homotopia algebraica para la obtencién de grupos, y que de esta forma resultan
como un caso particular cuando se toma como morfismo base del grupo al cero. Este
concepto de homotopia generalizada se puede también desarrollar de forma analoga en la
mayoria de las teorfas que hacen uso de cofibraciones, obteniéndose no sélo los grupos de
homotopia relativa basados en un morfismo sino también, usando las cofibraciones de pares
adecuadas, las sucesiones exactas correspondientes, resultando los grupos y sucesiones
exactas ya existentes como caso particular. Las categorias cofibradas y las categorias con
un cilindro natural son importantes ejemplos de lo anteriormente dicho.

El producto de los nimeros reales induce una transformacién natural desde el doble
cilindro en el cilindro topolégico de forma que su composicién con las inclusiones asocia-
das a éste y consigo misma dan relaciones entre estas transformaciones y la proyeccidn.
Usando estas relaciones como definicién de producto natural en un cilindro, si se tiene
una categoria con objeto final y un cilindro natural que admita un producto del tipo
anterior, se induce una estructura de cono, en el sentido axiomdtico aqui presentado,
cuya homotopia relativa coincide con la asociada al cilindro. Este producto natural no
sélo existe, como en un principio pudiera pensarse, para el cilindro topolégico, sino que
también est4 presente en otros que se relacionan de alguna forma con él, como por ejemplo
el cilindro en la categoria de espacios exteriores para el estudio de la homotopia propia,
o sin ninguna relacién directa, como pueden ser los cilindros de la homotopia de los

complejos de cadena sobre categorias aditivas.

El cono de Rodriguez-Machin es también un caso particular de esta axiomatica, pues

en categorias aditivas la operacién de los grupos de homotopia viene univocamente de-
terminada por la suma de morfismos existente en la categoria pudiéndose, cuando la
categoria tiene conticleos o las cofibraciones se definen por la propiedad de extension de
nulhomotopia, reducir el nimero y la exigencia de los axiomas. De esta forma, homotopias
proyectivas e inyectivas similares a las definidas por Eckmann y Hilton para R-médulos,
asf como otras no de este tipo relacionadas con funtores Hom y productos tensoriales

pueden ser encuadradas dentro de esta axiomatica.

El concepto dual de categorfa con un cono natural se ha denominado categoria con un
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cocono natural, y es el equivalente a los desarrollos usando fibraciones en la homotopia
clasica, a las categorfas con un funtor caminos naturales y a las construcciones standard
de Huber. Como sucede con la teorfa cilindro-caminos, en determinadas circunstancias
una homotopia puede venir definida mediante un par de funtores adjuntos cono-cocono.
Es mas, todo par de funtores adjuntos induce nuevas estructuras duales de este tipo a
partir de una dada, pudiéndose asi crear homotopias en categorfas relacionadas por dichos
funtores.

El trabajo que aqui se presenta est4 dividido en tres partes. La primera parte coin-
prende los capitulos I, Il y III, y en ella se desarrolla la teorfa de homotopia algebraica a
través de un cono, comenzando por el concepto de homotopfa relativa a una cofibracién,
siguiendo con la creacién de los grupos de homotopia y finalizando con las sucesiones
exactas asociadas a un par. La parte segunda consta de un capitulo que analiza el caso
particular de las categorias punteadas, expresando su homotopfa en funcién de la genera-
lizada. La tltima parte, capitulo V, est4 dedicada a la obtencién, a partir de desarrollos

tedricos, de ejemplos concretos de homotopias que verifican la axiomatica.
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Capitulo I

Categoria con cono natural.

El concepto de cono para espacios topoldgicos es bien conocido, pero su utilizacién en
los desarrollos de la homotopia ordinaria queda relegado a un segundo término al poseer
éstos una construccién cilindro. Las principales axiomaticas sobre teorfa de homotopia
han usado fundamentalmente este segundo concepto, existiendo pocos estudios que usen
como nocién bésica el cono.

Aqui se inicia el desarrollo de una axiomatica que tiene como soporte una categoria
arbitraria y cuyo fundamento principal es la idea generalizada de cono. A través de
ella se obtienen de forma andloga a la teorfa clasica los conceptos de nulhomotopia y
objeto contractil con sus primeras propiedades. Junto con el funtor cono se destacan
los morfismos que hacen de cofibraciones con su propiedad caracteristica de extender
nulhomotopias, que jugard un papel primordial a lo largo de este trabajo. Como caso
particular se analizan en este sentido las categorias punteadas, aunque posteriormente se

vera que es posible prescindir de ellas.

Por dltimo se introduce el concepto de homotopia relativa a cofibraciones con codo-
minio contréctil como un primer paso para una posterior generalizacién, observando que

verifica las propiedades comunes a la homotopia relativa en las diversas teorias.

Antes de iniciar el primer parrafo se fijard la notacién referente a push outs (pull

backs) que se usard a lo largo de este trabajo.
1.0 Notacion.

El objeto push out de dos morfismos f, g se notara por P{f,g}. F : codom g = P{f,g}

y G : codom f — P{f,g} designaran, respectivamente, los morfismos inducidos por fyg
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que completan el diagrama push out. Si f = g, entonces foy 1 notarén los morfismos 7]

y f, respectivamente.

Dados morfismos r y s verificando rf = sg, {r, s} notard, el dnico morfismo tal que
{r,s}g=ry {r,s}f=s. ‘

Si codom f es un objeto push out, la componente r puede tener una expresion del tipo
{r1,r2}. Frecuentemente, en este caso, si no hay posibilidad de confusién, el morfismo
{r,s} = {{r1,m:}, s} serd notado por {ry,rs,s}. En este sentido, pueden aparecer llaves

con un nimero finito de morfismos separados por comas.

Dados dos objetos push out P{f,g}, P{f’,¢'}, y morfismos r : codom f = codom f',
s : codom g — codom ¢’ y t : dom f = dom g — dom f' = dom ¢' verificando rf = f't
¥ 89 = ¢'t, se notard el inico morfismo {g'r, f's} por r U s. De forma andloga a lo dicho
anteriormente, si no hay posibilidad de error se usarén expresiones con un nimero finito

de morfismos separados por uniones y sin paréntesis.

Dualmente, la notacién para pull backs serd P < f,g >, f, 3, <r,s > yrns.
I.1 Cono natural. C-categorias.

Tras establecer los axiomas que se utilizardn a lo largo de todo este trabajo, se estu-
dian las primeras propiedades derivadas de los mismos relativas a ob jetos contractiles y
nulhomotopfa.

La definicién que a continuacién se presenta, de categoria con cono natural, es el
resultado del estudio comparativo de diversas teorias de homotopia, entre las que destacan
la inyectiva de B. Eckmann y P.J. Hilton [E] [Hil] [Hi2], las construcciones standard
duales de P.J. Huber [Hub2], las categorfas de modelo de D. Quillen [Q1], las categorias
cofibradas de H.J. Baues [B2], y las construcciones cono de S. Rodriguez-Machin [R] [P-].
Sus axiomas son los minimos exigibles que permiten obtener grupos, sucesiones exactas y

demas propiedades que debe poseer toda teoria de homotopfa.

Definicién I.1.1 Una C-categoria, o categoria con cono natural es una categoria C, con
un funtor C :.C — C denominado funtor cono, transformaciones naturales k : 1 — C y
p:CC — C, y una clase de morfismos cof, llamados cofibraciones y representados por

“—”, verificando los axiomas >(Cl), (C2), (C3) y (C4).

12



(C1) Axioma de cono.
p(kC) =p(Ck) =1C y p(pC) = p(Cp)-
(C2) Axioma de push out.

Para una cofibracién 7 : B — A y un morfismo f : B — X, siempre existe el siguiente

push out
B f X
A —L iy

donde 7 es también una cofibracién. A este tipo de push outs se les denominaréd cofibra-
dos. Ademas el funtor C transforma push outs cofibrados en push outs: C(P{f,i}) =
= P{Cf,C1}. :

(C3) Axioma de cofibracién.

Para todo objeto X, 1x y kx son cofibraciones. La composicién de cofibraciones es
cofibracién. Ademads, toda coﬁbracién.i : B — A tiene una retraccién r para su cono

(rCi = 1). A esto tltimo se le denomina propiedad de extensién de nulhomotopia (PEN).

(C4) Axioma de cono relativo.

Para una cofibracién i : B — A, el morfismo i; = {C1,k}, definido por el siguiente

push out, es una cofibracién:

El objeto ¢ se denomina cono relativo a la cofibracidn i.

Consecuencias directas de la definicién 1.1.1 son las siguientes propiedades:

- Los isomorfismos y el cono de toda cofibracién son cofibraciones.

13



- El cono de un push out cofibrado es también un push out cofibrado.

- C{f,g}={Cf,Cg} y C(fug)=Cfucy.

= kp(s.5) = Feodom t Ukcodom g ¥ PP{s,4) = Peodom U Peodom g

- C"kpis.9) = C™kcodom 1 U C™codom g ¥ C™PP5.0) = C™Deodom § U C™Peodom 9

Los axiomas (C2), (C3) y (C4) proporcionan métodos para obtener cofibraciones. Sin
embargo, comprobar si un morfismo dado es cofibracién o no verificando directamente si
estd en cof es, en ocasiones, muy dificil. El siguiente resultado es muy importante en este

sentido, por su frecuente utilizacién durante el desarrollo de esta teorfa.

Teorema 1.1.1 Dado el siguiente cubo conmutativo:

/TL

P{f.g} |e

’aUﬂ
__1_, Yy’

V v

- P{f’,g}

Z}

donde las caras superior e inferior son push outs.

Sia, By son cofibraciones, y {B,g'} : P{g,7} = Z' 6 {o, '} : P{f,7} = Y' es

cofibracidn, entonces a U B también lo es.

A lo largo de este trabajo serdn utilizados conceptos como extensién, morfismo nul-
hométopo y objeto contréctil cuyas definiciones son andlogas a las que existen en teorfa

de homotopfa.

Definicién 1.1.2 Dados una cofibracién i : B — A y un morfismo f : B — X, los
morfismos del conjunto Hom(A,X)/®) = {g: A — X / gi = f} se denominan eztensiones
de f relativas a la cofibracién i. Un morfismo X =Y se dice nulhomdtopo (f ~ 0),
cuando tiene una extensién relativa a k. Todo morfismo F € H om(CX,Y)’® se denomina
una nulhomotopia para f y se nota por F': f ~ 0. Un objeto X se dice contrdctil cuando

1x =~ 0, esto es, cuando existe una retraccién q para kx. Se notars por X =~ 0.
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PEN es la propiedad bésica que servird para extender la nulhomotopia a homotopia.

Es importante por ello obtener otras caracterizaciones de la misma.

Teorema 1.1.2 Dado un morfismo i : B — A son equivalentes:
a) 1 verifica PEN.
b) Todo morfismo nulhomdtopo tiene una extension ﬁulhomo’topa relativa a 1.
¢) Todo morfismo nulhomdtopo tiene una extensidn relativa a 1.

d) k tiene una extension relativa a 1.

El concepto “contractil” se puede extender a cofibraciones, que como se vera en el

capitulo III son los objetos contractiles en la categoria de pares de una C-categoria.

Definicién I.1.3 Se denomina cofibracidn contrdctil a cualquier cofibracién con dominio

y codominio contractiles.
Teorema 1.1.8 Todo push out de cofibraciones contrdctiles es contrdctil.

Del anterior teorema se deduce que si i es una cofibracién contractil, entonces ¥* e 13

son también contréctiles.
Cuando la categoria donde se desarrolla una teorfa de homotopfa tiene objeto inicial,

surge de forma natural la nocién de objeto cofibrante. Las homotopias en las cuales todos

los objetos son cofibrantes permiten desarrollos menos complicados.

Definicién I.1.4 Un objeto X de una C-categorfa C, con objeto inicial ¢, se dird ¢-

cofibrante o simplemente cofibrante cuando ¢x : ¢ — X es cofibracion.

El concepto de “punto” es imprescindible para la obtencién de suspensiones y éstas,
a su vez, son necesarias para definir los grupos de homotopia de- objetos punteados,
mAX = [S™A,X], a semejanza de lo que sucede en la homotopia ordinaria de los es-
pacios topolégicos. En una C-categorfa se pueden obtener grupos y sucesiones exactas
de homotopia para objetos no necesariamente punteados, y conseguir C-categorias pun-
teadas cuyos grupos y sucesiones se reduzcan a los anteriores haciendo innecesario el uso
de suspensiones y el concepto de punto. No obstante, se introduce aqui dicha nocién para

posteriormente confirmar lo expresado.
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Definicién 1.1.5 Una C-categoria punteada es una C-categorfa con todos sus objetos
cofibrantes y tal que el cono del objeto inicial coincida con él. Se notara dicho objeto por
* y se denominara punto. El morfismo inicial *x : * — X se notar simplemente por %
cuando no lleve a error. Obsérvese que (*x); = kx. El coproducto.de dos objetos X e Y

se notara en este caso X VY.

Obsérvese que por ser todos los objetos cofibrantes el coproducto de dos objetos siem-
pre existe, y que por el cono conservar push outs C(XVY) = CXVCY. Ademss * es
contractil, por ser un cono.

Dadas i : B — A e ¢ : B’ ~» A’ cofibraciones, entonces i Vi’ : BV B — AV A’
es también cofibracién. Ademds, si X y X’ son objetos contrictiles, entonces X V X' es

contréctil.

I.2 Homotopia.

La definicién de homotopia relativa a una cofibracién con codominio contractil es un
primer paso que permitira extender, en el cain’tulo siguiente, dicha nocién para una cofi-
bracién cualquiera. Esta verifica las propiedades béasicas comunes a todas las homotopias:
relacién de equivalencia, trivialidad sobre objetos contrictiles, transformacién de copro-
ductos en productos y compatibilidades con la composicién de morfismos. En su definicién
se usa una retraccién de la transformacién natural k, y posteriormente se observa que la

homotopia es independiente de la eleccién de la misma.

Definicién 1.2.1 Dada i : B — A cofibracién, con A contractil, y dados fo, f; : A — X,
se dird que f es homdtopo a f; relativo a i cuando exista una extensién H de {foqC1, f1}
relativa a i;, donde gks = 15. H se denomina homotopia relativa a i entre fy y f,

(H: fo~ firel. q).

Obsérvese que por existir { foqCi, fi} se tiene que foi = fii.

Como todas las homotopias, ésta establece una relacidn de equivalencia entre los mor-
fismos. Una extensién u de kgCiUk = k(qCiU1) : T¥ — P{i,i} — C(P{i,i}) = P{Ci,C1}
relativa a iy, ‘donde gka = 1a, permite probar este hecho, y posteriormente sera usada,
como también sucede en diversas teorfas de homotopfa algebraica, para la creacién de los

grupoides de hoinotopfa.. En particular, fq es la homotopia que da la propiedad reflexiva,
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H = {H, foq}u es la homotopia que da la propiedad simétrica para H : fo ~ f; rel. i y
H * G = {H,G}p es la homotopia que da la propiedad transitiva para H : fo ~ fi rel. 1
yG:fi fyrel i ’

Definicién 1.2.2 Dados 7 : B = A cofibracién, A contrictil (gky = 14), y u: B = X, se

define el corchete de homotopia de X relativo a i basado en u por
[A, X]*O = Hom(A, X))/ ~

donde “~” es la relacién de equivalencia “ser hométopo relativo a i”. Cuando la categoria
tiene objeto inicial y A es contractil y cofibrante, [A, X]?x(¢4) se notard simplemente por

[A,X] y se denominard corchete de homotopia de X referido a A.

La compatibilidad de la homotopia con la composicién a izquierda viene dada por el

siguiente funtor:

Proposicién 1.2.1 Dada una cofibracion i : B — A, con A objeto contrdctil, entonces
[A, codom —]~ () : CB — Set, definido de forma obvia sobre los objetos y dado h : u — v
en CB  [A,codom —]~ O)(R) = h., es un funtor.

La accién de los corchetes de homotopia sobre contractiles y coproductos es la habitual.

Proposicién 1.2.2 Dada una cofibraciéni : B — A, con A objeto contrdctil, y morfismos
fo, f1 : A = X, si el objeto X o la cofibracidéni es contrdctil entonces fo y fi son homdtopos

relativo a 1 st y sdlo si foi = fi1.

De lo anterior se deduce que en una C-categoria punteada [A, X] es un conjunto uni-
tario, para todo objeto X. Obsérvese que dicho corchete existe, segin lo anterior, cuando

A es contractil.

Proposicién 1.2.3 Dadas i : B — A, ' : B' — A’ cofibraciones, con A, A’ objetos

contrdctiles, eziste una equivalencia natural:

[AV A, codom {—, ~}[{=~IVE) 5 (A codom —]~0) x [A!, codom ~]~(") (CBVE' — Set).

Para ver la compatibilidad con la composicién a derecha se hace uso de una equivalen-
cia natural derivada de la transformacién k. La independencia de la homotopia respecto

de la retraccién usada en su definicién permite crear dicha equivalencia.
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Lema 1.2.1 Sean ¢: B — A cofibracidn, f : A — X y ho,hy : CB — X tales que ho >~ Iy

rel. k. Entonces {ho, f} tiene una extensidn relativa a i, si y sélo si {hy, f} la tiene.

Teorema 1.2.1 La homotopia relativa a i es independiente de la retraccion para la trans-

formacién natural k.

La independencia de la homotopia respecto de la retraccién para la inclusién en el

cono permite usar la transformacién natural p como la retraccién idénea en homotopia

para kC.

Lema 1.2.2 Dada una cofibracion i : B — A, con A objeto contrdctil, entonces

k* : [CA, codom —]~ *) — [A, codom —]~ () (CB — Set) es una equivalencia natural.

Teorema 1.2.2 Dado el siguiente cuadrado conmutativo:

h
B B’
Ti _ Ti’
g
A A’

con i, i’ cofibraciones y A, A’ objetos contrdctiles.

a) g* : [A’,codom =]~ ) — [A, codom —]~* ) (CB' — Set) es una transformacién

natural.

b) Si el cuadrado es un push out, entonces g* es una equivalencia natural.
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Capitulo 11

Grupos de homotopia generalizada.

Una vez establecida la nocién de homotopia relativa en una categoria con cono natural,
el siguiente paso es obtener los grupos de homotopia. Para ello se introducen primeramente
los grupoides de homotopia relativos a una cofibracién y se estudia su cardcter funtorial
sobre objetos y cofibraciones. De la actuacién de dichos funtores sobre ‘push outs surge
una generalizacién del concepto de homotopia relativa a una cofibracién que no tenga,
necesariamente, codominio contractil como sucedia en el capitulo anterior. Es posible
crear los grupoides superiores de homotopfa, que dardn lugar a los grupos de homotopia
relativos a una cofibracién de un objeto basados en un morfismo, que se denominardn

grupos de homotopia generalizada relativos a una cofibracion.

" Cuando se tiene una categoria punteada, a través del concepto de suspension y usando
el morfismo cero, se obtienen los grupos de homotopia relativos a una cofibracién y los
referidos a un objeto como un caso particular de la homotopfa generalizada, dando lugar
a funtores que actdan similarmente a los respectivos de la homotopia ordinaria respecto

a contrictiles y coproductos.
II.1 Grupoides de homotopia.

Usando el concepto “contractil fundamental” se crean los grupoides de homotopia
relativos a cofibraciones cuyo codominio sea un objeto de este tipo. Para ello se hace
uso de una extensién, aunque posteriormente se demuestra que cualquier otra genera

grupoides isomorfos.

" Reiterando el proceso dado en el axioma de cono relativo se obtienen los grupoides de

orden superior para dichas cofibraciones, permitiendo esta técnica su obtencién para una
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cofibracién cualquiera. Generalizando el isomorfismo que inducen los morfismos push out
entre la homotopia relativa a una cofibracién y la relativa a su inducida, se extiende el
concepto de grupoide de primer orden para cofibraciones cuyo codominio no sea contractil.

Para definir homotopia relativa a una cofibracién se ha exigido que el codominio de
ésta sea contrictil. Aunque esto sea suficiente para ver que la homotopia es una relacién
de equivalencia mediante el operador g introducido, no basta para que se verifiquen las
propiedades homotépicas que daran lugar a la estructura de grupoide. Para ello es nece-

sario usar el concepto de contractil fundamental.

Definicién I1.1.1 Un objeto A de una C-categoria se dice contrdctil fundamental cuando

es contractil y posee una retraccién q para ks haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

Cq

C?A CA
q

CA A

donde p es la transformacién natural del axioma de cono. A ¢ se le denominard una
retraccion fundamental de ky. Una cofibracién ¢ : B — A se dird fundamental cuando A

sea un contrictil fundamental.

Obsérvese que para cualquier objeto A de C, CA es un contrictil fundamental, de
donde toda cofibracién con codominio un cono es fundamental. En particular, la transfor-
macién k para todo objeto X e i; para toda cofibracién ¢ son cofibraciones fundamentales.

Dados i : B — A cofibracién fundamental con A contrictil (gha=1)y fo, i: A= X,
el conjunto de las clases de homotopfa relativa a i entre fo y fi, [CA, X]{osCif1}() se
notard también por H;(fo, f1). Obsérvese que si i 6 X es contréctil entonces H;(fo, f1) es
un conjunto unitario.

La extension u usada para probar que la relacién de homotopfa es de equivalencia

permitird demostrar las propiedades homotépicas de los grupoides.

Lema IL.1.1 p* : [C(P{3,i}), codom —){=~}*) 5 H;(= ~) (CF{is} - Set) es una equi-

valencia natural.

Teorema I1.1.1 Considerando como clase de objetos Hom(A, X), como morfismos entre

dos objetos fo y fi los elementos de H;(fo, f1), [fq] como morfismo identidad asociado a
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un objeto f, [F] como morfismo inverso de [F| y [F * G] como composicidn del morfismo

[F] con el [G], se tiene un grupoide que se notard por H;Cx.

Para la obtencién de los grupoides de homotopia H;Cx se hace uso de un elemento u €
€ Hom(CA,C(P{i,i}))FC"1), Otro elemento cualquiera de este conjunto va a generar
grupoides idénticos, por lo que éstos son independientes de la eleccién hecha.

La creacién de los grupoides permite introducir un concepto usual f'.ﬁ homotopia como
es el de conexidad por caminos, teniendo en cuenta que si f, g son dbjetos del grupoide
H;Cx y H: f — g, entonces Ay : H;(f, f) = Hi(g,g) definido por Ag([F]) = [H*FxH]
es un isomorfismo de grupos.

Los grupoides de homotopia pueden ser interpretados como bifuntores y sus conjuntos
de morfismos como funtores con variacién sobre morfismos fijada la cofibracién, o con

variacién sobre ambos.

Proposicién IL1.1.1 H;C. : C — Cat, definido de forma obvia sobre los objetos y dado
f:X=Y enC HC.(f) = f., es un funtor.

Corolario IL.1.1 H;(—,—) : C* — Grp, definido de forma obvia sobre los objetos y
dado h : fo — go en C* H;(—,—)(h) = h., es un funtor.

La categoria de cofibraciones de C, cof C, es la subcategoria llena de C(2) que tiene

por objetos las cofibraciones de C.

La categoria de cofibraciones fundamentales de C, coff C, es la que tiene por objetos
pares de la forma (i,q), donde i : B — A es cofibracién fundamental con retraccién
fundamental ¢, y por morfismos los pares (g, %) : (z,q) = (¢, ¢), donde g, h son morfismos
en Ccon gi =1hy gq=¢Cg.

La categoria de cofibraciones de C que tienen como codominio un cono, cof¢ C, puede
ser considerada subcategoria llena de cada una de las anteriores, segin se consideren sus
objetos de la forma i o (i,p), con p la transformacién natural del axioma de cono.

En el axioma de cono relativo se obtiene la cofibracién i#; a partir de la 7. De forma
inductiva se define i, = (i,-1)1 para todo n € IN, considerando 7o = i. Observar que
in = (is)n-s Para n,s € IN*, s < n, y que i, es cofibracién fundamental para todo n € IN,

independientemente de que lo sea 1.
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Si A representa una cualquiera de las categorias de cofibraciones definidas anterior-
mente, AP{=»=m} n.om € IN* U {~1}, (n,m) # (=1, —1), es la categoria que tiene como
objetos pares de la forma (A, {fo, f1}), con A un objeto de A y {fo, f1} un morfismo
de C con dominio P{i,,?x,}, donde : es la cofibracién de A, y como morfismos (g, k) :
: (A, {fo, i) = (A, {f}, fI1}) donde (g,h) : A = A’ verificando fo = fiC"g y f1 =
fiC™g. Obsérvese que cuandon = ~1ém = -1, {fo, fi} = f1 6 {fo, f1} = fo, respectiva-

mente, y la categoria también se podra notar por A®%™ ~m o A%dm ~n regpectivamente.

Cuando n = 0 6 m = 0, pueden suprimirse en la notacién de la categoria.

Un morfismo (g, h) en cualquiera de las anteriores categorias se denomina morfismo

push out si el siguiente cuadrado lo es:

h
B B’
[+,
g
A A’

(AxA)P{r=m)VPimni=mi} e ]a subcategoria llena de APTnmmly APEw=m} que tiene
como objetos los pares de la forma ((A,{fo, f1}), (A", {fs, fi})), con codom {fo, i} =
= codom {f5, f1}.

Teorema I1.1.2 H_Cx : (coff C)°P? — Cat, definido sobre los objetos de forma obvia,
y que dado (g, h) : (i,9) = (¢,¢) en (coff C)°®* H_Cx(g,h) es el funtor que sobre los

objetos actia como g* y sobre los morfismos como (Cg)*, es un funtor.
Proposicién I1.1.2 H_C. : (coff C)°P x C — Cat es un funtor.

Corolario I1.1.2 H_(~~": ((coff C)F{"7)1P 4 Set y H_(~,~) : ((coff C)*™~)op
— Grp, definidos de forma obvia sobre los objetos y dado (g,h) : ((2,9),{fo, f1}) —
= ((#,¢),{f3, £i}) en ((coff CY" )P, H_(~,~)(g,h) = (Cg)7, son funtores que

transforman los morfismos push out en isomorfismos.

Teorema II.1.3 ¢ : H_y_,C. - H_.C. xH_/C. ((coff C)°P x(coff C)°’ xC — Cat)
deﬁnida por lﬁ((;’q)‘(;:,q;)’x) : H,'v,‘le - H,‘Cx X H;:Cx, con w((i‘,q),(il,ql)’x)({f, f'}) = (f, f')
Y V(o)) ({F, ) = ([F1, [F']), es una equivalencia natural.

Corolario I1.1.3 La equivalencia natural ¢ induce otras equivalencias naturales:
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'L) Hivi'({NvNI}a {za z,}) = Hi(Na z) X Hi'(N,’ zl) (CP(N“’;WI) - Set)'
i6) Huo({~~} {~~}) 2 Hi(~, ~) X Ho(~,~) (C2%m ¥ — Grp).

1) H‘V—’({N7~'}7 {zazl}) & H (~,=) x H“’(N’, ~')
(({(coff C x coff C)P{-=IVP{-"="})oP _; Set).

i) Hoyo({~,~}{~~}) = H_(~,~) x Ho(~,~)
(((coff C x coff C)eodom ~Veedom ="\op _, Grp).

Dada una cofibracién 7 : B — A no necesariamente fundamental, como ya se ha hecho
notar i, es siempre una cofibracién fundamental. Por el teorema I1.1.1 H; Cx es un
grupoide, para todo n € IN. Por la proposicién I1.1.1 H;,C. : C — Cat es un funtor,
y por el corolario IL1.1, H; (—,~) : CPlinin} — Set y H; (—,—) : C®®™» — Grp
también lo son.

Los funtores precedentes también pueden ser interpretados como funtores que actian
sobre la cofibracién i. - Como consecuencia de ello, H; Cx se denominard grupoide de

homotopia de orden n relativo a ¢ del objeto X.

Proposicién I11.1.3 " : cof C — C, definido por £"(i) = Lin-t y dado un morfismo
(g,h):i— i en cof C, Z"(g,h) = C*RUC™ 'gU ruCrlg, es un funtor paran € IN".

Obsérvese que £*(g, h) = Z""™(C™g,5™(g,k)), 0 < m < n, L"(1g) = C"By (1g)n =

= 1CnB.

Corolario I1.1.4 X*(k) : C — C, definido por T"(k)(A) = L"(ka) y dado un morfismo
f:A= A, Tk)(f) =Z~(Cf, f), es un funtor paran € IN".

Teorema I1.1.4 [, : cof C — cofc C, definido por I,(1) = (in,p) € In(g,h) =
= (C"g,Z"(g,h)), es un funtor que transforma morfismos push out en morfismos push

out, para todo n € IN.

Corolario IL.1.5 I, : (cof C)®®™ ™ — (cofc C)**™ 7, definido de forma obvia, es un

funtor.

Para n = 1 el funtor anterior permite extender los funtores definidos sobre la categoria

dom — dom — . -
(cofc C)*™ ™ a (cof C)**™ ™!, pasando de cofibraciones con codominio un cono a
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cofibraciones totalmente arbitrarias, resultado que serd muy ttil a la hora de definir

grupos de homotopia generalizada.
Corolario IL.1.6 k, : £"(k) — C™*! (C — C) es una transformacidn natural.

En consecuencia k.(P{f,g}) = kn(codom f) U k,(codom g).

Considerando I, : (cof C)°" — (cofc C)°® y como consecuencia del teorema I1.1.4 se

tiene H._ C. =H_C.(I, x 1): (cof C)°? x C — Cat, esto es,
H_ C.(i,X) = H_.C.((in,p), X)
H_,C.((9,h), f) = H_C.((C"g,Z"(g, 1)), f)

Por otro lado se pueden definir:
H"‘n (N?N,) : ((Cof C)P{—”’—"})OP — Set

H_ (~,~): ((cof C)eodem —n)oP _ Grp

por Ho (~,~) (i, {fo, i}) = H-(~,~)((in,p), {fo, fi}), H_,(~,~)(i,f) =
= H—(N7N)((in,p)af) Y H—n(“",'\'l)(g>h) = H‘—(Nv "‘l)(ongv En(g',h)).
Anélogamente existen
H_, .. C.: (cof C)°P x (cof C)°P? x C — Cat.
H_ v, ({~,~} {=,~'}) : ((cof C x cof C)Pl=n=rnIVP{-n=h}yop _; Get,

H_ver, ({~,~"}, {~,~}) : ((cof C x cof C)wodom ~nVeodom —11yop _, Grp.

De lo anterior y por el teorema I1.1.3 y el corolario I1.1.3 existen equivalencias natu-

rales:
H_ v.C.=H_C.x H_, C.
Ho g, (o~ {0 R)) 2 B (o, ) x By ()

He vt ({~ ~h )~} 2 H (~,~) x Hoy (V)
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Observacién I1.1.1 (Homotopfia relativa a cofibraciones con codominio no con-
tractil.)
La segunda parte del teorema 1.2.2 y el teorema II.1.4 permiten una extensién de la

homotopia relativa a cofibraciones con codominio no contractil:

Dado el push out

LT
AZ ! P{f,li}

con i cofibracién, se dird que fo =~ f rel. i si y sélo si {u, fo} =~ {u, fi} rel. 1. Esta
equivalencia permite definir homotopia relativa a una cofibracién si existe homotopia
relativa a la otra, obteniéndose como consecuencia obvia un isomorfismo entre [A,Z]W®
y P{fi1 210,

Si alguna de las cofibraciones tiene codominio contractil induce homotopia relativa a
la otra, sin necesidad de que ésta lo teﬁga, pudiéndo asi darse la circunstancia de un push

out cofibrado con homotopia relativa a ambas cofibraciones sin codominios contractiles.

Intuitivamente una cofibracién fundamental es aquélla cuyo codominio es un objeto
contréctil que se comporta de forma similar a un cono. Més ain, toda cofibracién fun-
damental puede ser sustituida por una con codominio un cono, obteniéndose homotopias

relativas equivalentes y haciendo asi superflua la relativa a cofibraciones fundamentales.

Teorema I1.1.5 Dada i : B — A cofibracidn fundamental, se tienen las equivalencias

naturales:
(C™R)* : Hyyr (—C™ 2, ~'C™1q) = Hi, (=, ') (CPlinvinmt) s Set)

(C™k)" : Hipi,_, (—~C1q,—C""'q) = Hi,,(=,~) (C°"'* — Grp).
I1.2 Grupos de homotopia.

Los grupoides introducidos en el parrafo anterior permiten ahora definir los grupos de

homotopia relativos a una cofibracién basados en un morfismo y estudiar su actuacién,
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pues pueden ser interpretados como funtores, sobre objetos distinguidos, los contractiles,

sobre las cofibraciones contrictiles y sobre los coproductos.

En categorias punteadas se crean a través de funtores suspensién grupos de homo-
topia relativos a una cofibracién y grupos de homotopia referidos a un objeto similares
a los obtenidos en homotopia ordinaria. Ademds se analiza su actuacién en los casos

particulares ya resefiados para grupos de homotopia generalizada.

Definicién I1.2.1 Dada una cofibracién ¢ : B — A, se denomina n-grupo de homotopia
relativo a i, del objeto X basado en f : C'A — X, 1 < r < n+4+m-1, al grupo
Hipppuoy (fpmm=r=1, fp™t™=r=1) 'y se notard por mim(X, f).

Si A = CA/, entonces r también puede tomar el valor 0, existiendo i (X, f). Nétese
que por el teorema I1.1.5 también existe dicho grupo para las cofibraciones fundamentales.
Por esto el 1—grupo de homotop{a recibir4 el nombre de grupo fundamental de X relativo
a ¢ basado en f.

Como consecuencia inmediata de la definicién de los grupos de homotopia se tiene:

mim(X, f) = ﬂ:;m(x,fp"), 0<s<n+m-r—1.

(X, f) = mm (X, f), -m < .
¥, por tanto, se puede reducir el desarrollo de la teorfa a grupos de homotopia de la

forma (X, f), donde 7 es una cofibracién con codominio un cono y f es un morfismo

con dominio dicho cono.

Como sucede en la mayorfa de las teorias de homotopfa, también en ésta los funtores

grupos de homotopfa actdan de forma trivial sobre contrictiles.
Proposicién I1.2.1 Sii ¢ X es contrdetil, m',(X, f) = {0}.

Los grupos de homotopia se pueden considerar funtores actuando sobre morfismos, si

la cofibracién es fija, o sobre ambos.
Teorema I1.2.1

@) Dadai:B — CA cofibracidn, m, : C°A — Grp son funtores, paran € IN.

b) m; : ((cofo C)**™ 7)P — Grp, definido por m; (i,p), f) = mi(X, f) y dado un
morfismo (g,h) : ((i,p), ) = (i, ), ), w5 (g,h) = (Cmg)* : m(X, f) = (X, 17,
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donde X = codom f, es un funtor que transforma morfismos push out en isomor-

fismos, para tode n € IN.

¢) 7=« ((cof C)°%™ ~1)°P _y Grp es un funtor que transforma morfismos push out
n q p

en isomorfismos, para todo n > 2.
La actuacién sobre coproductos de los funtores grupos de homotopia es la esperada.

Proposicién I1.2.2 Ezisten equivalencias naturales, paran € IN:

ﬂ;V" =% rr;/ (((cof¢ C x cofc C)ml"m ~Veodom 'I)°p — Grp)

y dadasi:B— CAei : B — CA’

Vil

i i CAVCA'
n = My X Ty (C

— Grp)

Una vez creados los grupos de homotopia generalizada, esto es, los basados en morfis-
mos cualesquiera, se procede a estudiar en categorias punteadas el caso particular que tiene
como morfismo base al cero, dando origen a los grupos de homotopia ordinaria relativos
a una cofibracién o referidos a un objeto, similarmente a lo que sucede en la homotopia
ordinaria de los Espacios Topolégicos Punteados. Para ello se comienza definiendo el

funtor suspension.

Definicién I1.2.2 Dada C una C-categoria punteada con punto *, la categoria C. se
denominard categoria basada de C. Dado un objeto a: A — x en C, se dira que A es un
objeto basado en c o que o es el morfismo base de A,y se notard también por (A, ). La

categorfa (cof C),_ se denominard categoria de cofibraciones basadas de C.

Todo morfismo basado i : (B, ) — (A,a) que sea cofibracién en C se denominara
cofibracién basada. Un morfismo entre cofibraciones basadas i : (B,f) — (A,a) e :
: (B,8") — (A’,d) es un par de morfismos basados (g,k) donde g : (A a) = (A, o)
y h: (B,B) = (B, ) tales que gi = i'h. Es ficil ver que la categoria asi formada es
isomorfa a (cof C),, identificando 7 con (o, B), y por ello se utilizard indistintamente una

u otra categoria.
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Proposicién I11.2.3

a) C:C, = C,, actuando como en los morfismos de C, es un funtor que transforma

push outs en push outs y cofibraciones basadas en cofibraciones basadas.

b) Tn: (cof C)1. = C. definido como en la proposicidn II.1.3 para morfismos, es un

funtor que transforma push outs en push outs paran € IN*.

¢) I"(x) : C. = C,, definido sobre morfismos f : A — A’ por ZM)(f) = TS, 1)
es un funtor que transforma push outs en push outs y cofibraciones basadas en

cofibraciones basadas, para n € IN*.
Proposicién I1.2.4 Dada una cofibracidn i : B — A, el siguiente cuadrado es un push
out, paran € IN*:

ko
Ekn-1 cr+B

1(Ci, 4) #nCin 1. 1O

{inCt 1. .C* YO, 1nCinsy. O 50 R, ., ;:CR B} Y
DL Sin

Definicién I1.2.3 Dada una cofibracién basada i : (B,8) — (A,a) se define la sus-

pensidn de 1 por el siguiente push out:

B
|
A

*

T

P s

Proposicién I1.2.5

a) S(=): (cof C), — C, definido para un morfismo (g, hy i =i por S(=)(g,h) =

=1.Ug:S5(:) = S(i') es un funtor que transforma push outs en push outs.
b) S(=n): (cof C),, = C. definido para un morfismo (g, h):i =1 por S(—.)(g,h) =

= 5(C"g,2"(g,h)) : S(in) = S(5) es un funtor que transforma push outs en push

outs.
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¢) S(%n) : Cu = C. definido para un morfismo f : (A, @) = (A", e") por S(x.)(f) =
= S(=)(C™f,Z(f,1.)) : S((*a)n) — S((*a')n) es un funtor que transforma push

outs en push outs y cofibraciones basadas en cofibraciones basadas, paran € IN".

Por convenio se notara al funtor suspensién S(*;) = S(k) simplemente por S, resul-
tando entonces S(ka) ~ SA y S(=)(Cf, f) = Sf. Para evitar confusiones obsérvese que
S(i) # Si = S(k)(5). '

También por convenio se usard S™(k)(S(=)(g,k)) = S"S(=)(g,h) =~ S™*'(g.h) ¥
5™(k)(8(i)) = S"S(i) = S"*'(i). Esta notacién se justifica en parte observando que
CS(i) = §(Ci) y $S(i) = S(S51).

Definicién I1.2.4 Dado un objeto A basado en a y un objeto B, se define el morfismo

cero entre A y B por 0 =%a: A — B.

Las proposiciones anteriores dotan a conos, £"(x) y S(*,) de objetos basados, asi como
a I" y suspensiones de cofibraciones basadas (n € IN*) de un morfismo base. Cuando se
usen estos objetos sin hacer referencia a un morfismo base se supondré que el utilizado es
el mencionado anteriormente. En particular el cero con dominio uno de estos objetos se
considerard de esta forma.

A partir de ahora y hasta el final del parrafo cuando se hable de objetos basados se

obviara en general el morfismo base.

Como consecuencia de que el siguiente cuadrado es un push out.
Zn(3) *

Ji T
s*(&,B) cs 1z, B)...c""1S(a, B)C"B
CrA (@,B) (@,8) (@,B)C"B §mH1(5)

se tiene:
Teorema I1.2.2

a) Eziste una equivalencia natural entre S(—n) y S™** ((cof C);, = C.), paran € N
b) Egiste una equivalencia natural entre S(%,) y S™ (C. — C.) paran € IN".

29



Proposicién 11.2.6

a) Para todo objeto i de (cof C),, (de (cofy C)1,), [S™(5),X] 2 ni_,(X,0) paran >3

(paran > 2).
b) Para todo objeto basado A, [S"A,X] = 124(X,0), paran > 2.

Observacién I1.2.1 (Axioma de cono ordinario.)
Las propiedades que debe verificar la transformacién p para que se pueda definir la estruc-
tura de grupo en los corchetes de homotopia anteriores pueden ser obtenidas por PEN,
asociando a toda cofibracién ¢ una transformacién p; tal que p;C?% = Cip, haciendo asf
innecesaria para la homotopia ordinaria la existencia de la transformacién natural p y el
axioma de cono, sin més que sustituir éste por

(C1)’ Axioma de cono ordinario.

Para todo objeto X de C, kox tiene una retraccién p:  pkex = lex.

Se notard a mi(X,0) y 7:4(X,0) simplemente por 7% (X) y 7A(X), y se denominaran
n-grupo de homotopia de X relativo a 7 y n-grupo de homotopia de X referido a A,

respectivamente.

Las propiedades estudiadas anteriormente para los grupos de homotopia relativos a

una cofibracién de un objeto basados en un morfismo adquieren ahora nuevos significados.
Proposicién 11.2.7

a) mi(X) 2 (X),0<

b) mA(X) 2 aSAX),0<r<n-2.

¢) 8i X contrdctil, =i (X) = {0} y 72(X) = {0}, para todo n.

d) Sii es contrdctil, i (X) = {0}, para todo n.

e) Si A es contrdctil, m2(X) = {0}, para todo n.

Proposicién I1.2.8 , : (cof C){® x C — Grp ym; : C% x C — Grp son funtores.

Proposicién I1.2.9 V= = - x n7 ((cof C);P x (cof C){P x C — Grp) y

T V= 2wy xm; (G x CP x C — Grp) son equivalencias naturales.
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Capitulo 111

Sucesiones exactas de homotopia.

La mayoria de las teorfas de homotopia con cofibraciones tienen como uno de sus
resultados mas importantes la creacién de sucesiones exactas de grupos de homotopia

asociadas a un par.

En las C-categorias también existen dichas sucesiones. Considerando un par (X,Y) en
el sentido cldsico homotépico como una cofibracién f : Y — X se obtiene que la categoria
de estos pares es también una C-categorfa, pudiéndose asi definir los grupos de homotopia
relativos a pares de cofibraciones de un par basado en un morfismo de pares como los
grupos de homotopifa generalizada de dicha categoria. A través de ellos se obtienen los
grupos de homotopfa relativos a una cofibracién de un par basado en un morfismo, que
dan lugar a distintas sucesiones exactas de grupos de homotopia generalizacién de las
clésicas: la relativa a una cofibracién basada en un morfismo, la relativa a una cofibracién

y la referida a un objeto.
III.1 Categoria de pares.

Para la creacién de las sucesiones exactas de grupos de homotopia es necesario un
estudio de la categoria de cofibraciones de una dada. Todo cono natural en una categoria
C se extiende a la categoria de cofibraciones cof C, de forma que conceptos como nul-
homotopia, contréctiles, extensiones de morfismos relativas a cofibraciones, cofibrantes,
punto y homotopia pueden ser relacionados con los respectivos en la categoria original.
Asimismo, a través del funtor inyeccién desde la categoria de pares de C en el producto
C x C se inducen tré,nsformaciones naturales entre los distintos funtores de homotopia ya

vistos en los capitulos anteriores.
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La categoria de pares C(2) tiene como objetos los morfismos de C. En homotopia es
frecuente exigir a dichos morfismos que sean también cofibraciones, obteniéndose la cate-
goria de cofibraciones de C, cof C, ya definida en el parrafo IL.1. En este caso los objetos
de dicha categoria se representaran por (X,Y), suponiéndose conocida la cofibracién. En
general a los pé,res (X,Y), (X",Y),... se les supondran asociadas cofibraciones f:Y =X,
1 Y'— X',... respectivamente, y a los pares de la forma (A,A) la cofibracién 1,.

Si C tiene una estructura de cono natural entonces cof C también la tiene. Para ello
se obtienen un funtor cono C, transformaciones naturales & y p asi como cofibraciones en

funcién de los respectivos en C:

- C: cof C — cof C definido por C(X,Y) = (CX, CY),donde Cf : CY — CX es la
cofibracién asociada, y C(g,h) = (Cg,Ch), es el funtor cono en cof C.

- k:1— C (cof C — cof C) definida por kxy) = (kx,ky) yp:C* — c (cof C —
— cof C) definida por pxyy) = (px,py), son las transformaciones naturales in-

clusién y proyeccién de dicho cono.

- Un morfismo de pares (u,v) : (X,Y) = (X', Y’) se dir4 cofibracién cuando v : Y —
=Yy {f',u}: P{v, f} = X' sean cofibraciones en C.

Con lo anterior se tiene:
Teorema III.1.1 Si C es una categoria con cono natural, cof C también lo es.

A partir de esta construccién cono en cof C se tienen todos los resultados conseguidos
en los capitulos anteriores. La forma de obtencién de esta estructura permite relacionar

los conceptos y resultados en ambas categorias.
Proposicién III.1.1

a) Si(g,h): (X, Y) = (X", Y') es nulhomdtopo entonces g y h también lo son.

b) Si X’ contrdctil, entonces (g,h) : (X,Y) — (X',Y') es nulhomdtopo si y sélo si
h:Y =Y loes

¢) (X,Y) es contrdctil si y sélo si X e Y lo son.

d) (X,Y) es cofibrante si y sdlo si X e Y lo son.
132



e) C es una categoria punteada si y sélo si cof C lo es.
Asimismo, la homotopia de la categoria cof C puede ser relacionada con la de C.
Proposicién II11.1.2

a) Si(go,ho) = (g1,h1) rel. (u,v), entonces go =~ g1 rel. u y ho ~ hy rel. v.

b) Si codom go = codom ¢y es contra’ctﬂ, entonces (go, ho) =~ (g1,h1) rel. (u,v) si y

solo si go >~ gy rel. wyhg~ hy rel. v.

¢) Si X" contrdctil, entonces [(X',Y"), (X", Y")]@mM((u2)) = [y’ y"]h(¥),

Consecuentemente surgen relaciones entre los respectivos funtores de homotopia que

se pueden resumir de la siguiente forma.

Proposicién II1.1.3 Si ~ es contrdctil entonces existen equivalencias naturales:
a) ¢: 7" (~,x) 2 aZ(n) (cof C x cof (cof C)°P — Grp).
b) ¢: a3 (~,m) 2 rS(x)  (cof C x cof C — Grp).

Proposicién II1.1.4 Si codom ~ contrdctil, entonces existen equivalencias naturales:
a) iV =¥ ((cof C) XY Grp).

b) v:xl® 2 xs (((cofe (cof C))*% ™ )P — Grp).
ITI.2 Sucesiones exactas.

Una vez creados los grupos de homotopia de pares se hace uso de ellos para la obtencién
de un resultado clasico en teoria de homotopia como son las sucesiones exactas de grupos
de homotopia. No sélo se obtienen las sucesiones referidas a un objeto, sino que se

extienden a homotopia generalizada.

Para ello se introduce primeramente el concepto de grupo de homotopia de un par

basado en un morfismo y relativo a una cofibracién.
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Definicién I11.2.1 Dada una cofibracién i : B — A y un morfismo £ : CA — Y, se
define:

T (X, ), 2) = w (O (X, Y), (fhp, b))

Obsérvese que si ¢ es una cofibracién contractil, entonces i, ((X,Y),h) = {0}, y si

X es contractil entonces =i, ((X,Y),h) 2 i (Y,R).

Los grupos de homotopia que intervienen en la sucesién, asf como ella misma, se pueden
expresar como funtores usando los diferentes funtores grupos de homotopia establecidos en
el teorema I1.2.1. Para ello es necesario crear la categoria (cof C)?, que‘tiene por objetos
los triples de la forma (4, f, k), donde ¢, f son objetos de cof C y A : C(codom i) — dom f
en C, y como morfismos (go, g1, 92,93) : (¢, f,h) — (¢, f',h’) donde (go,q1) : ¢/ — i y
(92,93) : f — f' tales que gshCgo = h’. Obsérvese que la composicién de morfismos se

define (g4, 91, 95, 95) (9o, 91, G2, 93) = (9oGh 9194, Gog2, 9593)-

Proposicién I11.2.1

a) w2%™ : (cof C)** — Grp, definido por m<5%™ (i, f,h) = mry (3, fh) y

codom

TE™(90, 915 92, 98) = Try1(G0, 91)7h 11 (92) = iy (92)mp1 (90, 1) €5 un funtor para
n € IN.

b) mii: (cof C)** — Grp, definido por mie (i, f,h) = w71 (4, k) y 737 (90, 91, 92, 95) =
= my1(90, 91)7041(95) = 7311 (93)7711(90, 91) s un funtor paran € IN.

¢) 41 @ (cof C)** — Grp, definido por mn41(i, f, k) = mi i ((codom f,dom f),h) y

n41(90, 91,92, 93) = 7531 ((C o, Can), (90, 91))m 55" (92, 95)) =

= 7"7(31’1 )((92,93)) 1(1+11 )((Cgo, Cg1),(go; 91)) es un funtor paran > 2.

De la definicién de estos funtores resulta que cuando (go, g1) es un morfismo push out se
‘tiene que si gz, g3 0 ambos son isomorfismos entonces 72%%™(go, g1, 92, 93), T2 (g0, 91, 92, 93)

6 71190, 91, 92, 3 ), Tespectivamente, son también isomorfismos.

Una vez obtenidos los funtores que determinan los términos de la sucesién se pasa a

crear las transformaciones naturales que relacionan dichos términos.

Proposicién I11.2.2 Se tienen transformaciones naturales:

@) Jny1: ™ = mapy ((cof C)* — Grp), definida por joy1¢,s.m)([F]) = [(F, hp"'l)]
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b) 67l+1 P Mgy ”gom ((COf C)z* - Grp), definida por 6n+1(i,j,h)([(F9 G)]) = [G]

¢) Unpr 1 T = %™ ((cof C)** — Grp), definida por Unpi(ifn) = fe-

La exactitud en la composicién de las transformaciones naturales anteriores concluird
el resultado principal de este capitulo.

Para verificar la exactitud del dltimo par de transformaciones es necesario crear un
isomorfismo natural entre funtores de homotopia.

wf,?,f’fm, 7™ ¥ Tat1, definidos en la f)roposicién 111.2.1, se pueéden componer con el
funtor olvido desde Grp en Set” y ser considerados como funtores corchetes de homotopia
Pgadom | pdom v P41 con codominio la categorfa Set*, existiendo también en este caso
pyeiom, Pm . P,

Qn+1 : (cof C)?** — Set*, definido por Qu41(s, f,h) = Py(in-1, f, hp"') es un funtor

naturalmente equivalente a P41 (n > 1). Obsérvese que @, = P.

Proposicién I11.2.3 Los pares de transformaciones naturales (Jni(if,h)s Ont1(ifih))

(Ont1G,fh)s UnGinf b)) Y (Unt1Gfh)s Jntiigih)) SON ezactos.

SEGrp y SESet* simbolizan las categorias que tienen como objetos sucesiones exac-
tas decrecientes de grupos y conjuntos punteados, respectivamente, indizados sobre los
nimeros naturales. Los morfismos de esta categoria son sucesiones de homomorfismos de
grupos y aplicaciones punteadas, respectivamente, entre los elementos de las sucesiones
con el mismo indice, que hacen conmutativo el diagrama.

La categoria (cof C)* tiene como objetos los pares de la forma (f, k), donde f €
€cof Cy h:CA — dom f morfismo de C, y como morfismos pares (g2,93) : ' f — f' en
cof C verificando gsh = A'.

Teorema II1.2.1 Se tienen los siguientes funtores:

a) m: (cof C)** — SEGrp, definido por:

U,

d u, ] )
om codom _J) 3 = 7,‘.;lom N W;odom

= = g™ S s

b) P:(cof C)?* — SESet*, definido por:
P =...— Plm 4 pgodem ENY RN pgem Yy peodom
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¢) Dada una cofibracidn i : B — A, ° : (cof C)°* — SEGrp, definido por n'(f,h) =
=i, f,h) y 7ri(921.q3) =(1,1,92,9s).

d) Dada una cofibracién i : B — A, P': (cof C)°* — SESet*, definido por Pi(f,h) =
P(i,fv h) y Pi.(g2ag3) = P(171a927g3)'

En el caso de que C sea una categoria punteada:
Teorema II1.2.2 Se tienen funtores

a) m:((cof C)1,)°P x cof C — SEGrp, definido por n(i, f) = =(i, f,0).
b) P:((cof C)y,)°P x cof C — SESet*, definido por P(i, f) = P(i, f,0).
¢) m:(C.)°® x cof C — SEGrp, definido por m(A, f) = n(*a, f).

d) P:(C.) x cof C — SESet*, definido por P(A, f) = P(*a, f).
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Capitulo IV
Categorias punteadas.

En una C-categoria existen, como se ha probado en los capitulos II y III, grupos de
homotopfia relativos a una cofibracién basados en un morfismo, que se han denominado
grupos de homotopia generalizada, y sucesiones exactas de dichos grupos. Cuando la
C-categoria es punteada también existen los grupos de homotopia referidos a un objeto

y los relativos a una cofibracién, asi como las sucesiones exactas respectivas.

La categoria de los espacios topolégicos es una C-categoria no punteada, como se verd
en el siguiente capitulo, que tiene asociada una C-categoria punteada: la categoria de los

espacios topolégicos punteados.

Los conceptos de punto y de espacio topolégico punteado se pueden generalizar a
cualquier C-categoria, asociando C-categorias punteadas similarmente a lo que sucede
en espacios topoldgicos. Se van a considerar distintos puntos, los conos de objetos, que
dan lugar a C-categorias punteadas cuyos grupos de homotopfa referidos a objetos y los
relativos a cofibraciones, as{ como sus sucesiones exactas, vendran expresados en funcién
de la homotopia generalizada de la C-categorfa primitiva, obfeniéndose conceptos como
los de esfera punteada, grupos de homotopia esféricos y sucesiones exactas de éstos que
terminan en un grupo fundamental.

Dada una C-categoria C, se considerar3 el cono de cualquier objeto de C como un
objeto punto. A lo largo de todo este capitulo se supondra fijado un punto C'V, y todo el
desarrollo se hara en funcién del mismo, obteniendo la C-categoria punteada asociada y

surgiendo relaciones entre los conceptos de nulhomotopia y contractil de ambas categorias.

La categoria punteada CPF °V esla subcategoria llena de C€Y que tiene como objetos
los pares de la forma (X,z), con z : CV ~ X cofibracién. A (X,z) se le denominara objeto

punteado con punto z.
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Un funtor cono en esta categoria se obtiene mediante el siguiente push out

o cv
\ICx TC';
P ~
CX CX

- C : COOF OV _, CCOF OV g define por é’(X,x) = (C'X,C'—x), y dado un morfismo

f:(Xz2) = (Y,y), Cf =10Cf: C(X,z)= P{p,Cz} = C(Y,y) = P{p,Cy}.

- Las transformaciones naturales inclusién y proyeccién se definen por ;(X,z) = Pvkx :
: (X,2) + C(X,2) = P{p,Cz} y Px) = {C,pv Upx} : C*(X, ) = P{p,CTx} —
- C(X,z) = P{p,Cz}.

La iteracién del funtor cono se puede expresar mediante otro push out:

Proposicién IV.1 El siguienie cuadrado es un push out

criv cv
\l/C"x I T_C%
onx pCp...C""'p By
© (n T (nmt

para todo n € IN*, donde Cz=x y Cz= C Cxz obtenido aplicando sucesivamente el funtor

~

C.

Como consecuencia del anterior push out se tiene una nueva expresién para las trans-

formaciones naturales:

- By = 1Ukx : (X,2) = P{lov,a} = C(X,z) = P{p,Cz}.

- Pxx)=1Upx: C¥X,z) = P{p?,C%} = C(X,z) = P{p,Cz}.

resultando que:

- 8°f =10 0"f : B"(X,z) = P{p",C"a} = O™(Y,y) = P{p",C"y}, para todo
£ (X2) = (Y,9).
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ROy, = 1UKCE : G7(X,2) = P{p",Cna} = C™(X, 2) = P{p™*, O™z},
- 0oy = 1UpCE : O3 (X, z) = P{p™*?,C™*?a} — C™H (X, z) = P{p"*!,C"+ia}.

Un morfismo i : (B,b) — (A, a) se dird cofibracién cuando i : B — A lo sea en C, es

decir, las cofibraciones en C9F €V son precisamente las cofibraciones punteadas.

Teorema IV.1 Si C es una C-categoria punteada entonces COOF €V es una C-categoria

punteada.

Los conceptos homotépicos de la categoria punteada de una dada se van a relacionar

con los respectivos de la categoria original.
Proposicién IV.2

a) Dado f : (X,z) = (Y,y) un morfismo punteado, f es nulhomdtopo en CCOF OV si

y sélo si f es nulhomdtopo en C.

b) Dado (X,z) un objeto punteado, (X,z) es conirdctil en CCOFCV 5y sélo si X es

contrdctil en C.

La homotopia en categorias punteadas puede expresarse como homotopia generalizada
en la categoria primitiva, obteniéndose de esta forma funtores de homotopia en la categoria
punteada equivalentes a otros en la original. Para ello, usando teoria de push outs, se
expresan las distintas construcciones homotdpicas punteadas en funcién de las respectivas

no punteadas.

Como consecuencia de lo anterior y similarmente a lo que sucede en la homotopia
ordinaria de los espacios topolégicos surgen conceptos como esferas, grupos de homotopia
esféricos, grupo fundamental y sucesiones exactas de estos grupos.

Un primer paso en este proceso consiste en relacionar, haciendo uso de las cofibraciones
entre push outs, el cono relativo punteado con el cono relativo‘original, mediante la
extensién del concepto de cono de un objeto punteado a sus push outs de definicién, push
outs cofibrados con inducida vertical el punto base.

En general, cuando se exprese (B,b) = P{s,j} se supondrd j: S —T,s:5 = CVy
7 = b. Por otro lado, una cofibracién 1 Ui : (B,b) = P{s,j} — (A,a) = P{s,j'} tal que

i:T — T’ cofibracién con S = §', s = s’ y j' = ij, se dird cofibracién de push outs.
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Teorema IV.2

a) Dado un objeto punteado (X,z) = P{s,j}, se verifica C*(X,z) = P{p"C"s, C"j}.

b) Dado un morfismo punteado 1Uf : (X,z) = P{s,j} — (Y,y) = P{s', j'}, se verifica
Crluf)=1uCnf:Cn(X,z) = P{p"C"s,C"5} = C™(Y,y) = P{p"C"s',C"j'}.

¢) Dado un objeto punteado (X,z) = P{s,j}, %(X,x) =1Ukr: (X,é:) = P{s,j} —
—~ C(X,z) = P{pCs,Cj} y Pxs) = 1Upr : C¥X,z) = P{p*C%,C%} —
— C(X,z) = P{pCs,Cj}.

Lema IV.1 Dada 1Ui: (B,b) = P{s,j} — (A,a) = P{s',j'} cofibracidn de push outs,
S = P{pCs,CjU '} y (LUi) = 1U34;.

Obsérvese que (1U1d); S = P{pCs,CjUj'} — C(A,a) = P{pCs,Cj'} vuelve a ser

una cofibracién de push outs por el teorema 1.1.1 y por tanto se puede iterar el proceso.

Teorema IV.3 Dada una cofibracion de push outs 1 Ui : (B,b) = P{s,j} — (A,a) =
= P{s,5'}

a) El siguiente cuadrado es un push out

pn+lcn+ls
Cn+1 S cv
(o4l (n S
Tzn+1(1/,1) C] U C]' U("'HU C]/T
in S (IU‘B');:

pCP...C*"pC" 15 UBCE...C*1pC"s U .(* 11 U BCP...C*1pC s

que transforma (1 U 1) : SO s O(A,0) = P{p"t1C™1s,C™1j'} en
1Uingr 1 P{ptHI0™Hs, B7HL(5, 5)} — C™H(A, ) = P{prt1C"His, CnH15')

Para simplificar la notacidn se usard

b) Sis=1lcv yj=a, el siguiente cuadrado es un push out
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71

P
crivy cv
(nt1 (n An
T cr*tpu CraumHlUCRa Cb uCau.lntiy a\I
Tin $in

que transforma iy : £ — C"(Ad) = P{p™1,C™a} en 1 U inp

¢) El siguiente cuadrado es un push out.

pn+1 C"+l$
Tin v

in+1T T(lUi)m
w05 (OnEOnHlE
ot pCP...C"pC™+13 Grtig

Los morfismos punteados considerados como morfismos de push outs, sea su dominio
un push out de identificacién o no, coinciden con los morfismos en C con dominio un push
out del tipo anterior y primera componente una cofibracién.

(CPinid)eof y (CP{#4}) ¢ representarén las subcategorias llenas de CP{#4} cuyas pri-

mera y segunda componente de los objetos, respectivamente, son cofibraciones.
Proposicién IV.3 Dado (A,a) = P{s, j}, (COOF CV)Plsi} = (CP{ed}yeof,

Observa,ndo que dado un objeto de (CP{shyeof [~ 1 ¢ P{s,j} — X, se tiene
{~s,=}=—:P{1,j} =T = X, que dada una cofibracién de push outs 1U ¢ : (B,b) =
= P{s,j} — (A,a) = P{s',5'} se verifica {j',s} =i : P{1,j} = T — T’, y considerando
Cn(A,a) = P{p"C"s,C"j'} y EU%R = P{pr+10mHis, v (j, j)}:

Proposicién IV.4 Dada una cofibracién de push outs 1Ui : (B,b) = P{s,j} — (A,a) =

= P{s',j'}, existen equivalencias naturales

a) € : Hom((A,a),(—,~)) = Hom(T’, =)~ (COOF CV _; Set) definida por
exzy: Hom((A,a),(X,2)) — Hom(T’,X)=("
1Uf N
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b) € : Hom((A, a), (codom ~, ~)) V=09 & Hom(T’, codom ~)i~a=}{i"})
((CH=ityeof s Set) definida por

oy i Hom((A,a),(X,z))* () - Hom(T',X){=su}({i"h)
1Uf — f

c) € : Hom(E£WR (=, ~)) = Hom(Ein, —)~»"HC™Ha(E1 (")) (QCOF OV _, et).

d) e: Hom(C™(A, a), (codom ~, ~))!9~((1993) Hom(C™T', codom ~){~#"C":=}({C"1"in})

(CP{pnCﬂs’E"(j"j)})°°f-—)»Set),

La relacién entre los conos relativos punteado y no punteado establecida en el teorema
IV.3 permite extender la equivalencia natural de la proposicién IV .4 anterior a los distintos
funtores de homotopfa. Para ello es necesario introducir previamente la nocién de push

out contractil.

Definicién IV.1 El push out de P{s,;} se dird contrdctil si kr tiene una retraccién

q € Hom(CT, T)#¢ (9 con ¢’ : CS — S tal que s¢’ = pCs.

Obsérvese que si el push out de P{s, j} es contréctil entonces (P{s,j},7) es un objeto
contractil en cof C, y por el apartado b) de la proposicién IV.2 P{s,;j} es un objeto
contractil en C. También T es contréctil en C.

Por otro lado, el push out de CP{s,j} = P{pCs,C 7} es contractil, y dados 1 U
i: (B,b) = P{s,j} — (A,a) = P{s',5'} cofibracién de push outs y 1U f : (B,b) =
= P{s,j} — (X,z) = P{s",j”} con (X, z) push out contractil, entonces existe 1 U f :
1 (Aya) = P{s,j'} = (X,z) = P{s",5"} tal que (1U f)(1U4) =1U fi =1U f. Como

consecuencia se tiene

Teorema IV.4 Dada una cofibracidn de push outs 1Ui : (B,b) = P{s,j} — (A,a) =

= P{s',j'}, la equivalencia natural € induce las siguientes:
a) e: {(A, a), (codom ~, ~)]1U-0Y) o [T codom ~]{~a=Yi"%) ((CPd})eof _y Set),

b) e:[C™(A, ), (codom oy )PV o [C™TY, codom, ~]{~2"C8=}({C 4" in})
((CPB O™ =G i)} yeof _y Set).
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Una vez establecida la equivalencia entre los corchetes de homotopia punteado y no
punteado se procede a la definicién de la categorfa cof po®VC para extender dicha equi-
valencia a los grupos de homotopia. |

La categoria cof po®VC es aquella que tiene por objetos las cofibraciones de push
* outs definidas en la introduccién de este parrafo y como morfismos los pares de morfis-
mos de push outs que hacen conmutativo el diagrama. Los objetos de esta categoria se

representaran por 1U ~. « representard la cofibracién del push out dominio de 1U ~.

Teorema IV.5 Dada una cofibracidn de push outs 1 Ui : (B,b) = P{s,j} — (A,a) =
= P{s,j'} y considerando C’(A,a) = P{pCs,Cj'}, se tiene:

a) €: 7Y% (codom 1U —,1U =) & 7"} (codom —, )

((CCOF CV)E(A,a) — Grp)

b) €: 7V~(codom 1U —,1U ) & mi~~}(codom —, —)

(((cof pocvc)&‘(codam (W~))er _y Grp)

La equivalencia natural anteriormente establecida sigue siendo valida cuando el mor-
fismo base es el “cero”. Para analizar este caso hay que hacer uso de objetos punteados
basados.

Si (A,a) = P{s,j}, un morfismo ' tal que a’j = s induce un morfismo base 1 U @' :
: (A,a) = P{s,j} = (CV,1). Por abuso de lenguaje, pues en el caso del push out de
identificacién o’ = 1 U @, se diré que a’ es el morfismo base de (A,a) = P{s,j}.

Dado (A, a) = P{s,j} basado en a/, entonces 0 = 1 Uza’ : (A,a) = P{s,j} = (X,7).
En particular en el caso de push outs de identificacién 0 = za’ : (A,a) — (X, z). Ademas,
una cofibracién de push outs 1Ui : (B,b) = P{s,5} — (A,a) = P{s',j'}, con ¥ y o

- respectivos morfismos base de (B,b) = P{s,j} y (A,a) = P{s,j'}, es basada si y sdlo si
di="b.
Teorema IV.6 Dada una cofibracién de push outs basada 1 U : (B,b) = P{s,j} —
- (A,a) = P{s',j'}:
@) €: RIY(—, m) 2 (=, % p(Ca')) (((cofCOOF V)P | x CPOF €¥) — Grp).

b) €: 7™ (=, %) 2 oy (=,% p(C ~') (((COOF V) 4y x COOF €Y) — Grp).
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La relacién existente entre la categoria de pares cof C y la categoria cof CPF ¢V
es similar a la existente entre C y C99F OV sin mds que observar que cof CPOF OV
= (cof C)COF Clv,

En este sentido se tiene que los objetos de la categoria se pueden identificar con push
outs de cof C f = 1U f : (X,z) — (Y,y), pero también estos objetos pueden llevar
asociado un push out del tipo P{s,1¢v}, no necesariamente de identificacién: 1 U f:
1 (X,z) = P{s,j} = (Y,y) = P{s',j'}. Como en el caso simple, cuando 1 U f tiene
asociados push outs de identificacidn se puede hablar de grupos de homotopia del par
1Uf.

Las cofibraciones de pares de push outs serdn de la forma 1,,, U (¢,7) =
= (lov,lov) U (#4) : 1Ufo = LU fi, con 1U fi : (Xyzo) = Plsi,ji} —
= (Yy,y) = P{s},ji}, t = 0,1, (#',4) : fo — fy cofibracién de pa,res‘, f§ = fi (donde
J{ es el morfismo que permite crear 1 U f;), (sh,50) = (s},s1), i'j} = Ji € iJo = J1.
De donde se tiene que 1 U1 : (Xo,z0) = P{so,j0} — (Xy,21) = P{sl,ji} ylud:
: (Yo,y0) = P{s, 50} = (Y1,41) = P{s}, i} son cofibraciones de push outs. Obsérvese
que{lU f1,1U'} = 1U{f,}: P{1U,1U fo} = P{sh, 1 U5} — (Y1, 11) = P{s}, 51}
cofibracién de push outs y por tanto cofibracién.

Aplicando los resultados obtenidos en CEOF €V 3 este caso resultan equivalencias na-
turales, que se expresaran entre los funtores adecuados sin hacer mencién de las categorias

involucradas, pues son ficiles de deducir por analogia y en cambio su notacién es compleja.

Teorema IV.7 Dada una cofibracién de push outs 1 U (#4):1U fo — LU fi, y con-
siderando C(1U f1) = 1UCfy : O(Xy,21) = P{pCs1,Cr} — C(Yy, 1) = P{pCs), C3l}:

a) &: A (codom (1U~',1U=),(1U~",1U-))

= %Tf(z{ji’i'}'{jlyi})(COdom (_,) _), (_I’ '_))

b) e : 7" (codom (1U ~,1U =), (1U~",1U -)) =

& g{~"~ 3~ N) (codom (-,=),(-,=))

Como consecuencia de este teorema resulta, para los funtores grupos de homotopia

relativos a una cofibracién de un par basado en un morfismo:
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Teorema IV.8
. 21U lu___ 1uv) {.711’} v
a)e. 'n+1( ) n+1 ( ] )
b) e: #Y(1U—,1UV) Z a7 (=, V)

Combinando el teorema IV.8 anterior con el teorema IV.5 se obtienen equivalencias
naturales entre sucesiones exactas, observando que un morfismo de pares (1U f,1 U g):

11U fo— 1U fy es tal que (1U f,1U g) =1U(f,9)
Teorema IV.9

a) e: #YI(1U—,1UV) = rl" (=, V)

b) e: 71U ~,1U—,1UV) = x({~~v,~},—,V)

Para una cofibracién de push outs basada 1Ui : (B,b) = P{s,j} — (A,a) = P{s',j'}
con b’ y o' respectivos morfismos base de (B, b) y (A, a), usando el apartado a) del teorema

V.6
Teorema IV.10
a) e: #AY(1U =) &l (— vpCd')
- b) £: F(1U ~, 1U =) Z m({~v,~}, =, VpCd)
donde dom (1U —) = (=, V) push out de identificacion.

Para objetos punteados basados, usando el apartado b) del teorema IV.6

“Teorema IV.11 ¢: #((=,~),(1U=)) & n(~,—,VpC ~') , donde dom (1U~) = (=,V)

push out de identificacion.

A semejanza de lo que sucede en la categorfa de los espacios topoldgicos punteados, a

partir de un punto se pueden crear las sucesivas esferas como suspensiones de S°.

T#9 es un objeto punteado basado con punto & y base {1,1} : v — C'V.

Definicién IV.2 A §"(ZkV,F) se le denominaré n-esfera y se le notard por 2"V, n € IN".
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Los grupos de homotopia esféricos de los espacios topolégicos punteados se definen

por (X, z) = 75° (X, z), de donde por similitud

Definicién IV.3 Dado un objeto punteado (X, z), se define el n-grupo esférico de homo-

topia 72V (X, z) = #EVR(X, z).
Proposicién IV.5 72°V(X,z) = #5v(X, ), para n > 2.

La anterior proposicién IV.5 y la observacién II.1.1 permiten extender la definicién de

los grupos de homotopia esféricos para n = 1 y = no necesariamente cofibracién:
2V (X, z) = (X, z), n>1
De esta forma Hom(C'V, X) representa el conjunto de puntos de X.

En particular, si la categoria C tiene objeto inicial ¢ se puede considerar como punto
C¢. En este caso a "¢ se le denominara n-esfera standard en C y se notard por S™
y a 7rf,f°¢(X,x) se le denominard n-grupo de homotopia standard del objeto punteado
(X,z) y se notard simplemente por m,(X,z). A m;(X,z) también se le denomina grupo

fundamental del objeto X con punto distinguido z.

Definicién IV.4 Dados dos puntos z, 2’ de X, un camino de = @ z' es un morfismo

a: C?V — X tal que ok, = {z,2'}.

Nétese que z ~ 2’ rel. ky si y sdlo si existe un camino de z a ', y que por tanto la
relacién “estar ligados por caminos”, entre puntos de X, es una relacién de equivalencia

cuyas clases se denominan componentes conezas por caminos de X.

Definicién IV.5 Un objeto X se dird conezo por caminos si tiene una tnica componente

conexa por caminos.

Obsérvese que si X es conexo por caminos entonces Hom(CV, X) = Hom(CV,X)=k®)

para todo punto z. Si V = ¢ objeto inicial, siempre Hom(C¢,X) = Hom(C, X)#x(®cs),

Teorema IV.12 Dados dos puntos = y ' de un objeto X, todo camino o de ¢ en z'

induce un isomorfismo A, : 72"V (X, z) — w2V (X, ).

El teorema IV.12 anterior permite, para los objetos conexos por caminos, hablar sim-
plemente del grupo fundamental WFOV(X), al ser independiente del punto fijado. En

particular, para este caso, el grupo fundamental standard se notars por my(X).
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Capitulo V
Ejemplos.

La teorfa de homotopia cénica desarrollada en los cuatro capitulos precedentes tiene
una dualizacién que da origen a una axiomatica de la cual existen ejemplos bastante
conocidos, como son la homotopfa proyectiva para R-médulos [E] [Hil], [Hi2] la homotopia
de complejos de cadenas [K3] y la homotopia de los espacios topolégicos punteados a través

de caminos punteados.

El proceso dual de la obtencién del cono topolégico mediante el push out de la inclusién
en el nivel cero de un espacio en su cilindro con la proyeccién de este espacio en el objeto
final, da el pull back de la proyeccién punto inicial desde el cocilindro de un espacio
(caminos) sobre éste con la inclusién del objeto inicial en dicho espacio, que resulta ser
siempre el objeto inicial. Por ello se ha preferido denominar a los conceptos duales que van
a intervenir anteponiendo el prefijo “co”: cocilindro, cocono, cosuspensién, etc., excepto
en el caso de “cofibracién” que sera “fibracién” pues este concepto si es el dual en el caso de
Top desde el punto de vista cilindro-caminos (ver [B2]), en lugar de otros nombres no tan
genéricos usados en determinados casos. La notacién dual de funtores y transformaciones
naturales serd la “prima” de la ya usada (C’, ¥/, p/, etc.), notandose las fibraciones por
q: A » B. La dual de la propiedad de extensién de nulhomotopia se denominara
prbpieda.d de elevacién de nulhomotopia y se representara por PLN.

Procesos tedricos a partir de otras estructuras axiomaticas que dan origen a homotopia,
asi como relaciones categdricas y funtoriales entre éstas, permiten obtener ejemplos de
homotopia cénica o cocénica.

Por dltimo se verén'ejemplos conocidos de homotopias que resultan ser cénicas o
cocdnicas, y también se c;earén nuevos ejemplos de las mismas. Cabe destacar entre las

ya conocidas la clésica de los espacios topoldgicos y los espacios topoldgicos punteados,
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las homotopias proyectivas e inyectivas [Hi2] y los complejos de cadenas [K3]. Por su
curiosidad y vigencia merece especial consideracién la homotopfa propia a través de los

espacios exteriores [G-].
V.1 Ejemplos tedricos.

Los funtores adjuntos tienen un cierto poder en el traslado de estructuras de homo-
topia. Es bien conocido que la homotopia ordinaria de los espacios topoldgicos puede ser
obtenida a través de un cilindro o un cocilindro (funtor caminos) y que éstos son funtores
adjuntos que inducen isomorfismos en las transformaciones naturales asociadas. Este pro-
ceso se puede desarrollar también con conos y coconos, e incluso generalizar a funtores
adjuntos no necesariamente del tipo anterior, obteniéndose nuevas estructuras cénicas o

cocénicas a partir de una dada mediante dichos funtores.

Para el célculo de grupos esféricos, el uso de cofibraciones (de fibraciones) es innece-
sario. Basta tener un cono (cocono) que transforme push outs en push outs (pull backs
en pull backs) y con k, verificando PEN y poseyendo push outs (k’ verificando PLN y
poseyendo pull backs). De esta forma surge el concepto de E-categoria (E'-categoria), que
con ciertas cofibraciones (fibraciones) generadas por la estructura dan lugar a C-categorias
(a C'-categorfas). En el caso de una E-categorfa (E'-categorfa) con un funtor adjunto a
derecha del cono (a izquierda del cocono) se obtiene que la E-categoria es también una
E'-categoria (que la E'-categoria es también una E-categoria) cuya; homotopia coincide
con la primitiva, obteniéndose el concepto de E E'-categoria.

En el caso de categorias aditivas los grupos de homotopfa basados en el cero tienen ya
determinada su estructura de grupo por la suma de morfismos en la categoria, pudiéndose
asi hablar, por extensién, de los grupos de homotopia desde el orden cero, siendo siempre

.éstos abelianos. En este sentido, para estos grupos no es necesario que los funtores cono y
cocono transformen push outs en push outs y pull backs en pull backs, respectivamente,

surgiendo asf los conceptos de Cp y Cj-categorfas aditivas.

En la categoria de los espacios topoldgicos es conocido el método a través del cual,
a partir de un cilindro, se obtiene un cono que conserva la homotopia cilindrica. Este

proceso se generaliza con la nocién de I-categoria con producto natural.

48



V.1.1 Funtores adjuntos en homotopia cénica.

Un triple (C, k, p) se dird un cono en C cuando C : C — C es un funtor, con trans-
formaciones naturales k: 1 — C y p: C? — C verificando el axioma (C1). Dualmente se

define un cocono en C.

Usando resultados de [Hub2], dados U : A — Cy V : C — A tales que (U,V) es
un par adjunto de funtores con isomorfismo natural de adjuncién v : Hom(U—,~) —
— Hom(—,V ~), se tiene:

- Si (C, k, p) es un cono en C, entonces (VCU, (VEU)y(lv), V(p(Cy~*(1vc)))U) es un

cono en A.

- Si (C',K,p') es un cocono en A, entonces (UC'V,y~!(1v)(UK'V),U(C"y(luc)p')V)

es un cocono en C. |

-8i (C", k', p) es un cocono en C°P, entonces (VC'U, (VE'U)y(1v),V (¢ (C'y~*(1ve))V)

es un cono en A.
- Si (C,k,p) es un cono en AP, entonces (UCV,y~!(1v)(UkV),U(Cx(luc)p)V) es
un cocono en C.

De esta forma, como (1p,1,1) es un cono y un cocono en cualquier categoria, todo
par adjunto de funtores induce cono en A y cocono en C. El reciproco de esta afirmacién
también es cierto (ver [K12]).

Dado un cono, se plantea la cuestién de qué condiciones debe cumplir un morfismo
para que la clase de los morfismos asi caracterizados verifique los axiomas (C2), (C3)
y (C4) como familia de cofibraciones. Dicha cuestién se resuelve mediante la siguiente

definicién.

Definicién V.1.1 Dado un cono (C,k,p) en C, i : B — A se dird una cofibracion
generada por el cono cuando i, tiene push outs y verifica PEN para n € IN". El conjunto

de cofibraciones generadas por el cono se notara por cofc(C).

Para la obtencién de los grupos de homotopia esféricos basta tener un cono (C,k,p)

en C, con C transformando push outs en push outs y ka una cofibracién generada para

todo objeto A de C.

Definicién V.1.2 Una E-categoria o categoria con esferas naturales es una categoria C
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con un cono (C,k,p) tal que C transforma push outs en push outs y ks es cofibracién

generada, para todo objeto A de C.

Consecuentemente, toda E-categoria es una C-categoria, con las cofibraciones gene-

radas.

En los espacios topolégicos punteados existe un isomorfismo natural haciendo que el
par (2, ) sea adjunto, resultando una equivalencia natural entre [E"~, Q™] & [Z", Q™~7],
donde ¥ y ) representan respectivamente los funtores suspensién y lazos [Hi2]. Este resul-
tado puede ser generalizado al caso de E-categorias, de ahi que ciertos autores denominen
al funtor cosuspeﬁsién como funtor lazos ). Para ello es necesario hacer uso de estructuras

duales compatibles, como sucede en Top*.

Definicién V.1.3 Una EFE™categoria es una E-categoria y E'-categoria tal que (C,C")

es un par adjunto de funtores mediante un isomorfismo natural v que hace k* = k! y

* A o
= D
Como consecuencia de la conservacién de limites y colimites por C' y C, respectiva-
mente, al ser (C, C’) un par adjunto, se tiene que una EE’-categoria es una categorfa con

alas ~wse L. o<y L/
a}ca yuc l’\zA M I’\aA S0I1 COLL

-

1
u.

=]
[«]
Q
.
(e}
—

generadas, respectivamente, y (C,C’) es un par adjunto haciendo k* = k' y p* = p.. De

donde:
Teorema V.1.1 En una EE’categoria 72 4(X, f) = nZ"X(A,~(f)).

Teorema V.1.2 Dada una EE’-categoria con objeto cero, entonces
[S™~'A, §"X] = [S"A, §™X]

Las relaciones vistas anteriormente entre pares adjuntos de funtores aplicadas a conos
y. coconos tienen ahora aplicaciones importantes en la construccién de estructuras com-

patibles.

Proposicién V.1.1 Dado un cono (C,k,p), si (C,C") es un pdr adjunto de funtores,
* entonces existe un cocono (C',k',p') tal que el isomorfismo de adjuncién v hace k* 2 k!

L e

Yyp =P
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Obsérvese que en las condiciones de la proposicién anterior, f es nulhométopo respecto

de C si y sélo si f es nulhométopo respecto de C'.

Proposicién V.1.2 Dada una E-categoria C con pull backs y cono (C,k,p), si (C,C")

es un par adjunto de funtores entonces (E"(k), Z™(k')) también lo es.

Como consecuencia, el isomorfismo inverso del natural de adjuncién 4’ asociado al par
(Z*(k), £ (k")) transforma morfismos nulhomdtopos en morfismos nulhomdtopos. De

donde

Teorema V.1.8 Si C es una E-categoria con pull backs y cono (C,k,p) de forma que

(C,C") es un par adjunto de funtores, entonces C es una EE-categoria.

V.1.2 Homotopia cénica en categorias aditivas.

La aditividad de las categorias caracteriza la operacién de los grupos de homotopia,
obteniéndose en este caso una axiomaética mas simple que da lugar a resultados analogos

a los ya vistos en los capitulos precedentes.

Proposicién V.1.3 Si C es una categoria aditiva con coniicleos y tiene un cono (C,k, p)
con C transformando push outs en push outs, entonces (C,C,k,p,cofc(C)) es una C-

categoria aditiva con cofibraciones generadas los morfismos que verifican PEN.

Obsérvese que si C es una C-categoria aditiva e ¢ : B — CA es una cofibracion,
entonces fo o fi rel. i si y sélo si f; — fo es nulhomédtopo mediante una nulhomotopia F'

tal que FCi = 0. Como consecuencia fo ~ fi rel. i siy sélo si f; — fo = 0 rel <.

Por otro lado Hom(CA, X)*® es un subgupo de Hom(CA, X), y por tanto [CA,X])

es también un grupo abeliano, de donde se concluye:

Teorema V.1.4 Si C es una categoria aditiva, exriste una equivalencia natural
id: 77 2 [C"codom ~,—]"™") ((cof C)°? x C — Grp)

De esta forma, los grupos de homotopia relativos a una cofibracién en una C-categoria
aditiva son abelianos, y se puede extender la definicién de los grupos de homotopia, usando

como operacién la inducida en los corchetes de homotopia por la suma de la categoria.
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Definicién V.1.4 Dada 7 : B — A cofibracién en una C-categorfa aditiva,

(X) =[C"A,X]°6n) n e IN*

I3 S0 1 \

En particular, para un objeto A cofibrante de una C-categoria aditiva se tiene 7(X) =
= [A,X] = "4 (X).

Esto permite obtener, en categorias aditivas, los grupos de homotopia 7 (X) sin necesi-
dad de usar la propiedad de que el cono transforme push outs en push outs, propiedad
que sélo serd necesaria para definir los grupos 7 (X, f) cuando f # 0. Una C-categoria
aditiva salvo esta propiedad se llamard Co-categoria aditiva, y una proposicién aniloga a

la V.1.3 se verifica.

Proposicién V.1.4 Si C es una categoria aditiva con un cono (C,k,p) y con conicleos,
entonces (C, C, k, p,cofc(C)) es una Co-categoria con cofibraciones generadas los morfis-

mos que verifican PEN.

En una categoria de homotopia, los objetos contractiles tienen gran importancia pues,

con ciertas condiciones, estos objetos caracterizan la homotopia como se ve a continuacién.

Teorema V.1.8 Si C es una categoria aditiva con dos conos, (C,k, CE,

'R
\

Y ), ¥ que

3
<
3

posee conticleos, entonces si los objetos contrdctiles mediante (C,k,p) coinciden con los

~—

respectivos mediante (C~y ,%,ﬁ) las estructuras de Cy y C‘o—categor{a asociadas son equiva-

lentes.

Para més informacién sobre homotopia funtorial en categorfas aditivas ver [P-], [D-1],

[D-2] 6 [D-3].

V.1.3 Homotopia cénica y cilindrica.

H.J. Baues, en su libro “Algebraic homotopy” [B2], da la nocién abstracta de categoria
de homotopia a través de cilindro o I-categoria. Tomando como ejemplo lo que sucede en

espacios topolégicos, se generaliza el producto natural en un cilindro y surge:

Definicién V.1.5 (I,0,4,p, ¥) es un cilindro con producto natural en una categorfa C
cuando [ : C - C es un funtor con transformaciones naturales o, ¢; : 1d — [ yp: I —d,
y ¢ : I? — I, verificando '
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(I1) Axioma de cilindro con producto.

po = pi1 = 1, o = P(lio0) = top, Yra = p(I1) =1y P(I) = Y%

Si C tiene push outs, objeto final € y un cilindro con producto natural de forma que I
transforma push outs en push outs, entonces C = P{e, o}, k = g y p = {C¢, Cbe, qp}
dan un cono en C. Ademds, si se define I-categorfa con producto natural como una
categoria con cilindro natural en el sentido de Baues [B2] en la cual se sustituye el axioma

de cilindro por el de cilindro con producto, se tiene:

Teorema V.1.6 Si C es una I-categoria con producto natural que tiene un objeto final e,
entonces C tiene inducida una estructura de cono natural con cofibraciones y homotopia

coincidentes con las cilindricas.
V.2 Ejemplos.

A partir de los ejemplos tedricos ya vistos se van a obtener otros concretos en categorias

_ conocidas.

V.2.1 EE’-categorias

La adjuncién existente en muchos casos entre el funtor producto tensorial y el Hom,

hace surgir en determinadas categorias E E’'—estructuras.
1. Grupos Abelianos.

Dado un anillo con unidad R, su estructura de grupo abeliano para la suma permite
definir el producto tensorial de un grupo por el anillo, G ® R, como producto de Z-
médulos. Asimismo GF notard el conjunto de homomorfismos de grupos con dominio R

y codominio G. Se puede considerar de forma natural (GF)F = G(ReR),

Se define

CG=GQ®R C'G =GP
Cf=f®lr C'f =1
k(g)=g®1 k(a) = a(1)

Plg®r®s)=g@rs  p(a)(r®s)=a(rs)
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g€G, r,s€R, a€ RS

De esta forma los grupos abelianos poseen una estructura de EFE’-categoria. Los
objetos contractiles son los R-casi médulos, esto es, los grupos para los cuales existe una
operacién externa desde el anillo verificando las propiedades de los R-mddulos salvo la

asociativa.
2. R-casi Médulos.

Los R-casi médulos forman una categorfd con los homomorfismos de R-casi médulos,
esto es, aplicaciones lineales.

La categoria de R-casi médulos es aditiva, posee nicleos, contcleos y productos ten-
soriales, y con una estructura analoga a la definida anteriormente para grupos abelianos

es una EFE’'-categoria. Los objetos contréctiles son los R-médulos.
3. R- Mddulos a izquierda.

Sea f : R — S un homomorfismo de anillos unitarios con f(1) = 1. S es un R-
médulo a derecha con la operacién sr = sf(r), de donde para cualquier R-médulo M
existen M @ S y M® como R-médulos a izquierda.

De esta forma los R-mddulos a izquierda con una estructura definida andlogamente a
las anteriores es una EE'-categoria con R-mddulos contractiles los que también admiten
una estructura de S-casi médulo.

Si f: R — S es epimorfismo, entonces los R-mdédulos contréactiles son los que admiten

una estructura de S-médulo.
4. Complejos de Cadena de una Categoria Abeliana.

La adjuncién existente entre los complejos de cadenas de la forma {X, & X,._1} y
{X, ® X,+1} da origen a una EE’'-categoria bien conocida, que genera la homotopia de
los complejos de cadenas [K3].
Dada una categoria abeliana A se define la categoria de complejos de cadenas de A,
JA, como la que tiene por objetos pares (X, §), donde X = {X,}nez con X,, objetos de A
y 8 ={bn}nez con &, : X." — X1 morfismos de A tales que §,_;6, = 0, y por morfismos
Cfi(X,8) = (Y,8") donde f = {fn : X = Yp}nez verificando §'f, = f,_:4.

54



Por simplificar notacién, en 4, se suprimira el indice cuando no lleve a error.

Kamps, en [K3], define una homotopia en §A utilizando el siguiente cilindro:

0 0 -4

' [ f. 0 0 1 0
f:(X,J)—)(Y,&'),If:(O fa O ).L0=(o),tl=(1)yp=(1 10).

, § 0 1
I(X,8) = (IX,15), con (IX), = X, & X, ® Xp—y € (18), = ( 0§ -1 ), y dado

0 0 fn—l 0 0
Si se define:
110100000
p=1000010000]/|:*>1T
000001010
entonces la categoria A tiene un cilindro con producto natural: Al ser A categoria

abeliana §A también lo es. Por tanto posee objeto cero, push outs y pull backs, y

consecuentemente tiene el siguiente cono:

C(X,8) = (CX,C4), con (CX), = X & Xp-1 ¥ (CO)n = g :<1$

‘:(X,J)—-)(Y,J'),Cf=(f(‘;' fno_l).(m(é)yp:(é g)

En particular §A es aditiva y por la proposicién V.1.3, al verificar k PEN (pCk = 1)

,ydado f :

—_ o
—_ O

se tiene que k, también verifica PEN.

La homotopia de Kamps en los complejos de cadenas también es posible obtenerla a

través de un funtor cocilindro con producto natural.

6 0 O
I'(X,8) = (I'X, I'6), con (I'X), = X, ® X,, & Xpp1 € (I'6), = ( 0 6§ O ), y dado
1 -1 -4

f'n 0 0 :
F:X8) = (Y8, I'f=|0 f. 0 ) h=(100)4=(010),
0 0 fn+1

oo oo~ OOOO
OHOFOOOOO

b\
Il
P
. O =
h —
«
<
Il
OO0 OO O =

Obsérvese que las matrices que definen las transformaciones naturales no son otras

qﬁe las traspuestas de las respectivas de cilindro, y por ser la traspuesta de un producto
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de matrices el producto en orden inverso de las traspuestas se verifica (I'1).

f:(X,J)——)(Y,J’)C’f:(f“ 0 ).1«:(1 0),p=

C'(X,8) = (C'X,C"6), con (C'X)n = Xn & Xnp1 ¥ (C'6)n = (
0

1

0 fn+1 1

0

(==

con k], verificando PLN.

v : Hom(C—,~) = Hom(~,C' ~) definido por fy( fa Gn-1 ) = (5: ), donde
Gn: Xn = Yns1 ¥ fn = —(89n + gn-16), es un isomorfismo natural que hace de JA una
E E'-categoria cuyos objetos contractiles son los (X,d) que tienen asociados morfismos

Gn ¢ Xn = Xpy1 para todo n € Z verificando 6g, + gn—16 = —1.
5. Espacios Topoldgicos Punteados.

La homotopia ordinaria de los espacios topolégicos punteados también puede expre-
sarse a través de una E E’-estructura.

La relacién de homotopfa clésica de los espacios topolégicos es obtenida a través de
un cilindro con producto natural:

IX =X x I, donde I =[0,1], y dado f : X — Y aplicacién continua If = f x 1.

to(z) = (2,0), u(z) = (z,1), p(z,t) =z y ¥(z,t,5) = (z,ts).

Al tener Top push outs, objeto final *, y transformar I push outs en push outs, se
puede definir un cono en Top:

CX = P{Ex,(bo)x}, y dada f: X — Y aplicacién continua, Cf = 1 U If, esto es, si
dom f # ¢ entonces Cf([(,t)]) = [(f(2),1)], y si dom f = ¢ entonces C f(x) = [(z,0)].
Nétese que si X # ¢ entonces CX = X x I/X x {0}, y C¢p = *.

k(z) = [(z,1)] y p([([(z,2)], 8)]) = [(=, 25)].

En el caso X = ¢, k y p son tnicas, por ser ¢ objeto inicial y C¢ = * objeto final.

Es evidente que el cilindro conserva push outs, y por el teorema V.1.6 el cono también
los conserva. Los espacios topoldgicos con este cilindro forman una I-categoria con pro-
ducto natural y con cofibraciones los morfismos que verifican la propiedad de extensién

de homotopia (PEH), pues evidentemente los morfismos iniciales tienen PEH y se veri-
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fica (I4) (ver [B2], pdg. 29) donde la transformacién de intercambio T' viene definida
por T(a:,t,.s) = (z,s,t). Por el teorema V.1.6 k, verifican PEN. Luego Top es una

E-categoria, y con estas mismas cofibraciones, por el teorema V.1.6 una C-categoria.

Por lo visto en el capitulo V anterior se tiene que, con estas cofibraciones, Top®oF * =

— TOpCOF Cé

es también una C-categoria y en particular una E-categoria:

C(X, xo) =(XXI)/(XX{O})U({3:0} Xl)v y dada f : (Xa xo) - (Yv 3/.0)» Cf({('t’ t)]) =
= [(f(=),1)].

k(z) = (=, )], p([({(=, )], 9)]) = (2, 29)].

En general, si una categorfa C posee push outs y C'V es objeto final, se puede extender
la estructura cénica de la subcategorfa llena CCOF €V a CCV | verificindose todos los
axiomas salvo que k tenga que ser cofibracién. En el caso de los espacios topoldgicos, por
poseer Top® una estructura de cilindro con producto natural derivada de la de Top, ver

COF = ¢on el cono originado por el cilindro punteado, si se

[B2], y coincidir el cono de Top
puede asegurar que k es siempre cofibracién en Top™, dando asi origen a una estructura
de C-categoria y en particular E-categoria.

Top™ también tiene pull backs, y C’ definido por C'(X, z0) = (X, 20)I0), C'f = fu es
un funtor adjunto a derecha de C' mediante el isomorfismo natural v : Hom(C—,~) =
— Hom(=, C" ~) definido por (+())(2)(t) = F([(z, 1)), cuya inversa es = () ([(z, 1)) =
= (F'(2))(®)-

Asi, definiendo las transformaciones naturales k'(e) = a(1) y (p'(@))(t)(s) = afts),

Top* es una EF'-categoria.

De esta forma surgen los grupos de homotopia clésica m,(X, o), n € IN, como los
denominados grupos de homotopia standard de la categoria punteada Top©?, asi como

las correspondientes sucesiones exactas de homotopia asociadas a una tripleta.

(X, z0) es un espacio topolégico punteado contractil cuando {zo} es un retracto por

deformacién fuerte de X.

V.2.2 C-categorias y C’-categorias.

Primeramente se veran dos ejemplos de C}-categoria y Co-categoria en R-médulos que

dan origen a la homotopia proyectiva e inyectiva, respectivamente, dadas por B. Eckmann
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y P.J. Hilton [E] [Hil] [Hi2], que no son C’-categoria ni C-categoria.

6

Sea L : Set” — gM el funtor libre y U : gRM — Set™ el funtor olvido, entonces
(L,U) es un par adjunto de funtores mediante el isomorfismo natural de adjuncién + :
: Hom(L—,~) — Hom(—,U ~) definido por v(f) = fi, donde ¢ es la aplicacién inclusién
en el libre.

Considerando el cocono trivial en Set* se obtiene un cocono en los R-médulos:

C'M = LM, donde LM representa el R-médulo libre sobre el conjunto punteado
(M,0), C'f = Lf es el dnico R-homomorfismo inducido por el funtor libre, esto es, el
dnico R-homomorfismo tal que icodom ff = Lfidom j, donde ¢ representa la aplicacién
inclusién en el libre.

k" es el dnico R-homomorfismo verificando k't = 1 y p’ es el tinico R-homomorfismo
tal que p'i = 12, esto es, p' = Li.

Al ser la categoria abeliana tiene pull backs, pero en general el funtor libre no trans-
forma pull backs en pull backs, como se verd mas adelante. En particular, al ser la
categoria aditiva se tiene que los R-médulos, con este cocono, es una Cj-categoria aditiva

con fibraciones los morfismos que verifican PLN (proposicién dual de V.1.4).

Un R-médulo M es contrictil cuando es proyectivo. Un R-homomorfismo f: M — N
es una fibracién si y sélo si f es un epimorfismo.

Si se considera el anillo ZZ de los enteros, zM = Ab. Sea f : Z, & Z, — Z, definido
por f(a,b) = a+b. Ker f = Z,, Lf : L(Zy ® Z,(0,0)) éZ = L(Z,,0) 2 Z
viene definida por Lf(z1,..,27) = 24 + 5 + 26 + =7, donde Z; Et:lZ estdn generados por
los elementos de Z; @ Z, distintos de {0,0) que van al neutro para 1 < i < 3 y por los
restantes distiﬁtos de (0,0) para 4 <1 < 7.

L(Ker f,0) = L(Z,,0) @Z#Ker Lf= @Z

Luego la homotopia proyectiva no puede ser obtenida mediante una C-estructura ad-

junta a la libre, al no conservar ésta limites finitos.
7. Homotopia inyectiva en R-médulos.

Sea Q1 el grupo aditivo de los racionales médulo los enteros. Entonces Hom(—,Q,) :
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: (RM)°P — MR es un funtor adjunto a derecha de Hom(—,Q1) : Mr — (rM)°P, con

isomorfismo natural de adjuncién
v Hom(RM)op(Hom(—,Ql),N) — Hommg (—, Hom(~, Q1))

definido por v(f(m)(n)) = f(n)(m).

Por lo visto en el péarrafo V.1, este par adjunto de funtores induce un cono en Mg:

C(M)= Hom(L(Hom(M,Q1)),Q1), y dado f M — N homomorfismo de R-médu-
los, C f(h)(s191F-F5ngn) =h(s1(g1f)F--Fsn(gnf)), 51914 F8ngn € L(Hom (N, Q1)).
h € Hom(L(Hom(M,Q1)), @1).

k: M — Hom(L(Hom(M,Q:)),Q1) con k(m)(sia1F..Fsnan) = s1ca(m) + ...

oo+ Span(m).

p: Hom(L(Hom((Hom(L(Hom(M, Ql)),Ql))’ Ql))a Ql) - HO'I"II(L(HO‘"Z(M, Ql))le)
con p(a)(s1c1Fsz05F.... Fsnan) = a(sion + 8302 +' ... +' s,0,), usando que todo
m € M se puede interpretar como un elemento de Hom(Hom(M,Q1), @) definido

por m(a) = a(m).

Haciendo un razonamiento dual al hecho en la homotopia proyectiva se tiene que los
R-médulos, con este cono, es una Co-categoria aditiva con cofibraciones los morfismos que
verifican PEN. Como consecuencia de ser el cono un R-médulo inyectivo resulta que los

R-médulos contréctiles son los inyectivos.

Un R-homomorfismo f: M — N es una cofibracién si y sélo si es un monomorfismo.

Nétese que usando los funtores H om(—, Q1) anteriormente definidos y el cocono trivial
(1,1,1) en rM, se puede definir el siguiente cono en Mg:

CM = Hom(Hom(M, Q1), Q1) y C(k)(g) = h(gf)

k(m)(e) = a(m), p(a)(8) = a(B)- ‘

Por la misma razén expresada anteriormente el cono de todo nlédulo M es un médulo
inyectivo y ks es un monomorfismo, de donde se deduce que los médulos contréctiles

son también aqui los inyectivos, y por el teorema V.1.5 se obtiene una estructura de

Co-categoria aditiva equivalente a la anterior.

Tanto la homotopfa proyectiva como la inyectivé. se pueden definir independientemente

de la lateralidad de los médulos.
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8. C y (C'-categorias aditivas.

Todos los ejem
R-casi médulos, R-médulos y complejos de cadenas, son también ejemplos, por la propo-
sicién V.1.3 y-su dual, de C' y C’-categorias.

En las homotopias tensoriales anteriormente definidas las cofibraciones o fibraciones
dependeran del anillo unitario elegido.

En los complejos de cadenas, 7 : (B,8) — (A, ¢’) es cofibracién si y sélo si para todo
n € Z existe r, : A, — B, tal que r,i, = 1. Las fibraciones son los morfismos que tienen
secciones en cada nivel.

En este caso las cofibraciones y fibraciones coinciden con las definidas por Kamps en
[K3], es decir, las cofibraciones PEN y las fibraciones PLN coinciden con las cofibraciones

PEH vy las fibraciones PLH, respectivamente.

Por dltimo, se veran ejemplos originados por cilindros o cocilindros con productos

naturales.
9. Espacios Topolégicos.

En el ejemplo 5 ya se vio que los espacios topoldgicos, con las cofibraciones PEH,

forman una C-categoria.

Str¢m prueba en [St2] que ¢ : B — A es cofibracién si y sélo si P{,} es un retracto
de IA. Por otro lado, en [St1] prueba que si : es cofibracién entonces i : B — i(B) es un
homeomorfismo, por lo que se puede siempre suponer, identificando B con i(B), que B
es un subconjunto de A, de donde i : B — A cofibracién es cerrada si y sélo si i(B) es

cerrado en A.

Existen cofibraciones no necesariamente cerradas: Considérese B = {z} y A = {y, 2}
con la topologia indiscreta, cualquier aplicacién i : B — A es una cofibracién no cerrada.
Luego las cofibraciones cerradas forman un subconjunto propio de las cofibraciones PEH.

Los espacios topolégicos con su cilindro con producto natural y las cofibraciones ce-
rradas son también una I-categorfa con producto natural, pues si i : B — A es cofi-
bracién cerrada entonces 7 también es cofibracién, y cerrada pues ;_1(?()()) = X cerrado y

F(i(X)) = i(B) también cerrado. Evidentemente la composicién de aplicaciones cerradas
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es cerrada. Por tltimo {I4, 0,61 }(T7) = (i x 1)(B x I) U A x {0} UA x {1} cerrado en

A x I, de donde {3, 0,t1} ademas de cofibracién es cerrada.

Por el teorema V.1.6 Top, con las cofibraciones cerradas, tiene estructura de C-
categoria.

Al ser Top una E-categorfa, es una C-categoria con las cofibraciones generadas. Por
poseer Top push outs, las cofibraciones generadas se reducen a las aplicaciones continuas
i : B — A tales que i, verifica PEN, para todo n € IN". En particular, por el teorema
V.1.6 toda cofibracién PEH es una cofibracién generada, sin embargo un morfismo puede
verificar PEN y no PEH: sea 1 : {0} — A = {0} U{2 / n € IN}, entonces ¢ verifica PEN
pero no verifica PEH, pues ({0} x I)U{ / n € IN} no es un retracto de A x I, condicién
equivalente a PEH (ver [St1]). No obstante este morfismo  no es una cofibracién generada,
pues 7; no verifica PEN.

La relacién de homotopia clasica de los espacios topolégicos puede obtenerse también
a través de un funtor cocilindro con producto natural:

I'X = X! = Homrop(I, X) con la topologia compacto abierta, donde I = [0,1], y dado
f:X =Y aplicacién continua I'f = f..

U(a) = a(0), (@) = a(1), p'(x) = C; donde C;(t) =z, y Y'(a)(t)(s) = a(ts), donde
aeXlzeX t,sel

Al tener Top pull backs, transformar I’ pull backs en pull backs, conservar el objeto
final y poseer una transformacién de intercambio 7" definida por T'(@)(2)(s) = a(s)(t),
se tiene que los espacios topolégicos con este funtor cocilindro es una [ '_categoria con
producto natural y fibraciones los morfismos que verifican PLN, pues evidentemente los

morfismos finales tienen la-PLH y se verifica (I'4) (ver [B1], pag. 133).

Observacién V.2.1 Por el dual del teorema V.1.6, Top con estas fibraciones es una
C'-categoria trivial, en el sentido de que C'X = P < ¢x, (tg)x >= ¢ para todo espacio
X, y no existen aplicaciones continuas con codominio ¢, necesarias para poder definir

homotopfa.

10. Espacios Topoldgicos Punteados.

Ya se vio en el ejemplo 5 que Top* con: »
C(X,z0) = (X x I)/(X x {0}) U ({zo} x 1), Cf([(z,1)]) = [(f (=) t)}.
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k(z) = [(=, 1)],13([([(90 t),8)]) = [(z, ts)].

das es una C-categorfa.

Top® con el cocono definido en el ejemplo 5:
C'(X, .’L'o) = (X,mo)(l'o), C'f = f*.
kF(a) = o(1), (p'(@)(t)(s) = ofts),

y con las fibraciones de Hurewicz es una C'-categorfa.
11. Espacios Exteriores.

La categoria P formada por los espacios topolégicos con las aplicaciones propias no
posee, en general, limites y colimites. En particular no siempre existen push outs, y es
necesario extender esta categoria a una més amplia que la contenga como subcategoria
llena y que si los posea para poder asi definir, a través de un cilindro con producto
natural, una estructura de cono natural cuya homotopia restringida a la subcategoria
llena P coincida con la homotopia propia de los espacios topolégicos (Ver [G-]).

Dado un conjunto X con una topologia 7, una externologfa & sobre X es cualquier
subconjunto de 7 verificando:

El: Si Ey,E; € € entonces E, N E, € ¢.

E2: Si A€ 7 yexiste E€econ E C A entonces A € ¢.

(X,€,7) se denomina espacio exterior. Una aplicacién f : (X,e,7) = (X', 1) se
dird exterior cuando es continua y para todo E' € ¢/, f~1(E') € €.

Los espacios exteriores con sus aplicaciones forman la categoria E.

Definiendo I : E — E por I(X,e,7) = (X x I,exxr1,Txx1), donde I es el inter-
valo unidad con la externologia {I}, 7xxs es la topologia producto y exy; es la exter-
nologia producto: exx; = {A € rxxs [ existen E € ey E' € ¢; con E x E' C A} =
={A€rxxs [ existe E€eccon ExIC A} eIf = f x 1, con una estructura analoga
a la de los espacios topolégicos se obtiene una estructura de I-categoria con producto
natural para los espacios exteriores, y de forma andloga a lo hecho en espacios topoldgicos

se dota a la categoria E de una estructura de cono natural.

Obsérvese que ecx = {0 € 10x [ existe E € ex con CE C 0}.
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