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v Muestreo Bdsico para Ciencias Aplicadas.

§Prdélogo.

El objetivo que me propongo al publicar esta monografia bésica sobre muestreo de pobla-
ciones finitas es el de proporcionar técnicas estadisticas validas para iniciar al lector en los
principios matematicos y en los conceptos elementales usados en la practica de encuestas
o de estudios observacionales, referidos a un conjunto finito de unidades que componen la
poblacién, sobre una base muestral.

Estas técnicas constituyen una materia cuyo conocimiento es imprescindible en la
formacién estadistica general. Por un lado cuestiona una situacion cldsica de la estadistica
tradicional: la informacién por si misma carece de valor si se desconoce cémo se ha
recabado. De una muestra disponible pueden hacerse conjeturas sobre su procedencia e
incluso de qué modelo cabe suponer que es el origen de tales observaciones; estas son las
cuestiones que se plantean en la inferencia cldsica paramétrica, no paramétrica, bayesiana,
e incluso econométrica. Sin embargo tales planteamientos requieren, para su utilizaciéon
practica, la incorporacién de planteamientos subjetivos del estadistico profesional que
intenta explicar una realidad que sobrepasa los limites de su oficina material, su aula y
su propio pensamiento.

Aspectos como la economia y las finanzas, la demografia, la poblacién y sus condiciones
sociales, la industria, la energia, la alimentacidn, los servicios y el desarrollo, son entre
otros caracteristicas que deben ser conocidas con cierta precision por las autoridades
para poder corregir cualquier deficiencia o atender nuevas necesidades en su evolucién.
La teoria de muestras aporta sélidos conceptos y resultados matematicos que permiten
conocer estas caracteristicas con unas técnicas que son relativamente rapidas y econémicas
si las comparamos con un estudio similar a partir de un censo que permita observar a
todas las unidades de la poblacion.

Los requerimientos para seguir el nivel matematico y estadistico de este libro son un
curso al menos de Estadistica (que incida en la Probabilidad asi como en los operadores
Esperanza Matemdticay Varianza de una variable aleatoria), asi como unas minimas bases
Combinatoria y Matemdtica (entre cuyos contenidos incluyan los desarrollos en serie de
Taylor y el método de los multiplicadores de Lagrange).

El texto puede servir como guia en Facultades de Ciencias Matemadticas, y de Ciencias
Econémicas y Empresariales, asi como en Escuelas Universitarias de Estadistica. Sin duda
el contenido puede completar la formacion cientifica en Escuelas Técnicas Superiores de
Ingenieros Industriales, y en Ciencias de la Salud, lo que aportara una perspectiva mas
moderna en sus tradicionales formaciones estadisticas.

Quiero agradecer el interés mostrado por algunos profesores universitarios en guiarme
por estos contenidos en un principio, asi como sus desinteresadas ayudas en muchos mo-
mentos.

Espero que el interés mostrado hasta estas lineas por el lector, siga vivo a lo largo de
los capitulos en la confianza de que le proporcionaran ciencia e instrumentos utiles para
conocer hechos reales.

Mariano Ruiz Espejo
Madrid, Enero de 1996
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§Presentacion.

El muestreo de poblaciones finitas se basa en la hipétesis factica y realista de que queremos
realizar estimaciones sobre parametros, o mejor funciones paramétricas, basadas en las
observaciones posibles que podrdn obtenerse de un nimero finito de unidades o elementos
de la poblacién o universo.

Para ello se proponen estimadores concretos o funciones reales de las observaciones
tomadas en una muestra obtenida mediante un disefio que asigne una probabilidad deter-
minada de cada posible muestra de poblacién finita. La muestra siempre sera finita.

Una propiedad deseable del estimador es que sea insesgado. Ademds una medida de
dispersién del estimador viene dada por la varianza. La medida de dispersion usada para
un estimador sesgado es su "error cuadrdtico medio”.

Es muy deseable antes de poner en prictica una estrategia de muestreo, compuesta
por un disenio muestral y un estimador, estudiar su conveniencia comparandola con otras
también candidatas a ser usadas en un estudio concreto. Para ello conviene analizar
en qué estrategia se minimiza la dispersion del estimador, y por tanto sera mas preciso
que los restantes, o al menos, investigar en qué condiciones serd mds deseable si se dis-
pone de informacién auxiliar adicional a las propias observaciones, u otras caracteristicas
incorporables al disefio muestral o al propio estimador, etc.

Por ultimo, es deseable dar una estimacién de la dispersion de la estrategia usada,
haciendo uso de la informacién muestral y de informaciones disponibles por el investigador.
De este modo el estudio terminard con una estimacién concreta del pardmetro o funcién
paramétrica, acompanada por una estimacion de su dispersién.






Capitulo 1

Introduccion.

El muestreo de poblaciones finitas consiste en seleccionar una parte de una ”coleccién
finita” de unidades (llamada ”poblacién”) y seguidamente hacer inferencias sobre la co-
leccién entera basandose en las observaciones tomadas en la "parte seleccionada” (llamada
"muestra”).

La aleatorizacién surgida de modo natural es la debida al método de seleccién de
unidades en la muestra.

En nuestro modelo de muestreo suponemos que a cada unidad de la poblacién se le
asocia un nimero real "y”, desconocido y fijo, que es el valor de la "variable en estudio”
o "variable de interés”. Por ejemplo, la variable de interés puede ser la "renta familiar
anual” en la poblacién finita compuesta por "los hogares de una determinada ciudad”.

Ademas se exige al modelo la "identificabilidad” de unidades, que permitiré al es-
tadistico profesional observar cualquier muestra seleccionada de modo aleatorio. Asi, la
distribucién de un estimador dado sera algo que €l estadistico crea y controla.

Una "poblacién finita” es una coleccién de N unidades, donde el nimero entero N
cumple que 0 < N < oo y se le llama "tamaiio de la poblacién”.

La "identificabilidad” de unidades consiste en la posibilidad de acceso a cualquier
unidad si es seleccionada en la muestra aleatoria. En un caso concreto podria ser la lista
de nombres y direcciones o teléfonos si las unidades fueran personas. Las unidades de una
poblacién finita se dicen identificables si pueden ser numeradas univocamente de 1 a N,
y el mimero de cada unidad es conocido.

De este modo la "poblacién finita”, o "universo” U, de unidades identificables puede
representarse como

U=1{1,%....k...,N}.

Cada unidad numerada k tiene asociado un niimero y; cuando la caracteristica en
estudio es "y”, resultado de la medida sin error de la variable "y” en la unidad "k”. Asi
la "observacién numerada” serd el par (k,y).

El vector y = (y1,--.,yn) €s el "vector paramétrico” de la poblacién finita, donde las
unidades k de 1 a IV estédn localizadas por su posicién en el parametro o vector y.

El ”espacio paramétrico”, donde puede variar el vector y = (y1, ¥z, - -+, Yn), Puede ser

RV (siy; e R,y €R, ..., yn € R),RY (siy, € Ry, y, €Ry, ..., yn € Ry, 6 {0, 1}V
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(s1 yx puede tomar el valor 0, si la unidad k no posee cierta cualidad, 6 1, si la unidad
k-ésima posce la cualidad; siendo & = 1,2,...,6 N).

Una funcidn real definida en el espacio paramétrico se llama "funcién paramétrica”.
La inferencia en poblaciones finitas se centra en una funcién paramétrica especificada, y
a veces sobre el propio parametro y.

Dos funciones paramétricas importantes son la "media poblacional”

y la "varianza poblacional”

N 2
Z(yk*@
7 k=l
N

O =
donde aparece ¥ delinida previamente como media poblacional.

i

Llamamos "muestra ordenada” a la secuencia s — (/cl, S k”(s)) tal que k; € U es la
unidad situada en el :-ésimo lugar de la secuencia. El ”tamano muestral” es n (s), que
puede ser mayor que N si aparecen elementos o unidades repetidos. Se llama muestra
ordenada porque la secuencia conserva el orden de seleccion de unidades por un procedi-
miento determinado. Notaremos

S = {s : s es muestra ordenada}.

Asi, por ejemplo, si U = {1,2,3}, una muestra ordenada puede ser s; = (1,2) 6
s =(3,1) 653 =(2,2) 684 =(1,3,2,1).

Se llama "tamano muestral efectivo” de una secuencia s al nimero de componentes
distintas que tiene, y se denota v (s). Asi, en el ejemplo v (s,) =1 (sy) =2, v(s3) =1y
v(sq) = 3.

Dada la secuencia s, podemos construir el conjunto

s = {k: k es componente de s}

y entonces v (s) = card(s), donde card(A) es el nimero de elementos del conjunto A;
como s es un conjunto contenido en U/, podemos calcular su ntmero de elementos en s,
que serd card(s).

Llamamos "muestra no ordenada” a todo conjunto s no vacio, con s C U. Sea S el
conjunto de muestras no ordenadas (no vacias)

S={s:0#£sCcU}=plU)-{0}

con card(S) = 2V -1, pues si card(A) = N se demuestra mateméaticamente que card(p(A))
= 2N siendo p(A) el conjunto cuyos elementos son todos los posibles subconjuntos de
A incluyendo el conjunto . Asi, por ejemplo, si {/ = {1,2}, & = {{1},{2},{1,2}} ¥



card(S) = 22 — 1 = 3 es el mimero de muestras no ordenadas no vacfas. Se llama ”mues-
tra no ordenada” porque no influye el orden de seleccién de las componentes en el conjunto
s, asi como la multiplicidad de unidades en la muestra.

Ahora el "tamafio muestral efectivo” sera v(s) = card(s).

Hemos denotado a la muestra s 6 s por la inicial de "sample” que significa muestra en
inglés.

Se llama "funcién de reduccion” a la aplicacién r: S — S tal que

7(s) = {k € U: k es componente de s} = s

es decir r elimina el orden y la multiplicidad de unidades en la muestra ordenada s,
transforméndola en una muestra no ordenada s.

Por ejemplo, si s = (1, 1,2) entonces r(s) = s = {1,2}.

Un ”disefio muestral” es una funcién de probabilidad definida sobre S 6 §. Un ”disefio
muestral ordenado” es una funcién p : S — [0, 1] tal que p(s) > 0 para toda s € S, y

Z p(s) = 1.
seS

Un "disefio muestral no ordenado” es una funcién p: § — [0, 1] tal que p(s) > 0 para
todase S,y

dop(s)=1

SES

El disefio muestral puede introducirse a partir de un disenio ordenado p(s), correspon-
diendo

p(s)= > p(s)
ser1(s)

siendo r71(s) = {s € S:7(s) = s} C S el conjunto de muestras ordenadas, s, tales que
r(s) = s. También p(s) se puede postular como punto de partida. Por ejemplo, si
s = {1,2}, r~!(s) contiene las siguientes muestras ordenadas: (1,2), (1,1,2), (1,2,1),
(2,1,1), (1,2,2), (2,1,2), (2,2,1), etc.

Se define "probabilidad de inclusién” 7y, de la unidad & € U en la muestra aleatoria s
68, a

me=y_ p(s)= D p(s)
SeSy SESK
donde Sy = {s : k € s} y S = {s: k € s}, es decir m;, es la suma de las probabilidades de
las muestras, ordenadas o no, que tengan como componente la unidad k € U.
La "probabilidad de inclusién de 22 orden” my,, de las unidades k y m en la muestra
s

Mem — Z P(S)Z Z p(s)

S€eSk, SESkm
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donde Sy, = {s : kym € s} y S = {5 : k,n € s}, Iin esle caso se suman las
probabilidades de las muestras que tengan como componentes las unidades & € Uy
me l.

Del mismo modo se obtienen las probabilidades de inclusion de érdenes superiores.

Un disefio ordenado p se llama "disefio de tamaio fijo” igual a n si el nimero de
componentes de s, n(s), es constante para toda s € S tal que p(s) > 0, y lo denotaremos
TF(n). Un disefio ordenado (o no ordenado) se llama "disefio de tamaiio efectivo fijo”
e igual a v, si el tamano muestral efectivo v(s) (6 v(s)) es constante para toda s € S
(s € 8) tal que p(s) > 0 (p(s) > 0) y lo denotaremos TEF(v) donde

v=3 v(s)p(s) =D v(s)p(s)

SeS sES

es el tamaifio muestral efectivo esperado.

Ejemplo 1.1 Sea U = {1,2,3,4,5} y tenemos por diseiio no ordenado el siguiente
1
p({L2) =1
i 1
])({334,5}) - g
1
P({374}) = §

Asi v ({1,2}) = 2, v({3,4,5}) = 3, v ({3,4}) = 2 mientras que el tamafio muestral
efectivo esperado es

17

pootial iy
=" S e i — .
veigtagtiy =g

En este caso,

m=p({1,2)) = 5

1 1 2
o= p({1,2}) + p({2,4}) = 3 -+ 3= 3
T'ambién
1
My = My = 3
Y
2
T4 3

ademas tenemos por ejemplo que

Tia = 0, Mo 4 = o ebe.



Ejemplo 1.2 Si tenemos la poblacion U = {1,2,3,4,5,6,7} y el diserio ordenado
p(1,1,2) =
p(3,2,5) =
p(4,6,7) =
p(6,2,5) =

p(7,1,7) =

U = Gl ot = O

Ahora v (1,1,2) =2=v(7,1,7),v(3,2,5) = v (4,6,7) = v (6,2,5) = 3.
También

1

g+3‘ +3:

ot =

v=2 1+3
V= 5 .
2

W7:P(4a677)+1’(771,7):g

3
Up) :p(171v2)+p(3’2»5)+p(6’2u5): g

my7 =10
e —
47 = ¥

2
7r25:5

etc.

§1.1 Algunos resultados basicos.

Como medida de dispersién de los estimadores en el muestreo, se suele utilizar la varianza
del estimador, que no es sino una cantidad positiva.
Veamos alguna propiedad que justifica su uso:

Lema 1.1 Si ¢ y 17 son variables aleatorias cualesquiera tal que E(€%) y E(n?) existen,

entonces

|E(&n)| </ E(E*)E(@?)
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(Desigualdad de Schwarz)
Demostracién.- Sea 7y = (€ — An)? una variable aleatoria con A € R.

E(n) =B )] = E (€) - 22E (¢n) + N*E (n?) .
Como 7y > 0 implica que E (7)) > 0 para todo A € R, y esto a su vez implica que
I7 (ry) tiene a lo sumo una raiz en A, por lo que el discriminante es negativo o cero:
1[BEn)* — 4B (&) E (r*) <0

por lo que podemos concluir que

|E(&n)| <y E(E?) £ (n?).

Teorema 1.1 Sea £ una variable aleatoria cualquiera, entonces

ElE = BN <y V(

Demostracion.-

{Elle - B} = E*(I6- E©I-1) < E[(1 - EEQ))] - B1?) = V(¢)

haciendo uso del Lema previo ¢ de la desigualdad de Jensen (ver Mood et al, 1974).

Asi la desviacion absoluta media esta acotada por la desviacién tipica o raiz cua-
drada de la varianza de la variable aleatoria. Aunque la desviacion absoluta media de
un estimador es su medida de dispersién mas natural y deseable, respecto a su esperanza
matematica, tiene la desventaja de que no es facilmente utilizable en el desarrollo mate-
matico. Esto no ocurre con la varianza del estimador, que una vez calculada o estimada
sabemos que su desviacion bipica acota superiormente a la desviacion absoluta media.

Una medida del error de un estimador, t, respecto a su pardmetro o funcién para-
métrica, 8, a estimar, es su error cuadritico medio, que coincide con su varianza mas su
sesgo al cuadrado.

BCM(t) = B[t - 0] = B{lt - BQ) + B() - 0} =
= E{[t - EQ)I" + [EQ) - 0 + 2[t - EQ)[E() - 8]} =

= E{[t- BQP}+ E{(B@) — 07} +0= V() + BY1),
siendo B(t) = F(t) — 0 el sesgo (bias en inglés) de . Basta indicar que

E{2[t— B [E() ~ 0} = 2[B(t) — 0] - B[t — F(£)] = 2[F(t) — 0] - 0 = 0.



Capitulo 2

Muestreo aleatorio simple con
reemplazamiento (masr)

§2.1 Diseno masr.

Es aquel disefio ordenado p sobre S tal que asigna una probabilidad p(s) = § para cada
secuencia de tamafio muestral n(s) = n, y p(s) = 0 para las restantes secuencias.

Otra caracterizacién de éste mismo disefio seria la seleccion de una bola de una urna
conteniendo N bolas, numeradas del 1 al N. Una vez extraida una bola, se anota en la
primera componente de la secuencia y seguidamente se reincorpora la bola extraida a la
urna, de modo que en la segunda extraccién pueda seleccionarse con igual probabilidad
cualquier unidad de la 1 a la N, independientemente de la primera extraccién.

Repitiendo este proceso se selecciona una secuencia de tamaio muestral n, con 0 < n.

Con este disefio ordenado, las distribuciones marginales de la secuencia son iguales e
independientes entre si.

Ademds es un disefio, pues

1
p(s) = ke 0

para toda s € S tal que n(s) =n, y

p(s)=0
para toda muestra ordenada s restante, y

1 1
Z w o N" n 1’
fer N N

pues existen N™ muestras ordenadas s en S de tamaifio fijo n (TEF(n)).
Las probabilidades de inclusién seran

para toda k€ U,y
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. 1\" 2\

para todas k # m € U, ya que
k B (1 1>'l
P( ¢S)_ _N

implica que

nk:p(kEs)=1—P(k¢s):1_(1_%)"

utilizando que si A es un suceso p(A) = 1 — p(A), siendo A el suceso complementario de
A. También si k ¢ s equivale a que s = (ky,k,,...,k,) verifica que k; # k para todo
1=1,2,...,n, cuya probabilidad es

plk¢s)= Hp (ki # k) = H%:(u%)

1=1

Por otro lado, si k # m € U tenemos por la propiedad p(A U B) = p(A) + p(B) —
p(AN B), siendo Ay B dos sucesos cualesquiera, ahora

p(kémés)=pk¢s)+p(mé¢s)—plkym¢s)=

(1 B 4 (oA = (- 2) (- 2 (-2

luego

7rkm:p(kymes)=1—p(k6m¢s):1—2(1—%)n+<1—N)".

§2.2 Estimacion de la media poblacional.

La media muestral (siendo j; la unidad de la poblacién U seleccionada en i—ésimo lugar,
t=1,2,...,n)es

(tomdndose n sumandos, n = n(s)) y es insesgada para estimar la media poblacional

Z vi

IEU
siendo s = (yj1 s Wizr e s yjn) la secuencia obtenida por disefio masr, es decir el subindice
Ji indica la unidad seleccionada en i-ésimo lugar, y por ello no tiene por qué coincidir con
J cada una. En efecto, la esperanza matemadtica de g es



-5 {i ) - (5)-

1ES 1€S
1

= %E (iyj..) ZE (i) = —nv=7

» ”

por distribuirse idénticamente y;; a la variable en la poblacién finita.

La varianza sera
_ 12 1 i
V(@s) =V, 2] = a2V | v
=1 =1

y por ser independientes los sumandos en la ultima expresién queda

2

1 o
2 —_ —
=) Z 4 (y,,) i -
Ademads con disefio masr, la cuasivarianza muestral

sgznil’i;(yj.-—ys)z

es un estimador insesgado de la varianza poblacional o2, pues

B(#) = B |3 (- )]

y sumando y restando ¥ dentro del paréntesis,

E(s?) = E(y,. 7+ y—ys)z]

que desarrollando el cuadrado de dos sumandos (yj., — '37) e (V—79s),

E(s*) = n—E [E (v, -7) +n@-7s)" + 2; (v —79) @ - ys)]

y por las propiedades de la esperanza matematica FE,

E(s?) = 1 {na2+n%2 +2E [(y_ys)f: (v _g)]}’

n—1 i=1

pero como

tenemos
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2
2 9.7 | _ _ 2 _
— [(n +1)o* —2n n] . (n—-1oc°=0

pues

o
V(ys) = —
sera
2
. S
V(ys) = —

puesto que E (s%) = 0?, deduciéndose que
. s? 1 1
EVE)| =E(=)=2E(s*) = =c* =V (7).

§2.3 Estimacion del total poblacional.

La funcién paramétrica "total poblacional” es

N
T=Ny=) y
i=1
Un estimador insesgado del total poblacional es Nyg. En efecto,
E(Nys)=NE(ys) = Ny="T
y su varlanza es
o?
V(Nys) = NV (Us) = NQ;,

por lo que un estimador insesgado de V (Nyg) es

puesto que [ (s?) = o2, y de aqui

E[V (Nys)] = M (s2) = —IZ-UZ =V (N7s).

n
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§2.4 Estimacién de la proporcién poblacional.

La proporcién poblacional es un caso particular de la media poblacional, cuando la variable
de interés toma valor 1 6 0 segin posea o no una cualidad en una unidad concreta; por
ejemplo, tener sexo vardn o no, si la poblacién es de personas. La proporcién poblacional
serd

1

P:]—\fi

M=

Yi
1

con

| 1silaunidad ¢ posee cierta cualidad
Y%= 0si la unidad i no posee cierta cualidad;

el estimador insesgado propuesto es

llamado ”proporcion muestral”, que verifica
s 9

E(p)=E@s)=y="F

2

siendo Q = 1 — P, ya que como 02 = a, — a? y si y, toma sélo los valores 1 6 0, y? = y;

por lo que

1
R
(yl_y) _N{

M=

UL )
azzﬁ y?—5°=P - P*= P(1 - P) = PQ.

1 1

El estimador insesgado de PQ = o? serd ahora la cuasivarianza muestral

n
32 =

n—lpq

siendo ¢ = 1 — p, y por tanto un estimador de V(p) insesgado sera
ooy S pq
V(p)=—=——.
()= — =3

Basta observar que pq es la ”"varianza muestral”,
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§2.5  Tamano de la muestra.

. Qué tamano muestral n es necesario para alcanzar un error maximo de muestreo ”e” con
la probabilidad "1 — «” (llamado nivel de confianza, y siendo a el nivel de significacion)?

Por la desigualdad de Chebycheff

Vi(y
P“ys*yl<ﬁ]21—%:l~a.
Luego
V) _
et ne?
que implica
n=—.

Como o? (varianza poblacional) es desconocida, puede ser estimada por s? (cuasi-
varianza muestral) mediante una muestra piloto o previa al estudio. Asi, n = O(Lzy es el
tamafo muestral aproximado para obtener un error de muestreo ”e¢” con una probabilidad
superior a "1 — o”, mediante la estimacién anticipada de la varianza poblacional ¢ por
una muestra piloto.

Sin embargo, al tratarse este disefio "masr” de un muesireo cuyas observaciones son
idénticas a la poblacién e independientes entre si, podemos utilizar el Teorema Central
del Limite y obtener otros tamafios muestrales siendo éstos suficientementes grandes.

Asi tenemos que

n
nPs = ) Ys,

i=1

con

L (ngs) = ny

2
V (nyg) = n? 2 = no.
n

Por tanto, tipificando la variable aleatoria nyyg,

nijg — Ny
" = N(0,1)

no?
es la distribucién aproximada cuando 7 es grande (mayor que 35 segin algunos autores).
Luego al nivel de conlianza | — ¢, tenemos A, tomada de las tablas de la distribucién
normal (0,1)
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que implica

es decir

I W)
Iys—y|<\/ﬁ

por lo que en funcién del error maximo de muestreo ”e”, tenemos

=xe)

2 2
No
0= 2

€

Como o? es desconocida podemos estimarla por s, y obtendremos una estimacién de
n, que sera

2 2
Als
2

n=
€

verificando E(n) = n, por ser E(s?) = o, teniendo asi un estimador insesgado del tamario
muestral.

Ejercicio 2.1 Disponemos de una poblacién finita de tamario N = 5 y queremos estimar
la media poblacional con diserio masr de tamario n = 3. Proponer un estimador insesgado
de la media poblacional, calcular la estimacidn y dar una estimacidn insesgada de su
vartanza, en estos casos:

a) Suponiendo que la muestra es s = (1,2,2) ey, =4 e y, = 8.
b) Suponiendo que la muestra es s’ = (1,3,2) con y3 = 6.
Resolucion.

a) El estimador serd §g. La estimacién de la media poblacional sera

— _Witytys 44848 20
Ys = 3 = 3 =3

La estimacion insesgada de la varianza es

donde

Luego
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w5
Vigs) =5 =5
b)
_ tnityatys 44648
Yst = = - =6
3 3
y

1
2 _ 2 [y2 2] _
S —2[2 +0+2]—4
por lo que

~ 4
V(ysl) = 3‘

Ejercicio 2.2 A partir del problema anterior, jcudl muestra es mds precisa para estimar
la media poblacional?

Respuesta.

Ambas muestras son resultados o concreciones del mismo disefio masr. No puede
afirmarse que una muestra sea mas precisa que otra, ya que la precisién es la inversa
de la varianza del estimador, y esta varianza es comun a ambas muestras que son casos
particulares del mismo diseno.

La pregunta admitirfa respuesta si conociéramos la media poblacional, F, comparando
las desviaciones |gg — ¥| € |ysr — |-

A la menor desviacién le corresponderia la mayor precision. Pero como la media
poblacional es desconocida, no podemos compararlas.

Ejercicio 2.3 Suponemos que tenemos una poblacion de tamano N = 1000 y queremos
estimar la media poblacional con un error mdzimo de muestreo e = 2 y con la probabilidad
I —a = 0,95, ;Qué tamario muestral debe tener lu muestra para que el diseno masr
vertfigue tales condiciones? (Suponemos que hemos estimado la varianza poblacional por
7 a partir de una muestra piloto).

Resolucion.

Aplicando la desigualdad de Chebycheft,

~2
o . 7
n = = — = 35.
a-e? 0.05-4
Aceptando la hipdtesis de normalidad en la distribucién de gg, a = 0,05 implica

Ao = 1,96 (mirando en las tablas de la distribucion normal de parametros 0 y 1). Asi,

MLt 19677
e = 6.7,
" el 4

Luego n =17,



Nota aclaratoria. Recordar que ¢l nimero de permutaciones con repeticion de N
elementos tomados de n en n, ¢s N™.

Si U = {1,2,3}, por tanto N = 3, y el tamano muestral ¢s n = 2, tendremos las
sigulentes muestras ordenadas o secuencias con disefio masr:

Nimero de secuencias = N® = 32 = 9. La distribucién conjunta sera:

Marginal de la

12 Componente \ Marginal de la
\ 22 Componente [ 1 2 3 | 12 Componente
) 11 1 1
9 9 9 3
5 1 1 1 1
9 9 9 3
3 1 1 1 1
9 9 9 3
1 1 1
3 3 3

22 Componente

Observar que las funciones de cuantia marginales de las dos componentes son inde-
pendientes e idénticamente distribuidas.

Ejercicio 2.4 Se desea estimar la renta total mensual de un colectivo de 186 trabajadores
de una planta industrial. A este efecto se selecciona una muestra aleatoria simple con
reemplazamiento de tamario 20, resultando una media muestral de 158.000 pts. y una
cuasivarianza de 4 - 10® pts. al cuadrado. Proponer un estimador insesgado de la renta
total asi como un estimador insesgado de su varianza.

Resolucion.

In este problema el tamanio de la poblacion es el nimero de trabajadores de la planta
industrial, es decir N = 186. El tamafio muestral es el nimero de trabajadores seleccio-
nados en la muestra, es decir n = 20. Ademds la renta media de los trabajadores de la
muestra es Jg = 158.000 pts. y la cuasivarianza muestral es s* = 4-10® pts. al cuadrado.

El estimador insesgado de la renta total de los 186 trabajadores es

Nyg = 186 - 158.000 = 29.388.000 pts.

Por otro lado, un estimador un estimador insesgado dc la varianza del estimador N7jg,

V (Nys)v €5

_ N? 1862
V (Nys) = 732 St 10% = 6.919,2 - 10%(pts)™.
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Ejercicio 2.5 Se quiere conocer una medida de la proporcion de productos que superan
la calidad necesaria para cierto mercado, de entre los 3000 productos terminados. Con
diserio masr de tamario 100 se controla la calidad de los productos identificados por su
nimero de control, resultando una proporcion del 4% de defectuosos, es decir p = 0,04.
Estimar sin sesgo la varianza del estimador p.

Resolucion.

El tamaiio poblacional es 3000, el tamafio muestral es n = 100. La proporcién de
defectuosos en la muestra, es p = 0,04 = 135, por lo que la proporcién de no defectuosos
esg=1—-p=0,96. El estimador pedido resulta ser:

. p@_0,04:0,96 ~
V(p)= =1 =~"gg— ~0,00387

Observar que el dato N = 3000 no ha sido necesario utilizarlo para la cuestiéon plan-
teada. Este dato serfa necesario, por ejemplo, para estimar el total de productos que
superan la caglidad necesaria:

Np =3000-0,04 =120

pero este estimador insesgado no se ha pedido.



Capitulo 3

Muestreo aleatorio simple sin
reemplazamiento (mas)

§3.1 Diseno mas

Es también conocido como "muestreo irrestrictamente aleatorio” 6 "muestreo aleatorio
sin reemplazamiento con probabilidades iguales”.

Suponemos que disponemos de una poblacién U de tamafio N, U = {1,2, ... ,N }
donde tenemos identificados, por su nimero de orden desde 1 hasta N en la poblacién, a
las unidades que la componen.

El "mas” es un disefio o distribucién de probabilidad definida sobre las posibles mues-
tras o subconjuntos no vacios de la poblacién U, denotadas por s (del inglés ”sam-
ple”=muestra), de cierto tamaio fijado n, con 0 < n < N,

El nimero de muestras—conjunto de tamafio n que podemos disponer es

NY N!
(n) (N —n)n!

Este disefio basico entre las técnicas de muestreo recibe el nombre de ”sin reemplaza-
miento con probabilidades iguales” pues si tuvieramos una urna que contuviera N bolas

para el disefio mas.

., N . 2
numeradas del 1 al NV, la seleccién de una muestra s entre las posibles, se podra re-
n

alizar extrayendo una primera bola de la urna y anotarfamos su niimero como componente
de Ja muestra no ordenada o conjunto no vacio s; seguidamente no reincorporariamos a
la urna la bola ya seleccionada con lo cual la urna preparada para la segunda extrac-
cién tendria N — 1 bolas del 1 al N faltando la bola ya extraida y por tanto su mimero
identificativo no se podra seleccionar en adelante. La segunda extraccién selecciona una
segunda bola que tampoco se reintegrara a la urna y por tanto ya no se repetird en las
siguientes extracciones de la misma urna. Asi actuariamos hasta seleccionar n unidades
(0 <n < N) ordenadamente.

De este modo obtendriamos una secuencia o vector n-dimensional s que tendrd como
probabilidad de seleccién (usando el teorema de producto con sucesos dependientes)

17
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1
Pl&)=§ F-1 N-n+tl _ N
(N —n)!
Ahora bien, como las muestras—conjunto s de tamafio n esta compuesta por tantas

muestras—vector s como permutaciones de n elementos o unidades distintas, obtendr{amos
que la probabilidad de seleccionar al azar una muestra—conjunto s sera

=nlp(s) = n! ! = !
p(s) = nlp(s) }ngﬁ <Z>

es decir para cada muestra-conjunto de tamafio n, su probabilidad de ser obtenida es la

misma e igual a N Evidentemente la probabilidad total serd 1, es decir
(>

o=y

donde S = {s C U : card(s) = n} es el conjunto de muestras no ordenadas con probabili-
dad positiva.

La probabilidad de inclusién de la unidad 1 (1 <7 < N) en la muestra-conjunto s es
(utilizando la regla de Laplace al ser equiprobables las muestras de S)

N-1 (N =1)!
, casos favorables (n = 1) (n — L)I(N —n)!
GRS casos posibles - N - N! -
< ) nl(N —n)!

n
N
n

para el disefio mas. La probabilidad de inclusién de las unidades i y j (¢ # j) en la

muestra es
(N-Z) (N —2)!
) n-2) (n-2(N-n) n(n-1)

T, =p,5€s) =

N N N(N —1)
( ) nl(N — n)!

n

Anglogamente se obtienen las probabilidades de inclusién de érdenes superiores.

§3.2 Estimacién de la media poblacional.

La media muestral es

ol
ys_gzyi

1€s
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siendo s la muestra—conjunto de tamano n seleccionada, e y; la variable de intcrés en

la unidad ¢ € s; este estimador §, con disefio mas es insesgado para estimar la media
poblacional

k[

-w L

La demostracion es la siguiente,

E(g) =>_7.p(s) = Z%(y.-. + i, +---+y;n)ﬁ
SES s€S

y sumando tantas veces y; como muestras s contengan la unidad 7

Z —yicard ({s : i € s}) (;

IEU N
n

siendo

card ({s:1 € s}) = (N_1>

n—1

el numero de muestras aludido

E(g,) Zm( iR
(NV-1)!

=y ”_—_1)[\([{\’— ¥ o =T
nI(N —n)! *

Otra demostracién es la siguiente. Llamando j; a la unidad de U que es seleccionada
en la muestra s con el orden 7 (1 <31 < n)

B@) = £(;3n) =3 2B () = n8 (5,) =7

con 1 <1 < n. Para justificar que £ (y]-i) =7, tenemos

(yJ-) 2 uip (s

se8S

=Y yi—— card ({s : 7 sca la k — ésima componente de s}) =

el —
(N - n)!
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1 o 2 o .
= ZyiTca‘rd({s 8= (]h]Za'"’Z :ka"'a]n)})
ev __°
(N —n)!

siendo i = j, una unidad fijada y las restantes no fijadas, y como

card({s:s:(jl,jz,...,i:jk,...,jn)}):

:(N—l)(N—‘z)---(N—Ic—H)-l-(N—k)---(N—n—H):H

pues (N — 1) es el nimero de unidades diferentes de ¢ = ji que pueden ocupar el primer
Jugar de la secuencia s, (N —2) es el nimero de unidades diferentes de j; y j que pueden
ocupar el segundo lugar en la secuencia s, etc. siendo 1 el factor k~ésimo por ser 1= gk
la dnica unidad que ocupa el lugar k—-ésimo de s. Por todo ello,

1 —-1)! 1
(JJ-) Zyz N1 ((Nf‘i)' Nzyz*y

ev el
(N —-n)!

La varianza de la media muestral §, bajo disefio mas es

Vi) =t (3.1)

n

es la cuasivarianza poblacional. La demostracion es la siguiente.

-Gz P{lzo-l}-

e {niz {Z(yrﬂ)” b (yi—y)(yj—y)]} =
€9 i#£j€s

S (i — D — J)] (3.2)

BET S

i€s i#j€s
1 , nrn-1),] o (n-1o* N-1-(n—-1) ,
= — |\no" — ———O0 e — — =
n? N -1 n  n(N-1) (N —1)

_N—na2 N-n §°
T N—-1n N n’

Veamos ahora el paso 3.2,

B[S 77| = S - o) =

Li€s
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el ieU

=Y (i—y) card({s:ies})p(s) =Y (v —7)° (f:f)(—;\(j *

(N —1)!
= I_%:U(ye -7’ -(n——*w = n-llvi%:}(yi -9 = no?,
al(N —n)!
y también
E[Z( —J(yj—y} Z; - () =
i#£JE €S i#£j€s
= ‘;U(yi - 9)(y; —g)card({s:i,5 € s})p(s) =
- (N—=2\ 1
#]ZG:U(yi -9y — ) (n B 2) (_Nj = (3.3)
(N = 2)!
2m_ n(n—1) ” n(n—l) Y
Ay it 7 Ll (s
nl(N —n)!

La igualdad 3.3 se obtiene asi. Como

d(yi—-9)=0
ey
esto implica que
2
[Z (vi — ?)] =0
€U
de aqui obtenemos
w0+ 2 ~7)=0
iclU 1#JeU

de donde

S (i~ Py —7) = ~(N-1)§* = =No*.

i#jeU
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§3.3 Estimacion del total poblacional.

El total poblacional de una variable de interés ”y” es
el

Un estimador insesgado del total es T' = N7, pues

E(T) = E(Ny,) = NE(g,)=Ny="T

y su varianza es

= N—-n §? 52
v (T) =V (Ng,) = N*V (g,) = N? =N -n)

§3.4 Estimacién de la proporcién poblacional.

Basta ver que la proporcién poblacional P es la media poblacional de una variable de
interés que puede tomar valor 0 6 1 segin no tenga o si una cualidad,

M=
=

P =

donde
0 cuando no tiene la cualidad la unidad 2
Y = , . . .
i 1 cuando si tiene la cualidad la unidad 7.
El estimador proporcién muestral p es un caso particular de media muestral,
pN7

1€s
n

p =
y por tanto E(p) = P, y ademds su varianza se puede obtener teniendo en cuenta ahora

de o = P(1 — P) = PQ por lo que siendo Q = 1 — P, de la férmula 3.1

N—n PQ

V(ﬁ):N—l n

§3.5 Estimacion de la varianza de la media muestral.
La varianza de la media muestral con disefio mas, hemos visto que es

N—-n S?
V(7,) = N
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donde n y N son conocidos y S* es la cuasivarianza poblacional que no es conocida y
por tanto, al ser una funcién paramétrica, seria posible ser estimada inscsgadamente. En
efecto, la cuasivarianza muestral

% 1

st = E(yifysy

n—liEs

es un estimador insesgado de S? bajo discfio mas.

E(SZ)Z——IE[Z( ~7,) ]—n_l

€G3

22 (% —7.)" p(s)

SES €3

y sumando y restando 7

E(s) =

—9) + @ - T p(s) =

sGS lEs

{ZZ ) Y G-T) 2y - (T y)] p(s) =

SES i€s SES 1Es SES i€Es

= [Z (y; — 5)* (card{s : i € s}) p(s) + V (y,) card ({z : 7 € s}) +

n-1 |
+23 (- 7) 2 (w —?)p(S)] ,
SES i€s
siendo card ({z : ¢ € s}) = n, pero como
2 (-9 =nF-7),
i€s

tenemos

n—1 =

B(s) = —— | S -9 <]:__11>(—;{) +aV (3,) -

-2y (7, - y)"’p(s)] =

SES
(N = 1)
1 n— 1IN - =
=L v e =l 4y ) - 20y )| =
nl(N — )l
B 1 5 . n s N-—n ol
*”_1[71,(7 nv(yS)]_n—l[ N -1 ?}
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_ no? ) N-n |

T -1 (N—=1)n|

_ no? Nn—n—N—}—n_
T n-1 Nn —n -

no? N n—l_ No? _ ¢
n—1n N—-1 N-1_ "~

Por tanto, un estimador insesgado de la varianza de la media muestral con disefio mas
sera

En el caso del estimador del total T = N7, la varianza estimada insesgadaimente es
= S s
V(T)=V(Ng,) = N(N - n)—.

2
. e 3 ?10
Al estimar la proporcién poblacional, como s? = -

m siendo s* la cuasivarianza
"—

; npq
muestral y o? la varianza muestral, s* =

=1 donde p es la proporcién muestral y

g = 1 — p. Entonces el estimador insesgado de la varianza de la proporcién muestral es,
bajo disefio mas de TEI(n),

- npq
N—1132_N—rzS2 N—n 2_N—nn_1_ N-—n
N-1n N n -

n N(n—l)pq’

V() =

§3.6 Tamano de la muestra.

(Cudl es el tamano muestral "n” necesario para alcanzar un error maximo de muestreo
7e” con la probabilidad "1 — a”?

Por la desigualdad de Chebycheff,

i
PllT, T <210y g
ya que no es conocida la distribucion del estadistico y,. Entonces
_ V@) _ (N-n)e*  No*
GE T T (N —-Dn  eX(N-1)n

0.1

e}(N—1)

de donde

que implica, despejando n,
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No?
eX(N — 1) 1 1 52
e == = = .4
b B ot ae’(N —1) - 1 ae? o 1 . S* (34)
“taEN-D No? N TN TR

donde N es conocido, S* puede ser estimado insesgadamente por s,y "a” y "e” vienen

dados por el "nivel de confianza” y la "precisién” respectivamente, solicitados.
2

Si N es suficientemente grande, n,, = —. Entonces, dividiendo numerador y deno-
ae

minador por (ae?) en la f6rmula 3.4,

Neg
n= nm<n<x>
il

Obligando a que n,, — n < 1, para obtener el valor de n a partir del cual no se debe
seguir obteniendo unidades muestrales, tenemos

Neo 1
Moo — N =Ny, — e =N |1 — o =
] S =4 S
TN TN
N N+4ng,—N nt,
=N |1l =——] =N = <1
N+ ng, N 4 ng N +ng,
verificandose si y s6lo si
nZ < N 4ng
que implica
N2~ Ny = Neo (Moo — 1) < N
52
es decir, si n,, = — verifica que ny(ne, — 1) < N, tomaremos como tamafio muestral

e

n = ng, y en otro caso, de la férmula 3.4

52

—,
24 Y

ae’ + N

n—=—

En el caso de estimacion del total poblacional N7, el tamano de la muestra n para

un error maximo "e” y un nivel de confianza "1 — o”, tenemos que por la desigualdad de

Chebychef,

V(Nw
P[lNys_Ny|<€]21~(7T"):1*

a2

de donde
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V (N7, N(N —n)— - - NS?
T e e? e?
luego
[V252
ael = —— - N§*
n
que implica
: NES?
ae + NS* =
n
es decir, despejando n,
N%§? S?
T a? + NS&T T ad? ST
ER

Iin el caso particular de la proporcion muestral  como estimador insesgado de la
proporcién poblacional P, el tamafio muestral n para un error maximo "e” y un nivel de

conflanza "1 — ", tendremos al aplicar en este caso la desigualdad de Chebycheff

V(5
P[[ﬁ—P|<e]Zl—¥:l—
por lo que
N—-n PQ PQ N PQ
V) N1 n _ (N—=1n N-1
&Y = = — —_— = o —
e’ e? g2
que implica
N rqQ

e’ = PQ

(N-1n N-1

o bien

., 0 PQN
e =
CTNZT T (N=-1m

es decir, despejando n,

P
N—1

Cuando N es suficientemente grande, n, = —; de donde dividiendo numerador y
ae
denominador por ac?,



(8%
-~1

N L4 1 )
_ HOG_NHl _noo( —N—l

i = 7l

Moy oo
VY3 S
y entonces no, — n < 1 sty s6lo si
l—}——l
_ P L W =
Ny — N =Ny | 1 eiw=Cro
N -1
N
y __N-1 | et
=n, |1 e —noo(l N—I+nm><l
N-1

o bien,
N—1+n,—-NY _ ( Moo — 1 ><1
oo N—1+4n, Tl \N -1 + Moo

Noo (oo — 1) < N — 1 4 1y,

que equivale a que

o también, si

Neo (Mo —2) < N — 1

tomamos n,, como tamaiio muestral, mientras que si

Moo (Moo — 2) 2 N —1

tomaremos n, dado en la férmula 3.5, como tamano muestral,

3.6.1 Tamafio muestral con hipdtesis de normalidad.

Al estimar una proporcién P con disefio mas, es usual en la prictica suponer que el
estimador § se distribuye de modo normal con pardmetros P como media y4/V/(p) como
desviacidn tipica.

En este caso si N es inferior o igual a 100.000 unidades, con muestreo aleatorio simple
sin reemplazamiento, el tamano muestral n para los niveles de confianza 1 — a; = 0.955
(Aey = 2) 61—y = 0997 (X,, = 3), se recoge en la formula general para un error
maximo de muestreo ¢,

A\ PQN
AN 1)+ X2 PQ
pU

de modo que si P = ) = 1 se hace maximo PQ, y en cualquier caso podrd acotarse

n =

superiormente -1
superiormente P por 5.
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Si N es superior a 100.000 los disefios mas y masr son muy aproximados, y el tamano
muestral n con hipétesis de normalidad para p como estimador de P, para un error de
muestreo "e” (y A,, =26 A,, =3) vendra dado por la férmula

AaPQ

2 k)

e

) 1
y acotando P@ < 7 tenemos

22
< =,
"= e
Sin embargo, aunque sea muy habitual hacer esta hipdtesis de normalidad existen
criticas sobre su uso con disefio mas (ver Plane y Gordon, 1982).

§3.7 Comparacion de precisiones dadas por masr y mas.

Usualmente se define precisién de un estimador como el inverso de la varianza del esti-
mador. Como tenemos

o? N—-n o

V (masr, yg) = oY V (mas,g,) = No1

sin > 1, tenemos a su vez que V(masr, Jg) > V(mas,y,) para el mismo tamano muestral
n, por lo que es mas precisa la estrategia (mas, §,) que (masr, ¥g).

Sin embargo, al poder tener unidades repetidas en la muestra ordenada s obtenida por
el disefio masr, puede ser mds econdmica la obtencién de datos pues pueden imputarse
directamente, a partir de la primera observacién de una unidad, en la segunda o sucesivas
apariciones en la muestra ordenada o secuencia.

Ejercicio 3.1 Dada una poblacidn finita de tamanio N = 2000, se toma una muestra de
tamano n = 20 por diserio mas, de modo que la media muesiral es §, = 537 y la cuasi-
varianza muestral es s* = 100. Se pide una estimacidn de la media poblacional, asi como
de la varianza del estimador de la media poblacional propuesto, utilizando estimadores

insesgados.
Solucidn.
y=9,=57y
. N —n s*  2000-20 100
V@)= ~§ == 55 50 = 4%

Ejercicio 3.2 Acotar la varianza de una proporcion muestral con diserio mas en cual-
quier caso, independientemente de los posibles valores que pueda tomar la proporcion
poblacional.

Solucién.
La varianza de la proporcién muestral cs
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- N—-n PQ N-—n
V) =§F=7T % SqN-1Dn

pues f(P) = P(1 — P) = PQ se minimiza en P = 1, es decir, f'(P) =1— 2P = 0, luego
el punto critico es P = L. Al ser f"(P) = —2 < 0 el punto critico es un méximo. Asi

PL—P)<t=f().

Ejercicio 3.3 Calcular el tamano muestral necesario para obtener un error mdzimo de
muestreo ¢ = 10° al nivel de confianza 0,90 = 1 — o para estimar el total de una poblacion
finita de tamario N = 30.000 (De una muestra piloto, se estima S* por 50).

Solucidn.

N252
& ae? 4+ NS§?
Ejercicio 3.4 Una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento ha sido seleccionada
de la poblacion compuesta por las familias residentes en cierta provincia, con objeto de
estimar el nimero medio de hijos varones por familia. Se han observado n = 10 familias
del total de las mismas N = 39000. Los datos vienen recogidos por la siguiente tabla

[ Familia i | n® hijos varones, y; | y?
1 0 0
2 2 4
3 1 1
/ g 9
5 1 1
6 0 0
7 6 36
8 0 0
9 4 16
10 2 4

FEstimar insesgadamente la media provincial de hijos varones por familia y estimar
insesgadamente la varianza del estimador insesgado.

Solucién.
Como estimador de la media tomamos la media muestral

10

Sy

— t=1
= = 1.
7= o 9

y como estimador insesgado de la varianza de ¥, tenemos que

v N-n s’ 38990 T7.8487778

7 W - - 2 K
(@) =—N "% = 3000 10 Deiey
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con N = 39000, n = 10 y,

10 %
10 . 10 (Zy") 5
Z(yi -7,) Zyzz - ——I:iO 7 — L9
g2 it _ =t - 10 _ 7.8487778.

n—1 9 9

Ejercicio 3.5 Una industria tiene interés en conocer el tiempo semanal que los empleados
gastan en ciertas actividades no productivas. Las fichas control del tiempo de una mues-
tre aleatoria simple sin reemplazamiento de n = 70 empleados muestran que el tiempo
promedio dedicado a esas actividades es de 16.45 horas, con una cuasivarianza muestral
de s* = 3.01. La empresa emplea N = 1250 empleados. Estimar el nimero total de
horas—hombre que se pierden por semana en tareas no productivas y dar una estimacion
de la varianza de tal estimacidn inicial.

Solucidn.

La poblacién consiste en N = 1250 empleados, de los que se extrae una muestra
alcatoria simple sin reemplazamiento de n = 70 empleados. La cantidad promedio de
tiempo que se pierde por los 70 empleados es de i, = 16.45 horas por semana.

Luego la estimacion del total es

Ny = Ny, = 1250 - 16.45 = 20562.5 horas

Para estimar insesgadamente la varianza de Ny, tenemos

P N —n s? s* 3.01
=\ 2 — _ = 50 . _— =
\% (Ny) =N T N(N —n) ” 1250 - 1180 70 63425

horas al cuadrado.

Ejercicio 3.6 Para estimar la renta familiar disponible al aiio, en promedio, de una
poblacidn, se sabe que existen en total N = 200000 familias y que tras una encuesta piloto
se ha estimado que la cuasivarianza de la venta famniliar es S* = 2000000.

Determinar el tamarnio muestral n para estimar la media poblacional o renta media
Y, mediante la media muestral §, obtenida por muestreo aleatorio simple sin reemplaza-
miento, para alcanzar un error mdrimo de muestreo de ¢ = 200000 pts, con una probabi-

lidad de 1| — o = 0.95.

Solucion.
Directamente obtenemos que este tamanio muestral debe ser

52 2000000 2108 B
[ 2000000 — 2.10° +10
22 0.05- 2000002 -
ety * 300000
luego con el tamafio muestral n = | se obtienen dichas caracteristicas, si la muestra piloto
ha sido bien realizada para calcular S = 2000000.

1

Il

1
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Ejercicio 3.7 Una empresa productora de aves para el consumo alimenticio estd intere-
sada en estimar la ganancia tolal de peso de N = 2000 aves a lo largo de un mes mediante
la alimentacién de las aves con una racion. Frenle a la allernaliva de tener que pesar
las 2000 aves un mes después, se diseria un método de estimacion del total N7, siendo
y; el peso del ave i (i = 1,2,...,2000), por el que se pesardn n aves de modo que el
error mdzimo de muestreo, e, sea igual a e = 3000 gramos=3Kg. al nivel de confianza de
1 —a =090 (90%). Usando datos de anteriores estudios sobre nutricidn se estima que
la cuasivarianza es S* = 40 gramos al cuadrado. Determinar el tamario muestral n.

Solucion.
Ahora tendremos que al estimar un total poblacional,

B S? 3 40
T el N S% 7 0.10 - 30002 i 40
N2 ' N 20002 2000

asi que tomando n = 164 aves podemos estimar el peso total con dichos requerimientos.

= 163.26531

Ejercicio 3.8 Una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de tamano n = 100 se
ha seleccionado para estimar:

a) la fraccion de N = 300 estudiantes de C.0.U. que asistirdn a la Universidad y

b) la fraccion de estudiantes que han trabajado a tiempo parcial durante su estancia en
el instituto.

Sean y; y x; (i = 1,2,...,100) las respuestas del i—ésimo estudiante seleccionado:
y; = 0 si el i—ésimo estudiante no planea ir a la Universidad, ¢ y; = 1 si lo planea. Del
mismo modo, T; = 0 si él no ha tenido alguna vez trabajo a tiempo parcial durante su
estancia en el instituto, y x; = 1 st lo ha tenido.

Sea:

100

dDyi=25
i=1

Usando estos datos muestrales estimar p, (proporcidn de estudiantes del wltimo ario
plancan asistir a la Universidad) y py (proporcion de estudiantes del <iltimo ano que ha
trabajado o tiempo parcial durante sus cursos en el instituto, incluyendo veranos).

Solucidn.

100

>y -

= i=1 or
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Yy
100
2% 30
~ _ =1 _ _
P2= o0~ 100 ~ 030

Ademas las varianzas estimadas para V(p,) y V(p;) son:

N—n @ _ 300 —100 0.25-0.75

V) = i 300 gg - 000126
y

o . N—n P 300—100 0.30-0.70

V() = —— = z_qg] = Go— = 0-00141.

Ejercicio 3.9 Una empresa tiene a su cargo un total de N = 2000 obreros y el jefe de
personal quicre estimar la proporcidn de obreros que llevan trabajando en la empresa mds.
de 10 anios. A tal efecto decide realizar un sondeo entre los obreros, ya que realizar un
censo seria inapropiado debido a la rapidez con que debe disponer de los datos. Si se
selecciona una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento para estimar tal proporcidn
P, determinar el tamario muestral n, aceptando que p estima suficientemente bien la
proporcion poblacional P (y G a @), cuando el error mdzimo admisible es e = 0.1 al nivel
de confianza 1 — a = 0.95. (Suponer p = 50%).

Solucién.
Sip=Pyq=(Q entonces

.. N 2000
qu—l 0.5-0.51999
n= 5 = 0208 = 400.2 obreros
2 012 : £
ae? + N_1 0.05-0.1%2 + 1999

Bastard observar 401 obreros.



Capitulo 4

Muestreo estratificado.

§4.1 Introduccién.

Este tipo de muestreo se produce cuando la poblacién U de tamafio N se clasifica en

L estratos o clases de modo que si el tamafio en el estrato A (b = 1,2,...,6 L) es N,
tendremos
L
Z Nh = N.
h=1
. . Ny
El tamano relativo del estrato A es = P, de modo que
L
P=1
h=1

§4.2 Diseno estratificado.

Una muestra estratificada se obtiene al seleccionar aleatoriamente n; elementos del estrato
h, con 0 < n, < N, (h = 1,2,...,L). Ademads la seleccién dentro de cada estrato
es independiente del resto de estratos, es decir no hay ninguna dependencia entre las
unidades seleccionadas en uno y otro estratos cualesquiera. El tamafo de la muestra

estratificada es

L
n = Znh.
h=1
», »

Si ”y” fuera la variable de interés o de estudio, notaremos ys; a la caracteristica "y
medida en la i-ésima unidad del estrato h.
Tendremos

AL
Yn = Fh‘;ym

(Media del estrato h),

33
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Ny,
NaTh = ) yni

=1

(Total del estrato ),

, 1M
o) = Tv—hg(yhi — )

(Nh =

ns .
Varianza del estrato h), siendo ¢} = —“, donde S? es la cuasivarianza en el
) h Nh h

estrato h.
La media poblacional es
L N;. L

WA L
_ =1 _ Z P
i N hYn-
N h=1

=

y=

2”

El total de la poblacién es

L
NG = 3" NGy
h=1

La varianza de la poblacién es

1 I M N—-1_,
:NZZ yhzﬁ./ == S“
h=11=1

siendo S% la cuasivarianza poblacional.

§4.3 Analisis de la varianza de una poblacién estratificada.

Ny

L
Z Z (Uhl

=11t=1
sumando restando 1 ueda
Yy Yhs

1 L Nh 2
NZZ Jhl_yh—'—yh_y) s
h=11=1
L Ny ) L ) L Nj
ZZ (Yni —Tn) +ZNh(yh*y) +2ZZ Y = Un) (Tn = 9)| =
h=11=1 h=1 h=11i=1
2 L = 2
[YNILO—h+§_‘Nh ) +0 :ZPhalzt+ZPh(y)L_y) (41)
h= h=1 h=1 h=1

Il paso 4.1 se debe a que



L N;, Nh
2 S i =T @ =) =23 (U =)D (Yni = Fn) =0
h=11=1 h=1 =1
pues
Nn

Z (Yn: — Tp) = NpTp — Np7, = 0.
=1
Es decir, la conclusién es que la variabilidad total é varianza poblacional o? puede
descomponerse en dos sumandos, uno que representa la variacién dentro de estratos y
otro que indica la variacién entre estratos.

§4.4 Estimacién de la media poblacional.

Si Yy €s la media muestral obser vada en el estrato h-ésimo a partir de la muestra s(k),
un estimador insesgado de la media poblacional 7 es

L
= Z Phys h
h=1

En efecto,

L L
) (Tot) = (Z Py, h)) =) PE (Us(h)) =>. Py =7
h=1 h=1

Ademis la varianza del estimador 7,,, suponiendo que dentro de cada estrato se selec-
ciona la muestra s(h) por muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento de tamaro ny,
es

L
V(7.) = (Z PhJs(h)) =3V (Phys(h))
h=1

por ser independientes las selecciones de unidades en los estratos, y por ello, siendo P, =
Ny,

N

”h Sh L h (Nh ) Sh

V (Uy) ZPIL (ys(h)) th Z

h=1 h=1 h=1 Toh

Un estimador insesgado de V (7,,) serd

ﬂ (Nh - nh) S_I2;
N? n,

M

‘7 (yst) =
h

Il
=)

pues E(s}) = S}, o sea, la cuasivarianza muestral s} es insesgada para estimar la cuasi-
varianza poblacional en el estrato h, S}, con disenio mas en cada estrato.
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§4.5 Estimacion del total poblacional.

El estimador usual, en muestreo estratificado, del total poblacional 7' = Ny es T = Ny,
Este estimador es insesgado,

E(Nysl) = NE (yst) = Ny

La varianza de Ng,, es

; LN, (N), —ny) S? L 157
_ = h h h
V (Ny,) = N*V (g,)=N*3_ (—ng—J — = 3 Ny (N —ny) =2
h=1 N T po h
y un estimador insesgado dc ésta tltima varianza es
R I $?
V(NG,) =D Ny (Ny—np) =
h=1 Th
pues E(s}) =S} (h=1,2,...,1) con disefio mas de tamaiio n.

§4.6 Estimacién de la proporcién poblacional.

Como hemos visto, la proporcién (ya sea poblacional o muestral) es una media aritmética
donde la variable "y” toma valores de cero o uno, y por ello la proporcién muestral P es
un estimador insesgado de la proporcién poblacional P, que es

L L
Yy=P =) Ppr= Y. P,
h=1 h=1

donde p;, = F,;, es la proporcién muestral en el estrato h. Asi,

N L L L
E(P) :E<2Phﬁh> =) PBED) =) Pipn=P.
h=1 h=1 h=1

La varianza de este estimador es (siendo p, la proporcién del estrato by g, = L —py),

VB =v (S ps,) =3 v (5,) = 52 pplNa=mn Patn
()— hZ::thh —Z:lh (Ph)*hgi hT/.—_l-W
pues la varianza del estrato h es az = Duqp-
Un estimador insesgado de V(P) es

e L N, —n, 9,0
v (P) =S p2lht "k Phln_
( ) h2=:1 & Nh ny — l
,, o
porque un estimador insesgado de S7 = N"(N—l)— es la cuasivarianza muestral s? =
e

Prin

nh(n—h_—I‘)", pues
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L — (pq) ~
B[V ()] - 3 et ZBE v (p)

ya que

Ny

s ~ o~
E (Bndn) = pran N, 1

ny — 1
como ya conocfamos.

84.7 Afijacion muestral.

Dado el tamafno muestral n, se denomina afijacién muestral al reparto de n en L niimeros
ny (h=1,2,...,L) de modo que

L
n = Znh
h=1

y n, sea el tamafio muestral en el estrato h (h = 1,2,...,L). Algunos tipos de afijacion
son:

4.7.1 Afijacién igual (ig.).

Consiste en asignar el mismo tamaifio muestral en cada estrato, es decir ny = ny =-++ =
np, =---=ng. Como

L

n
n:Znh:th = Ny =

= (h=1,2,u, L)
h=1 L

4.7.2 Afijacién proporcional (prop.).

Consiste en asignar a cada estrato h, un tamaio muestral n, proporcional al tamafio de
dicho estrato N,. Si ny, es proporcional a Ny, nyalN,

t~
o]

donde & es la constante de proporcionalidad. Luego

n

nh:th: N

Nh:nPh (’l:1,2,..‘,L).

4,7.3 Afijacién minima (min.).

Fijado el tamafio muestral n, consiste en asignar a cada estrato un tamafo muestral n),
de modo que la varianza V(y,,) sea minima.
Para ello utilizamos el método de los multiplicadores de Lagrange con la restriccién
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L
Z ny = n.
h=1

Il lagrangiano es L~

L L Ny (Ny—ns) S? 3
L"~V<y3[>+k<2m~n) =L~‘(—,{,—z—"i) JH(th—n)
hi=1

h=1 T =l
donde A es el multiplicador de Lagrange. Resolviendo,

oL NES?
=M ia=0 (h=1,2,...,1)

on, ~ N?n}
de donde
NESE
= : ‘ = 2 . b
A Nzn}z‘ (h 17 5 al>
luego
\/_7N151*...‘_NhSh‘_..._‘NLSL‘_
 Nn; ~ Nn, - = Nn;

L L
Z NhSh Z NhSh
h=1 _ h=1

N L Nn
N Z ny
h=1
y por esto,
N,S
ny=ng hoh (h=1,2,...,L)
Z NhSh
h=1

es decir la afijacion minima consiste en asignar al estrato A un tamano muestral n, direc-
tamente proporcional al producto N,5),.

Este mismo resultado de afijacién se darfa si se fija la varianza V = V(7,,), de modo
que se minimice el tamano muestral

I
n —= Z Nhe
h=1

4.7.4 Afijacién éptima con costes variables (épt.)

Si suponemos ahora que el coste de observacién de una unidad muestral del estrato h es
C),, y el coste total de la muestra es C, podemos minimizar la varianza V(7,,) sujeta a
que



L
C= Z C,,n,,.
h=1
El mismo resultado se dard cuando se minimiza el coste C sujeto a una precision o
varianza prefijada. Recordemos que la precisién de un estimador insesgado es el inverso
de su varianza.
El lagrangiano sera ahora

L
L*:ZMS»LH(ZCM_C)

2
h=1 N h=1

y derivando parcialmente L* respecto a ny e igualando a cero,

oL NESE
de donde
NhSh L NhSh i N-‘S"
Ch h=1 Ch h=1 h
Vre LG =iVl iV
JVTl’L L Nn
NZnh
h=1
y por tanto
Ny Sy,
nh:nfi”‘ (h=1,2,...,L)
*. NS
=1 C"‘
NS,

es decir ny, es proporcional a Esta afijacion encuentra una solucién de compromiso

VCh

entre el coste y la precision. El tamarnio muestral en el estrato h, n,, puede expresarse en
funcién del coste prefijado C. Iin efecto,

Z NhSh\/cTh

NhSh

b

Z Cyny =

h=1

luego

x: Nh 'qh

h 1 \/(‘
L NiS/Ca

n=0C
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de donde sustituyendo, tenemos finalmente

NySh NuSh
=Yk =0 Vi (h=1,2,...,L).
A/S)) > NuSy/Ch

h=1V Ch h=1

4.7.5 Afijacién fijada (fij.)

Sin, (h =1,2,...,L) estdn dados previamente, el tamafio muestral n serd también
prefijado,

L
n = Z Np.
h=1

4.7.6 Afijacién valoral (val.)

Esta afijacién consiste en que dado el tamafio muestral n, distribuir el tamafio muestral
ny en el estrato A de forma que n,, sea proporcional al total del estrato h, N;%,. Es decir,

nl S N RT —— nh — — nL —
Ny, Ny, N g,
PIEN
. _h=1 — _ﬁ_
S
> N,
h=1
de donde
Ny Py
n, =n 1\'}?';]’! = nh?yh (h=1,2,...,L).

4.7.7 Afijacién especial (spc.)

Consiste en asignar un tamafio muestral en el estrato L (usualmente denominado de
unidades grandes), ny, de modo que n; = Ny, es decir se selecciona todo el ultimo
estrato en la muestra. Asi, para los restantes estratos h (h = 1,2,...,L — 1) puede
asignarse cualquier tipo de afijacién ya visto para el tamafio muestral restante n — Ny,

§4.8 Comparaciones.

Vamos a comparar la estrategia (mas, ¥,) con las estrategias estratificadas (prop, %) y
(min, ¥,,) para un tamafio muestral n comun, en el caso en que N y N, sean suficiente-
mente grandes. En tal caso, S* y S son muy préximos a o* y 0%, por lo que
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V (mas,7,) = 2

1

V (prop,¥y) =

L
Z ho'h

sustituyendo en V(7,,) el valor ny por nF,, y

2
14 (mlna yst (E Phoh)

L1
n
sustituyendo en V(7,,) el valor n), por

nNhSh
—
Z NhSh
h=1

Ahora, como

L L L
02:ZPW?L+ZP:.(§;L—§)2ZEPWZ

h=1 h=1 h=1

por la descomposicidn tradicional del analisis de la varianza, tenemos
V (rnas, ys) 2 V (pI‘Op, —gst)
al dividir
L

o’ y > Poj por n.
h=1

También como

L L L L 2
<Y Pui(on-9)=Y Pt -5 =) P - (ZP:.‘T::)
h=1 h=1 h=1 h=1

siendo o}, la desviacidn tipica en el estrato h y

L
o= P,
h=1

la desviacién tipica esperada.
Deducimos que

o bien, dividiendo por n dichas expresiones tenemos
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V (prop,¥,;) 2 V (min, g,) -
En conclusién las varianzas de las estrategias comparadas verifican

V(maS, ys) Z V (propayst) Z V (ml’n, gst)
si N, y N son suficientemente grandes.
Con lo visto en el disefio mas, es ahora facil (como ejercicio) proponer estimadores
insesgados de las varianzas obtenidas por cada afijacion muestral.
§4.9 ISstimador insesgado de la varianza poblacional.

Partimos de que el disenio empleado dentro de cada estrato es masr.
Sabemos que la varianza poblacional puede descomponerse de la forma siguiente:

L L
o =3 Por+ > Pu(y, —
h=1 h=1

Para estimar o2, el primer sumando no presenta problema con disefio masr puesto
que la cuasivarianza mucstlal s7 es un estimador insesgado de of. En cuanto al segundo
sumando, sustituyamos 7, e § por sus estimadores ¥, € J,;, y calculemos la esperanza
matematica:

B3 A o -] =

(sumando y restando 3, — ¥)

donde



43

h=1
L L o
2)=> AV (?s(h)) =S Phn_
h=1 h=1 h
L L o?
B=>2AVE.)=3 P—
h=1 h=1 nh

I L
(5)=FE [Z Py, (%(h) = yh) DI (ys(h) - y’*)] -

h=1 h=1

L L
=Y Pk (?s(h) - ?h) -yE [Z I (ys(h) - Uh)] =0-9E (7, -
h=1 h=1

L

©) = E [(yst DY PG - y)] — B -7)T-7)] = 0.

h=1

B[S P (s = 7)) = 0+ @+ )2 () =

2

7 L
a
=S P@m-9)"+> Phn—z +V () -2V (7)) =

h=1 h=1
L L 2 L 2
- - Th Th
VZPh(yh—y)tFZP_—ZPI?—:
h=1 [T A
L , & o?
=2 P -9+ P(l-P) =,
h=1 h=1 Th

por lo que el segundo sumando de ésta iltima férmula es el sesgo de

{ 2
’12: Py (Us(h) - yst)
=1

como estimador de

L
S P@-7)°

h=1

y en consecuencia el estimador insesgado de ¢ con disefio estratificado y muestreo masr

dentro de cada estrato es
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~ L L , L s?
=3 Plsi+) P (ys(h)_yst) —ZPh(l_Ph);l_
h=1 h=1
Una férmula algo més compleja se puede dar para estimar o2 con disefio estratificado
y disefio mas dentro de cada estrato (Mirds, 1985).

§4.10 Postestratificacion.

A veces se utiliza un disefio no estratificado para seleccionar la muestra, pero una vez
seleccionada se decide estratificarla y estimar la media poblacional, ¥, por una media
postestratificada. De este modo el tamafio muestral en el estrato h, ny, es aleatorio antes
de seleccionar la muestra, y fijo una vez seleccionada. Sea F, la media muestral en el
estrato h, y N, el tamarfio del estrato h, conocido para poder construir el estimador

L Nh L
ypostst = Z W?js(h) = ,12: Phys(h)

h=1 =1
con

1
Ysh) = > Y

i€s(h)

siendo y,; el i—ésimo valor del estrato h, que aparece en la muestra no estratificada.
Ahora los valores n;, no son fijados previamente con el disefio estratificado, sino que son
consecuencias o resultados constatados con la muestra obtenida, es decir, son aleatorios.
Para calcular la esperanza y la varianza de 3., s considerara previamente fijados los
ny, y despues se introduce la aleatoriedad de los n,. Asi haciendo uso de resultados que
se demostraran en el capitulo 10,

B (ypostst) =E [E (ypostst |nh)] =

=E LZ: PE (g, | nh)] =E (:é P,,g,,) =E(@) =7

por lo que ., €s insesgado. Su varianza se calcula asi,

14 (ypostst) =V [E (ypostst l "h)] +E [V (ypastst | nh)]

pero como

E (oot |70) =7 = V@) =0 = VI[E (Tpostoe | )] =0

L
14 (Upostst | nh) . Z PV (ys(h) | n;,) =

h=1
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L 1 L
=)= f Sh—ZPh - 2 DS
Nh:l

de donde

Ny = . .
Sea ahora p, = — el tamano relativo de la muestra en el estrato h, mientras que
n

N,
P, = “h s el tamaiio relativo del estrato h en la poblacién. Ahora p), estima sin sesgo a

P,,. Por tanto, escribiendo

n — P
”h:"_h:"thn(Ph—Ph-FPh):nPh(1+M>
n I)ﬁ
luego
11 1
ny, nP Ph— Py
1+—=—
Ph
pero si
pn— Ph
Th— <1

cosa razonable pues p, estima sin sesgo a P,, y ademds converge en probabilidad, nos
permite expresar

LI Ph+(m~f’h)2_.__ N
nh—nPh Ph P_;? -

1 1— J‘l_PJL+(ph_Ph)2
nPh ‘P.‘l Pf?

. 1 . L .
aproximando — por los tres primeros términos del desarrollo en serie. Tomando espe-
p

s ! Vip)| _ 1 N—n_ PQu
£ (nh) nP, [1 L P} | nb o (N—1)n P?

pues E(p, — P,) = 0; y siendo @), =1 — P,. Luego

ranzas,

L N-n Q] 1&, .
(ypostst) 2 Sh Ph |:1+m‘f,—h:|—ﬁzphsh:

h=1
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-l (e )l

Por ultimo vamos a ver que éste método de estimacion se basa en que los tamarios
relativos P, son conocidos. Si calculdramos

L
:l—jpoststo = Z Phoys(h)

con P cual uiera tendremos ue
hy q 9
L

ypostst = yposlstg + Z (Ph - Pflo ) ys(h)
h=1

por lo que

L L
E (Tposiste) = B (Tposint) > (P~ P) B AANE 7= 3 (P Pu)T)

luego el sesgo de 7,515, sCrd

L
B (ypoststo) =F (ypoststo) —y=- Z (Ph - Pho)yh =B
h=1

por lo que su error cuadratico medio serd

ECM (ypostslo) =V (ypoststo) + B

ostst, due es independiente del tamafio muestral n. Por lo tanto,
no es recomendable usar la estratificacion a posteriori o postestratificacién si los tamarios
relativos de los estratos, P, (h =1,2,..., L), no son conocidos.

donde B es el sesgo de 7

Ejercicio 4.1 Fn un estudio por muestreo estratificado se decide utilizar afijacion especial
para el tercer estrato (de unidades grandes) y utilizar afijacion igual en los dos primeros
cstratos donde se emplean las estrategias (masr, ys(l)) y (mas, ys(z)) respectivamente.
Proponer un estimador insesgado de la media poblacional para este diserio y calcular su
varianza.

Solucidn.
Un estimador insesgado de 3 sera

U = Pi¥sq) + Py + Pa¥s
. Ny, ] . ,
siendo P, = - como hemos denotado en teoria. Su varianza sera:
Ny —ny 02

— 2 2
V(ysl) P +P2 Nz_ 1 g
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(n — na)

con n, = n, = ———* siendo n el tamafio muestral total y n, el tamafio muestral en el
estrato h(=1,2,3), con ny = Nj.

Ejercicio 4.2 En las condiciones del ejercicio anterior, proponer un estimador insesgado
de la varianza del estimador de §.

Solucion.
Sera,

_ 23% 2
V(yst):P1_+P2
L3

2
0 S PR
N, n2

siendo s? la cuasivarianza muestral obtenida con disefio masr de tamafio fijo n, en el
primer estrato, y s2 la cuasivarianza muestral obtenida con disefio mas de tamarfio efectivo
fijo ny en el segundo estrato.

]
Ejercicio 4.3 En una poblacidn estratificada en 2 estratos, se ha obtenido que P, = 0.4
y P, = 0.6; y por una muestra piloto se sabe que aprozimadamente o2 = 100, of=8ly
ot =225,

Suponiendo que N (tamario poblacional) y los N, (tamarios de los estratos, h = 1,2)
son suficientemente grandes, calcular el tamafio muestral n para que una muestra con
afijacién minima proporcione la misma varianza que un diseio mas sobre toda la poblacion
de tamaiio muestral efectivo n* = 150, pare estimar la media poblacional 7.

Solucién.
g 995

V (mas, 7,) ;=I5 1.5,

1 (2 | 88.36
TG = (Z Phah> = = (0.4-10+0.6-9) = =2

n \f/= n n

luego si
88.36
1.5 = V (mas,7,) = V (min,7,,) = =

se deduce que

n= ?ﬁ =59.
1.5
Ejercicio 4.4 Determinar la afijacion proporcional en cada estrato, si el tamario muestral
total es n = 1000, y hay 5 estratos de tamanos relativos P, = 0.2 , P, =03 , P =0.1 ,
P, =0.25 y P, = 0.15. ;Cudl es la mayor diferencia absoluta de tamarnos muestrales con
respecto a la afijacion igual?.
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Solucién.
Afijacidén proporcional: Afijacién igual:
200 si h=l
300 si h=2
1000
TL’,‘-:-‘TLP;L: 100 Sl h:3 nh:—5—=200 (h:],2,3,4y5)
250 si h=4
150 si h=5

En los estratos 2 y 3 se dan las mayores diferencias absolutas entre ambas afijaciones,
pues | 300 — 200 |=| 100 — 200 |= 100.

Ejercicio 4.5 Para estimar la proporcion poblacional P de inclinacidn de voto a cierto
partido en el conjunto de espanoles con derecho a voto, se ha dividido geogrdficamente
FEspaiia en dos estratos: litoral y centro, de modo que el tamario relativo de ambos es
P, =P, =1, o bien N; = N, = 10000000 de votantes. Se decide usar afijacién igual
ny = ny = 5000 y resultan, con disefio mas en cada estrato, las proporciones p; = 0.35
y pp = 0.28. Estimar P por muestreo estratificado aleatorio con afijacion igual y estimar
insesgadamente la varianza de tal estimador P.

Solucién.
~ 2 1
P = E Pp, = 3 (0.35 4+ 0.28) = 0.315.
h=1

luego la estimacion del porcentaje de voto favorable es del 31.5%.
Un estimador de V(P), insesgado es:

2 o~
o /5 Ny —ny Prin
V(P) =3 ppa—"h Path
< ) h2=:1 " N.h Ry — 1
19995000 1

que representa un error de muestreo muy pequeno, por lo que el estimador P es muy
preciso.

Ejercicio 4.6 En una comarca compuesta por tres pueblos A, B y C, se desea conocer la
edad media de sus habitantes. Para ello se dispone de un presupuesto de 10000 ptas, y
se supone que el costo por observacion es de ¢4 = cg = 8 y cc = 12 pias (por unidad).
Determinar el tamario muestral ny , ng y ne en cada puceblo, y el tamario total muestral
n, si de una encuesta previa se ha estimado que las cuaswarianzas son S, = 30, Sg = 32
y Sc = 40, y que se dispone de la informacién del total de habitantes en cada pueblo
Ny = 25000, N = 12000 y N = 2000. FEl objetivo es obtener la mdzima precision a
coste fijo.
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Solucién. . NS, ’
n;, debe ser proporcional a N (h=1,2,3 6 A,B,C)
nso ‘:(/%5; = 25000 % =265165.04 n, =1t 265165.04
npa h\;%%‘* — 12000 % =135764.5 np=1t-135764.5 (4.2)
NoSo 40

= 2000 - — = 23094.011 =1-23094.011
(2 wiom V2 &2

Por otro lado tenemos que el coste total es (siendo ¢ la constante de proporcionalidad)

3
10000 = C = > n,Ch, = 8ny + 8np + 12ng = 1(3484564.5)

h=1
de donde
10000
= 34845645 0.0028697991
Luego de 4.2,
ng = 76097 ~ 761 habitantes del pueblo A
ng = 38960 ~ 390 habitantes del pueblo B
ne = 6627 «~ 67 habitantes del pueblo C
n = 1.218 habitantes en total

Ejercicio 4.7 Una empresa de publicidad quiere estimar la proporcién p,; de hogares en
un municipio donde se ve cierto programa televisivo. El municipio es dividido en tres
estratos 1, 2 y 3. Los tamarios de los estratos son Ny = 155, Ny = 62 y N3 = 93 hogares
respectivamente. Una muestra estratificada de n = 40 hogares se selecciona con afijacion
proporcional. Estimar p,, y dar una estimacion insesgada de su varianza. Datos:

Nimero de hogares
Estrato  Tamario muestra donde se ve el programa Py

i ny = 20 16 0.80
2 ne =8 2 0.25
3 ng = 12 6 0.50

Solucién.
N =N, 4+ N+ N3 =155+ 62 + 93 = 310 hogares en total en el municipio.

3
N, . 155 62 93
> o Potwy = 37080 + 575025 + 575050 = 0.60

es la proporcién pedida; y una estimacion insesgada de la varianza de p,, es

Pst =
h=1

2

~ S Nh’\ N
4 (pst) = ';1 mv (ps(h))
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donde

= N, — D), G
V (puny) =~ D28 £ 0.024 si h=2

0.007 si h=1
Mo m=1" 1 0020 si h=3

luego sustituyendo

V (Py) = 0.0045.



Capitulo 5

Estimador de la razon.

§5.1 Introduccion.

Si ademas de la variable de interés "y”, que puede observarse por muestreo aleatorio

simple sin reemplazamiento, disponemos de una variable auxiliar "z” conocida para todas

las unidades de la poblacion finita, es posible estimar la "razén poblacional” R,

No @
o
Nz =
por medio de la "razén muestral” R,
~ Y ny
o T U
T nT,

§5.2 Sesgo del estimador de la razén.

Cov (R,z,) = E (Rz,

SN—’
|
=
N
=
=
=
il

=E@,)-E(R)z,=y-E(R)7
y dividiendo ambas igualdades extremas por T, tenemos

Cov (F?,,TS)

z

-=R-E(R)

es decir, el sesgo (0 "bias” en inglés) exagto es la esperanza del estimador menos la funcién
paramétrica a estimar

B(R):E(ﬁ)~1{:—M.

i
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§5.3 Sesgo aproximado.
R—R:?—S—Rzy’—_m’ :ys—_Rf,_z
z, T, T T,
suponiendo que la variable de interés ”y” es siempre positiva, asi como la variable auxiliar
72”. Ahora,
= 7 =

7, -3 (%,—T
A
T
slempre y cuando
T,—T
= <1
7
con lo que disponemos del desarrollo en serie
. j, — k%, z,-% (F-3Z)
fop_b— [1_ = +(,_2)_ ]
T T T

de donde el sesgo expresado asintéticamente es
B(R)=£(R-R)=

T

_BlG,- Az) @ - 7)), E[@ - R7) (@ - 7))
= Z

B T
pues el primer sumando del desarrollo verifica
ya B Rfa I
El[Z=—|==(@-7) =0.
( = > ~@F-9)
En concreto, si aproximamos el sesgo por los dos primeros términos del desarrollo en

serie dado en R - R, tenemos que como el primer sumando es 0,
_El(y, - Rz,) (T, - T)] _

B(R)= =
— _E[ys (i‘_s - E)] tRE [Ts (fs _ E)] -
~E(G,8) +TE(3) + RIE (@) 5 (7)) _
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§5.4 Varianza aproximada.

Considerando el primer término del desarrollo en serie de R — R obtenemos que

R-—R= Eﬁ_ﬂ
z
Con esta aproximacion, E(R)=Ry
XU V(7,) + R*V (7,) — 2R Cov (¥,, T,
V(R) = v g, - = LELE BV () 2R

Ahora bien, se demuestra que (de Hansen, Hurwitz y Madow, 1953, p. 97)

N _
Cov (7., ) = mﬁsw

siendo S, la cuasicovarianza poblacional

1 N
Sye = 77 2 (2i — ) (¥ —¥) = 5oy
=1
Por ello,
2 N—n i, 2 02
V(R) = = (5i + B*52 - 2RS,) .

§5.5 Tamafo muestral del estimador de razon.

Si queremos calcular el tamafio muestral # para que el "estimador de razén”, tp = Rz, de
7, difiera de la media poblacional menos que el error maximo absoluto admisible, e, con
cierto nivel de confianza 1 — «, recurrimos a la desigualdad de Chebycheff, pues hemos

visto que E(tp) = 7.

Vit
P”tR—y|<€]Z].— izﬁ)zl_
de donde
ae’ =V (i) = V (Rz) =7V () =
N-n
2 2 2 2 —
= ($2+ R?S? - 2RS,,) =
1 1
- (E _ ”N) (2 + R*S? —2RS.,)
luego

1 B 1 " ae?
n N St+ R2SE — RS,




54 Muestreo Bdsico para Ciencias Aplicadas.

y por ello

_ 1
e 1 e’

N Y STy s ors,,

siendo IV, a y e valores conocidos; por lo que para estimar n debemos calcular St s 152
Ry S, de algiin modo, por cjemplo proponiendo en lo posible estimadores msesgados de
estas funciones paramétricas.

§5.6 Ganancia en precisién.

Para comparar las estrategias (mas, ¥,) y (mas, tg), escribimos sus varianzas

N-—-n
V (mas,7,) = =5
N
n v
V (mas, tp) = —— (S} + R*S? - 2RS,, )

Entonces, V (mas,tp) < V (mas,7,) si y sélo si

R*SZ —2RS,, <0
o bien, como S,, = pS,S,, queda equivalente a que
R*S2 —2RpS,S, <0
es decir si y sélo si

R*S? RS,
P2 = 2RS,S, 29,

siendo p el coeficiente de correlacién entre las variables ”y” y

§5.7 Estimador de la razén en el muestreo estratificado.

Existen dos tipos principales de estimadores de la razén combinado con el muestreo es-
tratificado: el estimador separado de la razén y el estimador combinado de la razén.
5.7.1 Estimador separado de la razén.

Si dentro de cada estrato empleamos el estimador de razén, el estimador separado serd

I
ts=) PiRyT), = — Z N, R,z

h=1 /L 1

y su varianza aproximada, es



[,
(@4

il L P Ny —
V(ts) = 3 3 Nigtv (Ra) = 30 PR "k (8%, + RESE, — 2RaShey)
h=1

he1 Nhﬂp,
donde
2 1 oL 2
Shy = N, -1 > (ni —Tn)
1=1
]
Rh = f_:
1 M
Shey = 37— 2 (@ni =) (Ui =T
hay Nh_l‘;(h 1) (Yni — Tn)
etc.

5.7.2 Estimador combinado de la razon.

Sera,

2 Pyl 7

D = _ h=1 —__ Jst—

tc—Rc$—L (E—Ts't
> DT
h=1
y su varianza aproximada (debido a que
I’%C _ R N yaf _:"RESE’
T

y por ello B (ﬁc) = R)

14 (tC) =V (gst) ol RZV (Tst) — 2R Cov (ystajst) =

L —
=Y PR (g2 |\ BAGE _ ORS,,)

e Nyn,
donde
2 1 Al 2
St = = 3 (i = 00’
hy Nh 1 (J’ yh)

=1

R =

8 <

?

elc.
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§5.8 Estimador producto.

Supongamos que entre la variable auxiliar "2” y la de interés "y” existe una relacién de

proporcionalidad inversa, o bien una estabilidad en los productos y,z} (k=1,2,...,N).
Se propone en estos casos el estimador producto ¢p, bajo disefio mas,

o~
o
i
8| —
—
<
Py
|
<[
+
<
~—
—
&l
™
I
&
+
&l
~—
I
<
—
=
-+
<2
@
!
<
—
—
—
+
]
&
|
8
—
Il

Y — Y T, —T ys—yfs_f] (51)

de donde

luego el sesgo de tp, B(tp), es

B(tp)=E(tp) -7 =

asint6ticamente (cuando n crece) nulo.
Para calcular su error cuadritico medio aproximado, de 5.1

— ys—g Z,—T ys_yfs_f]
)

lp—y=9|——+——+

<
8

<
8|

entonces

NI PRI P
(tr=9)" =~ (@ -9 +22 (7, - ) (7 ~7) + 5 (5 -7
de donde

N-—-n
Nn

siendo R = % Por tanto tp mejora a la media muestral g, bajo disefio mas si y sélo si

ECM (tp) = E [(tp — 7)°] ~

[S3 +2RS,, + R?S?]

28, + RS2 <0

o bien

2pS,S, + RS2 <0
es decir si y sdlo si

RS,
25,

p< =
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es decir cuando el coeficiente de correlacién entre las variables "y” y "z” verifica la tltima

condicién.
Es inmediato proponer estimadores producto simple y combinado en muestreo estra-
tificado.

Ejercicio 5.1 Se desea estimar la produccidn de trigo total en cada cierta comarca. Para
ello se toma como unidad de muestreo la parcela dedicada a dicho cultivo, y se conoce como
variable auziliar la superficie de terreno de las parcelas individualmente. Si se supone que
la produccidén de trigo es proporcional a la superficic sembrada en cada parcela o unidad,
justificar que el estimador de razén para la produccion total es un apropiado estimador.

Solucion.

Siy; = cz; (i =1,2,..., N) aproximadamente, siendo N el total de parcelas sembradas
en la comarca, y; la produccién de trigo en la unidad ¢, z; la superficie sembrada en la
unidad 7, y "¢” la constante de proporcionalidad; tenemos que el estimador del total
producido de razén es

|a!

NtR = Nys

&

pero como ¥, = ¢T, aproximadamente

Nip = Nc’fsf—x— = Ncz = Ny

con lo que queda demostrada su adecuacién pues

N N N

PIEIED DI
— =1 _a=1 1=1 =
T = ¢ N - N TN =Y

siendo N el total producido.

Ejercicio 5.2 Determinar el tamaro muestral n para que el estimador de razdn tp =
Y,2- de la media poblacional § de cierta variable de interés "y”, difiera de tal funcién
pmumetmca menos que e = 5 al nivel de confianza del 95% (l —a = 0.95). Ademds
N = 1000, y de una muestra piloto se estima que S; =30, R =2, S2=15y S, =3.

Solucion.

= 1 po = 59.

N T STy REST-2RS,,

Ejercicio 5.3 Para estimar el consumo medio de las familias de un pais se ha utilizado
el estimador de razén con la variable auziliar “renta familiar”. Indicar la conveniencia o
no de tal estimador para tal objetivo.
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Respuesta.

Razonando como en el ejercicio 5.1, el estimador de razén sera apropiado cuando exista
una proporcionalidad entre consumo y renta familiar en tal pafs. Es decir el estimador
de razén es deseable cuando la dependencia entre el consumo y la renta familiar sea
aproximadamente lineal (una recta) que ademas pase por el origen. Si la dependencia es
lineal pero no pasa por el origen (tal recta), puede utilizarse el estimador de regresion
razonando de modo andlogo a como se hara en el ejercicio 6.1.

Ejercicio 5.4 La experiencia de ciertos directivos de unos grandes almacenes les hace
admitir que las ventas de cierto producto en un dia es inversamente proporcional a su
precio de venta al piblico. En esta situacidn qué estimador propondria, como asesor de
la empresa, para la venta media mensual pudiendo conocer las ventas en 5 dias diferentes
seleccionados con diserio mas, y sabiendo los precios de venta de los 25 dias que abre al
piblico dichos almacenes en ese mes.

Respuesta.

Llamamos y; a las ventas del dfa i (=1, 2, ..., 25), y z; al precio del producto en ese
mismo dia; admitimos que aproximadamente y;z; = ¢, segiin nos informan los directivos.
Nos interesa estimar la venta media mensual a lo largo de los 25 dfas laborables del mes.
Tal media es denotada por 7, y la media muestral de ventas es 7,. El precio medio
mensual es T, y la media muestral de precios es T,. En estas condiciones y ya que se da
una relacién aproximada entre y; y z; de proporcionalidad inversa, un estimador deseable
de 7 es el estimador producto

tp =

<
&) | :i[



Capitulo 6

Estimador de regresion.

§6.1 Introduccion.
Cuando los puntos (y;, ;) con ¢ =1,2,..., N, donde y; es la variable de interés y z; es la

variable auxiliar, estén situados sobre una linea recta que pasa por el origen y; = az; el
estimador de la razén es el mas indicado. Si la relacién es lineal del tipo

yi = a+ b

(Iinea recta que no pasa por el origen), entonces es mas indicado el estimador de regresion
lineal para la media poblacional ¥, con disefio mas, pues se dard que

y=a+bT

Yy, =a+bT,

y restando la segunda de la primera igualdad,

7-79,=b(T~71,)

por lo que se propone como estimador

yrg:ys+b(fvfs)7

siendo b una variable aleatoria.
Este estimador es sesgado, pues

E(3,,) = E(7,) +TE (b) - E(b,) =7 — Cov (b,7,).

Luego el sesgo B(7,,) serd

B (yrg) =E (yrg) -1y =—Cov (bafs)'
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§6.2 Varianza minima del estimador de regresién.

Si b es constante

N—n
S\ - 21/ (= R 2 202
V (5,,) =V (@) + 6V (7,) - 2Cov (3,,7,) = ——— (52 -+ 8252 - 2bS,,)
pues
o N—n
COV (ys,ilis) = _NTl_Syz

Llamando f(b) = V/(3,,), b alcanza su minimo cuando f'(b) = 0, o bien

N —n
Nn

(2682 - 25,,) =0

de donde despejando b, tenemos

que es minimo pues sin < Ny S2 > 0

£(b) = NN_n"zsg > 0.

Para este valor minimo de b la varianza toma el valor

N-—n S2 528
Vo (1) = 2 3+ o -2 -

N—n S2 N —n
G2 Pvr| _ 52(1—[)2)
Nn YRS Nn 7Y
siendo 57, = p?SZSZ (p es el coeficiente de correlacién de "y’ y Ta”).
En realidad el valor minimo de b as{ obtenido es una funcién paramétrica, por lo que
para aplicar estos resultados aproximadamente tendremos que estimar b por

> (i~ 7,) (zi —7,)

/I;: (€s

Z (‘T-' - 58)2

i€s

Sye
que es el estimador minimo-cuadratico de b = S_yZ (Cochran, 1977).
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§6.3 Comparacién de varianzas.

Ya sabemos que en el diseno mas,
_ N-—-n
V(@) =5

V (tg) = _N_n_" (S + RS2 - 2RpS, S, )

V(7,) = NN_n" S (1)
Por tanto

V(@) 2V (7,)

correspondiendo el signo igual si y sélo si

pP=pe=0
Ademas V(tg) > V(7,,) si y solo si

RS —2RpS,S, +p*S2 >0

o bien cuando (cosa que se verifica siempre),

(RSx - pSy)2
correspondiendo el signo igual cuando
Sy

§6.4 El estimador de regresién en el muestreo estratificado.

El estimador de regresién simple en el muestreo estratificado es

Jygst Z Phyrgh

siendo 7, el estimador de regresion lineal en el estrato h. Su varianza es

(yygst> ZPh (yrgh) th Nom (Shy+b2sha, 2thhyz)

siendo by, es estimador constante de b para el estrato h.
El estimador de regresién lineal combinado es

yv'gc = yst + b (f - fﬂ)
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y para b fijo, su varianza es
V (Brse) = V (@) + BV (T) — 26 Cov (7, 7o) =

L PE(N,—n
=3, ’—(ﬁj‘r—“—*] (S2, +b°SE, — 2bSh,,.) -

h=1

Ejercicio 6.1 En una urbanizacién de N viviendas se dispone de la informacidn auziliar
(x) nimero de residentes por vivienda. Se sabe ademds que se verifica que la superficie en
metros cuadrados de las viviendas o variable de interés (y) mantiene la relacidn aprowi-
mada: y; = a+bx; (1=1,2,...,N). Estudiar la conveniencia del estimador de regresion
lineal para estimar la superficie media de las viviendas de dicha urbanizacion.

Solucién.
Como y; = a + bzy, entonces §, = a + bz, y podemos escribir

Z (yi — ys) (= z,)

A ST GO
1€
Z(a—kbz;—a—b@) (z; —T,)
=a+ bT, + & T (z-%,) =
1€s

=a+bT,+b(T—T,)=a+bT=T1.

Luego es un estimador apropiado si se da la relacién aproximada y; = a + ba; (i =

Ejercicio 6.2 Si se sabe que el coeficiente de correlacion p,, = 0.4, determinar la ga-
nancia en precision del estimador ¥, de regresion lineal con respecto a la estrategia 7,
media muestral, ambas con disero mas.

Solucién.

V (7s) = S (1 07) = 084V (3,

la ganancia en "precisién” (inversa de la varianza) serd

L N | (L—l)zo.w—l_ >0
v, V@) V@) \os4 V()

(ganancia positiva).
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Ejercicio 6.3 Estimar la media poblacional § por el método de regresion sabiendo que se
dispone de los datos stguientes:

Medias muestrales§, =5 y T, = 3.

Media poblacional de la variable auziliar: T =4

Estimador minimo cuadrdtico de b, b=2.

Solucién.
El estimador de regresion es

yrg =Y, +B(T*T-’):5+2(4—3)=7'






Capitulo 7

Muestreo sistematico.

§7.1 Conceptos basicos.

En el caso en que las N unidades de la poblacién, constituyan un nimero divisible por el
tamafio muestral n, — = k. Entonces existirdn k muestras no ordenadas o conjuntos de
tamafio n, que se seleccionan del siguiente modo:

a) Se selecciona una unidad entre las k primeras unidades de la poblacién, cada unidad
1

'};.
b) Las restantes n — 1 unidades de la muestra son las que ocupan los lugares relativos
idénticos en los n — 1 restantes grupos de k unidades de la poblacién de tamafio N.

con probabilidad

Habré entonces k muestras posibles:
(s1) = {l,k+1,2k+1,...,N—k+1}
(s2) = {2,k +2,2k+2,...,N —k+2}

(sk) = {k,2k,3k,..., N}

cada una con probabilidad de seleccién igual a = %

Ventajas de este método de muestreo:

a) La muestra se extiende a toda la poblacién.

b) Puede recoger el efecto de estratificacién debido al orden en que se numeran las
unidades de la poblacién.

c) Es de aplicacién y comprobacion sencillas.
Inconvenientes del muestreo sistematico:

a) En caso de periodicidad de la variable de interés, podria aumentar la varianza de
los estimadores medias muestrales.

b) El problema tedrico que se presenta en la estimacion de varianzas pues no existen
estimadores insesgados de las varianzas de las medias muestrales.

65
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§7.2 Caracteristicas de la distribucién en el muestreo.

. . . -, 1 n .
Si se selecciona la muestra (si) con probabilidad — = —, tendremos como estimador

k N

media muestral

L& }
= _ny’i‘k(j—l) (l = 1,2,...,]\?)
n i
que es insesgado para T, pues

g N_
;Zywk(i—l) “NYEY

VA=

k 1
E(ys{) = Ezjsl' = Z

i=1 i

de donde como & es el nimero de muestras posibles, su varianza serd

1 k
ysn ’ZZ ysi__y
1=1

o bien empleando algunos artificios,

n k n
SV @) =V @) = gD ) (1)

de donde, al ser N = nk,

k
NV @) =nkV 3,) @2 @ -9 Y

i=1j=1
ke Az 2
-3 L (yi+k(j—1) - E.‘)
i=1 j=1

usando en (*) el andlisis de la varianza. Por tanto,

L N2, n=1_,
V(ysz = ZZ(yi+k(j—l)_ysi) =0 — Sus (7.2)

1:1 J=1 iy

donde

TP N2
S?us = ] N Z Z (yi+k(j—1) i ysi)

i=1j=1

es una suma de desviaciones dentro, con otra notacién. La férmula (7.2) nos da la varianza
de la media muestral en muestreo sistemadtico.

También podemos considerar que el muestreo sistemdtico es un muestreo por con-
glomerados de igual tamafio unietipico o sin submuestreo de un solo conglomerado, y
entonces aplicando los resultados del muestreo por conglomerado (ver capitulo 10), te-
nemos que k = L, n = N, 1 = n donde a la izquierda de cada igualdad situamos los
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parametros del muestreo sistematico y a la derecha los correspondientes del muestreo por
conglomerados unitapico. Luego,

 N—no* N-n d? N —n o?
V(yu): N —1 ;—*_ N —1 ;(n—l)éz N—1 ;[1+(n_1)6]7
siendo § el coeficiente de correlacién intraconglomerados que se vera en el capitulo 10. De
la teoria del muestreo por conglomerados unietdpico, el estimador F,; es insesgado, como
ya hemos visto en el presente capitulo.

§7.3 Comparacién con el diseno mas.

Si

N
St > 70" =5

el muestreo sistemdtico es mas preciso que la estrategia (mas, 7,), puesto que

N-—-1 n—1

V(g,)=——5-

#.:) = — -

N—n _

N " e — N 5% = V (mas, 7,) .

Si 8%, < 87, entonces V (¥,;) > V (mas,7,) -
Si S2, = S?, entonces V (¥,;) = V (mas,7,) .

También pueden hacerse estas comparaciones en funcién del valor de § (si & > 0,

V (7,) >V (mas,7,); si § <0, V (7,) <V (mas,7,);si 6 =0, V(7,;) = V (mas, 7,)).

S <







Capitulo 8

Muestreo en ocasiones sucesivas.

§8.1 Conceptos basicos.

En algunos casos es necesario estimar el cambio que experimenta Ja media poblacional
entre dos ocasiones sucesivas, designadas por los instantes t; y ¢,, con una muestra de
tamafio n. A este cambio entre dos ocasiones le denotamos § = jy — p,, siendo y; la
media poblacional en el instante ¢; (: = 1,2).

Utilizando la media muestral en ambas ocasiones, el estimador simple del cambio serd
el estimador insesgado para 4,

n jrC
6= Y= = ;Z(yzi _yli)-
=1
En estas condiciones, se puede optar por una alternativa entre:

a) Utilizar la misma muestra, denominada ”panel”, en ambas ocasiones.
y P )

b) Conservar en la segunda ocasién ¢ unidades de la primera muestra, eliminar n —cy
anadir n — ¢ nuevas unidades.

c) Utilizar en la segunda ocasién una muestra independiente de la primera.

La alternativa a) nos permitirfa conocer los cambios individuales entre las dos ocasio-
nes. Sera una via imposible si las mediciones fueran destructivas. Pero en los casos en
que fuese posible, no seria deseable por los sesgos que una exposicién continuada a los
métodos de encuesta pueden originar en la conducta de los entrevistados. Se suele decir
en estos casos que la muestra se ”contamina” con el tiempo.

§8.2 Muestreo en dos ocasiones.

Tendremos que

_ n—c_ G
Y1 = = Yz + ;ym

69
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c_ n-—c

Yy + Yoz

Yo = — E—
2T n
siendo € = n — ¢. Asi, supuesto que de una ocasién a otra no varie la cuasivarianza

poblacional S?,

N-—-n §?
V(yl): N 77
N—-n §S?
V(7,) = N

N—c§ [N—c §
N e\ N e

c? c?
Cov (¥,7,) = oz CoV (Fier ¥ae) = P12

N-¢ ¢_, N-c &
TPlzmS :"N——Pm'n Tey

y sustituyendo estos valores en la varianza de § tenemos

V(8) =V @)+ V(@) 2Co (7,,7,) =
N—n[5_2 52]_2N—c52

N N g Pele =

N Tpl27rc

n

_2_5'2[]\7—?1 N —c ]

donde p;, es el coeficiente de correlacion entre los valores comunes a ambas ocasiones y
7. la proporcion de unidades comunes en las dos muestras.
Si lo que queremos estimar no es el cambio entre dos ocasiones, 4, sino la media sobre
dos ocasiones, consideremos el estimador de la media, p = $(pt1 + p12), a
1
y= 5 ¥ +72)

media de las medias en ambas ocasiones; su varianza es

V@) =1V @) 4V @) - 2Cov (7,,7,)] =

1 N—nQS2 N —¢ 252 B
SI\ T R TTN e

~S2 N-n N-c¢
"‘% N + N P12T¢

y éste valor es minimo cuando . = 0, si p;; > 0 como es habitual en la prictica.
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Ejercicio 8.1 Estimar el “cambio” de las ventas por empresa expendedora de cierto pro-
ducto de primera necesidad en dos instantes de tiempo 0 y 1, asi como la media sobre las
dos ocasiones, si Ty = 50 y Ty = 65, dando la varianza de ambos estimadores. Ezplicar
cuales pueden ser las unidades de la poblacion.

Solucién.

a) Estimacion del "cambio™: § =%, — 7, =15

V()= [T e

b) Estimacién de la "media sobre dos ocasiones”: T =

(El + 52) = 57-5

[N

v(f)=52 [N—n N-c¢ ]

-2_774 N + N P12
¢) Las unidades de la poblacién o de muestreo serdn las empresas expendedoras.

Ejercicio 8.2 Admitiendo que en dos instantes de tiempo consecutivos se presentan dos
cuasivarianzas diferentes ST y S, calcular las varianzas V (y,) y V (7,), y la covarianza
Cov (1, 72)-

Solucién.

_ N —nS?
V(7) = —N—glv

_ N —n S
V(y2) - N 7

y

c? N — ¢/ S} 52

Cov (7,,7,) = mplz—N E







Capitulo 9

Muestreo con probabilidades
desiguales.

§9.1 Muestreo con probabilidades proporcionales al tamano con
reemplazamiento (pptr).

Es aquel disefio ordenado cuya funcién p(s) asigna la probabilidad pj de seleccionar la
unidad k en cada una de las n extracciones independientes, donde el resultado de la -
ésima extraccion es el i—ésimo componente de la muestra o vector s. Los valores p; son
ndmeros positivos conocidos tales que

ZPkZl

kel

Asf el disefio pptr es un disefio de tamario fijo n pero no de tamaiio efectivo fijo. O sea
n(s) = n pero v(s) no es constante, ya que se realizan n extracciones con reemplazamiento
en una urna cuya composicién es de n; proporcional a py (ngapy, siendo ny el nimero de
bolas con la anotacién k). De este modo,

M:anazpkzl

keU k€U
siendo M la constante de proporcionalidad (n, = Mpy, k = 1,2,...,N). Observar que

en el caso particular en que p; = (k=1,2,...,N) tenemos el disefio masr. Otro caso

N
particular de importancia de éste disefio es aquel en que pyaxy, es decir la probabilidad de
seleccién de la unidad k es proporcional al valor positivo (z; > 0) de la variable auxiliar en
la unidad k, @;. Siy es la produccién de trigo en la parcela k, ), podria ser la superficie

de la unidad & que es conocida antes de observar y;. En este caso,

_ Tk _ 5 (=
pk_Zm‘—Nf (k 172"“7N)
€U

donde

73
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. I .
T=) —.
L
{39
También, si &) es un ndimero entero positivo (para todo k € U), ny = z; puede ser la
composicién de la urna para seleccionar una muestra s bajo disefio pptr.
Las probabilidades de inclusion son:

szl—(l—pk)n

Them == 1 - (1 _Pk)n_ (l _pm)n+(1 'Pk*Pm)n

etc. generalizando el caso de disefio masr.

9.1.1 Estimador insesgado de 7 bajo disefno pptr.

El estimador mas importante asociado con éste disefo es el estimador de Hansen-Hurwitz

(1943) definido asi

Yk YrCy
tug =), =) o=
ies Vnpw o Nnps

que es insesgado para estimar la media poblacional
1
Y=— Z Yk
N kelU

En efecto, en una muestra ordenada s la unidad k puede pertenecer a s un nimero de
veces ¢ (= 0,1,2,...,n) si p; es la constante probabilidad de selecciéon de la unidad k
en cada seleccién o componente de la muestra ordenada s. Il modelo que se ha creado,
al ser independientes las diversas selecciones que obtienen las unidades ordenadas de la
muestra es el de una distribucién multinomial, y por ello tenemos que (siendo (ey, ey, .. .,
€k, - -+, €xy) una variable aleatoria multinomial),

E(ex)=npy 5 V(er)=npp(l—pi)
y si k#m,

Cov (e, €n) = —nPiPm

y por tanto, si k £ m

E (exen) = Cov (er, ep) + E(er) E () =

= TRPEPw + nzpkpm = (712 - Tl) PePm-
Asi,
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YrCk

an Z

keU keU N"Pk
luego tyy es insesgado para ¥.

9.1.2 Varianza del estimador Hansen—Hurwitz.

Vtgu)=E [(tHH - 7)2] =

2 2
Yelr YrCr 7 =
-5 (5 Ao 5) | = (5 o) -

ek YiellmCrem _2
- E Yk _? =
(£ iy £, Jmen)

k#meU N?n? PiPm

zl_v—i? [Z Ly E(d)+ 3 W g ekem)} -7

keU plc k£melU PkPm
pero como

npy =Y

E(e}) = V (ex) + [E (ex))* = npe (1 — pu) +npk = npx — npi + n’pi

de aqui, la férmula (9.1) se obtiene sustituyendo

1 y? .

V(tun) = 77 [,;, p—’i (nps — npt +n’p}) +
€

+ ykym (

 PkPm — npkpm) = j’z =
kEmel PiPm

Nznz [Z LR DL 2“ k+EJ§“2Pi+

ket Pk keu P keu P

yLJm Yilm -
+ Z nzpkp'" - Z PP | — y2
k#mell PiPrm kAmel PiPm

1|1 ;
=7z |- 2 zpr—ZymLZykJr > ykym— > Y| — T
keu Pk " ev keU kfmeU " jdmeU
—— S —r S~
(2) (3) (1) (1) (3)
N2—2
N2—2 + Z 2Pk _ Yy . yg =

Rieu? e
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e Yk N*g? 1 Yi 22
=7 |- Pe— S pe — N°7°|, 9.2
N?[%sz i PR =
donde usando la relacién 0 = a, — of tenemos continuando (9.2) que
() = 5 3 (% - Vg
V(thn) = 52 (— - N?) P (9.3)
Nen (e \pe
1
que en el caso particular de disefio masr (p;, = N) obtenemos
o
V(tun) =V (¥s) = —

9.1.3 Estimador insesgado'de V (tyy).

Es el siguiente

o bien

2
ies i

V(tun) = S Noan=1)

puesto que (al ser L. niNtyg),
ics Pt
Yi . yi Yi
2 (; = NtHH) =) 5-2), ;NtHH‘}'nNZtiIH =

1€8 £ ies i €S

_.Z anzt%H+nN2t§]H:Z'y—l—nNQtIJH,
zES €S

y como esta varianza es invariante por cambio de origen,

Yi ‘ 2
> (; —U) —n(Ntgy — N7)
P (taw) = B

(trnr) Nin(n —1)

o también desarrollando el numerador tenemos

¥i O\ =
Z(—_—y) —n(Ntgy — Ny)* =

ies \Pi

Z J_z —2N7 ) & + NG — Ny —nN*G? + 20 NGty =
€S I

1€S
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Z y—2 — Ny
cs P
De este modo queda,

V (tun) = =Ty LU Ny)2 e —n (Ntyy — Ny)’~’] :

Luego

BV (tan)] = iy [Z (%~ Vg) E(e) ~ VB (tan - y)z] -

N2T£ 111——_ 1) |:2[:} (y' _ Nﬂ)znp; —nN?*V (tHH)] B (por (93 ) )
- m [ () = NV ()] = 2 3= DV (t) = V ().

Entonces, V (tgp) es un estimador insesgado de V (typ).

§9.2 Muestreo con probabilidades proporcionales al tamano sin
reemplazamiento (ppt).

Denota al disefio p(s) que en n extracciones sucesivas sin reemplazamiento, la j—ésima
extraccion se realiza con probabilidades p, entre las restantes unidades no extraidas pre-
viamente, para 7 = 1,2,...,n < N. Esto es, en la primera extraccién se selecciona la
unidad k; con probabilidad p;,. Y en la j—ésima extraccién (j > 1) seleccionamos la
unidad k; con probabilidad

Pk,
Jj-1
iy

1 - Pk,

supuesto conocidas las unidades ky, k,, ..., k;_, obtenidas en las j — 1 primeras extraccio-
nesy k; #k; (i=1,2,...,5 —1). El disefio ppt es de tamaifio fijo n y de tamario efectivo
fijo n.

Un caso particular de disefio ppt en el que paz; (es decir, p; es proporcional a la

variable auxiliar positiva z en la unidad k), verifica que en la primera extraccién p;, = N7
T
para todo k € U, y en la j—ésima extraccién se selecciona la unidad k; # ky,...,kj_;

(distinta de las ya obtenidas en las primeras j — 1 etapas) con probabilidad

CEkJ

N i
Z L
1=
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Un estimador propuesto para este disefio, que es insesgado para 7, es el estimador de

Raj (1956) definido asi

tp =
R nN
donde
T
Pk,

y para todo 1 =2,3,...,n,

t—1
o (1 = Zpk,) Uk,

s
R
; & P,

Este estimador fue mejorado en precisién por Murthy (1967) modificando el estimador
y conservando el mismo diseno.

§9.3 Muestreo con probabilidades de inclusién proporcionales al
tamano (pipt).

Este disefio denota al muestreo de tamarfio efectivo fijo n, p(s), tal que las probabilidades

de inclusién son 7, = np, (k=1,2,...,N) donde
Lk
=— (k=1,2,...,N
Pk NT ( » < ) )
siendo z una variable auxiliar positiva, con la condicién nz, < NT (k = 1,2,...,N).
Dados los valores y, &, ..., zy de la variable auxiliar, puede existir mas de un disefio
pipt.

9.3.1 Estimador insesgado.

En estas condiciones, un estimador insesgado de la media poblacional ¥, viene dado por
el estimador Horvitz-Thompson (1952) que se define asi:

Yk Y€
tyr =Y 7 =2
kes ka k€Es Nﬂ-k

denotando e a la variable aleatoria auxiliar tal que
1 st kes
“T10 si kées

es decir e, es una variable aleatoria distribuida como una binomial de pardmetros n =1
(prueba) y 7 como probabilidad de éxito, e, = B(1, ),
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Elep)=1-pkes)+0-plk¢s)=1-m=my

Ve = E () = [E(ex))’ = B (ex) — [E(ex)]* = me — mf = m (1~ my).
También e;e; se distribuye como una variable aleatoria binomial de pardmetros 1 y
i, €:€; = B(1,m;;). De este modo,
o _J 1 sigjeEs
%% =1 0 en caso contrario,
E(ee) =1-p(i,jes)+0-p(ibg¢s)=1-m;=my
Cov ( €, J) =F (e,e]) - E(e)E (ej) = m;; — mm;,

con lo que

B(tur) = £ (Zy’e')=§ B = 2y - 7 Zu=v

U teU

9.3.2 Varianza del estimador Horvitz—Thompson.

V(tyr) = %v (E &) _

iev i

Sy () g o ()

€U 1#£5eU Ty J

h“v Ef%mmwﬂ:

€U i#jeu MM

N2

= -[%2- |:Z 7‘1{_'2 )+ Z %l (7r~- —7r,-7rj):| :

ey i£jeU i iy

9.3.3 Estimador insesgado de la varianza.

Si m;; > 0 para todos los pares ¢ #3€elU,

WW:%h%wmnzﬁﬂﬁiﬂF

t€s 't 1#7€s

1 yi YiYj T — M

el -#;eU iz

Como E(e;) =m; , ysii#j E(ee;) = m;, tenemos que

EWwd—NZZ“ ) B(e)+
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Yill; My — ™
—J;’-E(e;ej)

mim; iy

=V{tyr).

Otro estimador de la varianza V ({yr) es el estimador de Yates y Grundy (1953),

?y(,' (tll’j‘) = ,17\1[72 [ Z Wﬂ_,ﬂ-‘f <gl _ &) :I )

i<ies Mg [
Ambos estimadores propuestos de la varianza del estimador Horvitz—Thompson son

insesgados, pero pueden tomar valores negativos.

Ejercicio 9.1 Se selecciona una muestra ordenada de tamario fijo igual a 4 con diserio
pplr. La muestra es s = (4,3,5,7) y los valores de la variable de interés observada
son respectivamente (33,21,15,9). FEstimar la media poblacional § con el estimador de
Hansen-Hurwitz para N =20, py = p3 = 55 Yy ps = pr = &, asi como estimar la varianza
de dicho estimador (de modo insesgado) con la misma muestra seleccionada s.

Solucioén.

tyy = Z =255
keSs ank
2
> (p Nth)
i 1€S
V(tgg) = Nn(n = 1) =12.75.

Ejercicio 9.2 Se obtiene una muestra con diserio pipt de tamanio fijon = 2. Esta muestra
resulta ser s = {2,1} y los valores observados sony, =4 ey, =8. Sim =35, m=2%y
T = £, estimar la media poblacional § y dar una estimacion de la varianza del estimador
de g (ambas insesgadas), si N = 4.

Solucién.

t — —
HT kzes NTrk

~ 1 11'2 [ i
Vitar) = 37 ZJ,?( Jaa= 05 T T | = 94.15

i€s 1 i#£j€s QLS| Tij



Capitulo 10

Muestreo por conglomerados.

§10.1 Introduccion.

Un conglomerado es una clase o parte de una clasificacién de la poblacién finita. Asi, si
tenemos L conglomerados, cada uno de ellos contiene varias unidades elementales de la
poblacién. Si el conglomerado ¢ (1 <7 < L) contiene N; unidades llamadas secundarias,
el numero total de unidades secundarias o elementos de la poblacién serd

En el muestreo unietapico por conglomerados (o muestreo por conglomerados sin sub-
muestreo), se seleccionan n conglomerados de entre los L que constituyen el colectivo, y
dentro de cada uno de estos n conglomerados se observan todas las unidades secundarias
que contienen. Asi los conglomerados son las unidades de muestreo y las unidades secun-
darias son las unidades de observacién ya que es de las unidades secundarias de donde se
obtiene la informacidn.

La variable de interés u observable es y;; parat=1,2,...,L;j=1,2,..., N,

La media del conglomerado i serd, (1 < ¢ < L)

J AL
Yy = ﬁzyig = i

ij=1

el total del conglomerado 1 es

Ni
NiTi s Eyq = Ni.u!"

i=1
La media poblacional es

1yL‘N-' 152 1
y:_q_‘gyi:_m,N'y.:_
Nn‘; 1 ! AN ot ‘ N

1j=

Me

Nipi = p.

=t
1
La cuasivarianza del conglomerado 7 es

81
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Ny )
5t = N, 1_ 1 > (yij —'.17.-)2 = Fi[\—/;——l—a'?

=1

y la cuasivarianza poblacional es

D’J.Z

N
(y-’j - y)z = N_——IOJ'

En estas condiciones el analisis de la varianza o variacién total se puede descomponer
en una variacién dentro de conglomerados y una variacién entre conglomerados de modo
analogo al muestreo estratificado,

El coeficiente de correlacion 1ntraconglomerados es

IZ

=

...
1
-

J

L
U—I—Z

=1

z] z
21_2

Ni

L Z (y,j - y) (Yix —7)

J#k
L IR )

(s -3)

que es un indicador del grado de homogeneidad de los conglomerados, donde en el deno-
minador aparece la varianza poblacional &2.

10.1.1 Estimador de la media con conglomerados del mismo tamaio.

En el caso en que los conglomerados sean del mismo tamarfio (N; = N, i =1,2,...,L) la
media muestral seria

lﬂ
:_ZNZ%J* Z% Zy, 1<n<l)

e =1 IES

siendo s una muestra de n unidades primarias o conglomerados. Iste estimador es inses-
gado para estimar 7 en muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento de conglomerados.
En efecto,

5 1) =L g

iCs 1€s qu 1€s
L—-1
EL: An-—1

il
3=
M-

ZII

=1

g;card ({s:¢ € s}) <%)
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(L -1
U Ng_ Ny
_nWNy L! TNLT N 7Y

nl(L — n)!

10.1.2 Varianza de la estrategia (mas, 7,,).

L—n S%
V(o) =—5— F

por analogia con V(mas,7,). Ademas

n

52_ 1 L e —\2
y;—mg(y;—y)

pues

ya que LN = N. Asi tenemos,

_ L—n L 2 L-n = 1
V(ycs)=m2(y;—y) = WL =1+ (

i=1

z2|

L—n LN
Sy [Z(yu -9+ %(y.'j — P (yix — ?)] =
B L—n [
~ L(L-1)nN"
(L —n)No? [
L(L - 1)nN’

No? 4+ N(N - 1)025] =

= 1+ (N -1)4].
Ahora, si N y L son suficientemente grandes, multiplicando y dividiendo por N y
haciendo uso de la aproximacién (L — 1)N = N — 1, concluimos que

.. N—nN ¢? —
V@)= w1 W[1+(N—1)6]

donde el primer factor es la varianza de la media muestral bajo disefio mas y el tamaifio
muestral es n N unidades simples, y el segundo factor representa el incremento o disminu-
cién de la varianza de 7, frente a la de 7,, cuando el muestreo es por L conglomerados
de tamarnio N.
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el
Sid= N1 (valor minimo) entonces V (7.,) = 0.

Si 8§ = 0 entonces V (7,,) = V (mas,7,) de igual tamaiio muestral.

Si § > 0 entonces V (7,,) > V (mas,¥y,) para el mismo tamaifio muestral.

La consecuencia es que lo ideal sera agrupar unidades en conglomerados de forma
que las unidades secundarias sean diferentes o heterogéneas entre si segin la variable de
interés.

10.1.3 Estimacién del total con conglomerados de igual tamafio.

El estimador sera,

N n

Nycs = ; 'z:; Yi
y su varianza aproximada serd
N —nN o? _— |
N N2Y (e ) N2 S _
V(Nycs)_N V(ycs)""N N -1 TLN [1+(N ]')(SJ

10.1.4 Estimacién de la proporcién con conglomerados de igual tamafio.

Si § es la proporcién muestral (media muestral de valores 0 6 1) serd insesgado para la
proporcién poblacional P,y su varianza es

N -nN PQ

ya que 0> = PQ,con Q =1— P.

10.1.5 Tamaho de la muestra con conglomerados de igual tamafo.

Si fijamos el error absoluto maximo e, para un coeficiente de confianza 1 —  en la esti-
macién de la media poblacional 7, por la desigualdad de Chebycheff tendremos

o2
PHycs_y'Se]Zl__:ﬁu:l—a

de donde
2 2 2
o5 il No o —
S — . 1 —1)6
T T e [[N~ )mN N- 1] [ St ]
por lo que el nimero de conglomerados a tomar sera n,
Ng?
= 7 77
— ae a
N -1)N —
( ) [I+(N--l)§+N—1]

que depende de 0% y & que en principio son desconocidos.
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Del mismo modo se obtendrian los tamafios muestrales para la estimacién del total o
la proporcién cuando los conglomerados son del mismo tamafio V.

10.1.6 Tamano 6ptimo de un conglomerado.

El tamafio del conglomerado N éptimo es un problema no resuelto hasta ahora, si bien se
han dado soluciones empiricas aproximadas debidas a Smith, Jessen 6 Hansen, Hurwitz
y Madow segin se recoge en el libro de Azorin y Séanchez-Crespo (1986).

§10.2 Muestreo por conglomerados de tamano desigual.

Sea ahora

N;
vi =)y = N
j=1
el total del conglomerado ¢ (1 <1 < L}, de tamafio N; y de media ;.
Dada una muestra aleatoria simple de n unidades primarias o conglomerados de los
L que componen la poblacién, una estimacién insesgada del total poblacional, N7, de la

variable de interés 7y” es

N L
t=Ny=—->y

- i:;Zyi

=1 1€s

siendo

y su varianza es

donde

10.2.1 Caso de probabilidades proporcionales al tamano del conglomerado.

10.2.1.1. Con reposicién.

Si de la poblacién de L unidades primarias o conglomerados, se extrae una muestra de
tamarfio n, con reposicién de modo que en todas y cada una de las extracciones la unidad
¢ tiene una probabilidad p; = ,ﬂvi, siendo
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L
0<p<l y Y p=1

=1

este disefio corresponde al estudiado pptr. Consideramos estimadores del total del tipo

{ = NU = ZC.% S‘C.yuet

€S el

siendo s una muestra obtenida por disefio pptr de conglomerados, ¢; son constantes,
y; = V7, totales de conglomerados, U la poblacién de L conglomerados y ¢; la variable
aleatoria auxiliar que mide el nimero de veces que aparece la unidad primaria ¢ en la
muestra, s.

=Yyl (e) =) cymp; = Ly, = >y
iev iev iU

cuando

o
]
l
i
%
=

Y su varianza serd

V)= (Zm, ,) = Zc2y;‘)‘V )+ Z cic;yiy; Cov (c;,ej) =

1€V el i#jel

=Y cyfnpi(1—pi) — Y. ccyysnpip; =

eU i#jeU
=n|Y cdylp =D cylpl — Y ccyypip; | =
= iev i#jeU

. [Z ciyip: - (Z C"y‘p‘) 7

el 1€y

, la varianza del estimador

t:Z yi.

1€S npl

y sustituyendo ¢; por

quedara

pues
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El estimador insesgado de V(1) es

V()= 3 (y' t>2
n(n - 1) 1€ES pl
En efecto,
5 (y yi y
—'—t) = (—'+t2—2t ')—
e i ; P 3
2
= y—;— tzzz:y—;e,—nt‘2
H=- ielU Di
de donde

n(n gy {Z{:} —n V) + (L7)°] } ,

<
—nl"w

y usando. (9.1)

17 _ ]- y|2 yl 1 —\2 _
E[V(t)]—n—l,eupn n(n—l .ezupt—}_n 1)( yl) —n——_l(Lyt) -

=[S 8 unp| = v

n e Pi

pues

1 1 n—1 1

n(n—l)_n—l_un(n—l):—ﬁ'

10.2.1.2. Sin reposicién.
Si la muestra de n conglomerados se selecciona mediante algiin procedimiento aleatorio

sin reposicién, tenemos como estimador del total L7, a

t=Ly, =Y cyi =) cyie
i€s el
donde la variable aleatoria auxiliar e; puede tomar ahora los valores 0 y 1 (para todo

1el).

=k (Z cig;;e;) Z iyl Z CilYimy

€U iU €U

1
y para que ¢ sea insesgado para el total Ly, basta tomar ¢; = —.
(]

Luego la expresion explicita del estimador ¢ es
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Vi _ Y
t—Z Spr e,

i€s i el

V(t):V(Ey'> Ey'v )+ Y 2% Cov (ene5) =

ey IEU 1#£jeU T

_Zy' —m) + E y'y]( 7r‘-7rj),

e ™ i#jeU

y un estimador insesgado de esta varianza es

P =T ha-n ¥ HTE=TE

ics 't i£jEs ?f" ?rij

§10.3 Submuestreo.

En el muestreo en dos etapas o bietdpico, se seleccionan primero n conglomerados o
unidades primarias. Después se seleccionan un nimero especificado de subunidades o
unidades secundarias o finales de cada uno de los n conglomerados extraidos.

10.3.1 Teorema de Madow.

Para calcular el promedio de un estimador en muestreo bietdpico, primero se promedia
la estimacion sobre todas las selecciones de la segunda etapa que pueden extraerse de un
conjunto fijo de n unidades elegido por el disefio muestral. Posteriormente, se promedian
sobre todas las posibles selecciones de n unidades por el disefio. Para una estimacién 8,
este método se expresa como

5(0) = 5[5 9)

donde E denota el valor esperado o promedio sobre todas las muestras, [, el promedio
sobre las posibles selecciones (en la segunda etapa), de un conjunto fijo de unidades
primarias, y F; denota el promedio sobre todas las selecciones de la primera etapa. La
demostracion es sencilla,

E(u)=E[E (u]|v)]

siendo v y v dos variables aleatorias discretas que pueden tomar N y M valores distintos
respectivamente,

E[E(ulv]—Em (ulv;) = i:: Z"Pda(“'”):
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M N
WY Py = D uip; =

7=1 =1

Mz

il
—

1

=

Pig
Py

donde hemos usado que p;); = —*. Este razonamiento es valido también para variables

aleatorias continuas.
Para la varianza de 6§ tenemos (teorema de Madow)

v (8 =vi[E0)] + £ % (9)]

donde V, (0) es la varianza sobre la submuestra, para unas unidades primarias determina-

das. V; ['] es la varianza sobre la muestra de unidades primarias seleccionadas. La prueba
es la siguiente:

Si 6 = E(0),

v(e)=£[(@-0)] = B[ (5-9)]-

Pero

Ey (0-6)" = E; (%) ~ 208, (0) + 6* =

~ 2 ~
= [£: (8)] + Vo (0) — 20E, (6) + 6*.
Ahora se promedia sobre las selecciones de la primera etapa. Como 0 = E, E2(§),

V) =m0 -+ 5% O] =[5 0)]+ 51k @).

La férmula de Madow puede generalizarse a tres o mas etapas, del modo

V(0) =i {B: (B (O)]} + Bi{va [ (9) ]} + £ {2 [wa (9) ]}

donde
E (a) = ElEzl_Cs (a) .
10.3.2 Estudio de una muestra bietdpica con unidades de primera etapa igua-

les.

Denotamos
y;; = valor de la j-ésima subunidad en la i-ésima unidad primaria.

m

= —_Zyl] =

= media muestral por subunidad en la 7~ésima unidad primaria.
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= media global de muestra por subunidades.

‘Qll
§I)—‘

L
3@ -9’
2 __ =1 —
8 = =3l

= cuasivarianza entre medias de unidades primarias.
I

, = (yl] i)2
== won -

= media de cuasivarianzas de unidades secundarias dentro de unidades primarias,

LHM2|

10.3.3 Estimador de la media.

Teorema 10.1 Si n= numero de unidades primarias seleccionadas, m =nimero de sub-
unidades, exiraidas ambas por diserio mas, Y es una estimacidon insesgada de § con va-
TIANZA

- L—-n S N- 52
VI = e 2

n N mn

Demostracién.

_ - 1
5@ - 5@ - 5 (35
La varianza se calcula asi,
V(@) =VE, @)+ £V, (Y).

B@=- ;X% =+ WE@I- 2 (10.1)

n

- 1 n 1 n
V(7)) =V, (; §ys(i)> =3 Z; V2 (ys(i)) - (10.2)

: 5%
1 2N ~m S& N—m,; :

m

siendo
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N 2
HT N ] Z (le y,-)

la cuasivarianza de subunidades para la i—ésima unidad primaria.

Como
L L N g
. S5k L) (w5 — %)
E il 52;) 1=1] 1=173= - =r SZ
1 ( 'Z:; 2 L L N - 1) 2
luego tendremos
— N-—-m 52
EV,0l=—< mn

Por todo ello

10.3.4 Estimador de la varianza de la media muestral.

Un estimador insesgado de V () es

L-ns N-m,

Vi) = L ;+ 1_\/_mLs2

con
i 2
Z(ys(.-)— )
P =1
n—1
y
3 i(y-':' Ys( ))2
S% i=1 =1

Veamos la prueba:

(n—1)st =3 (Fue — 7) Zyso

por tanto

J N —m 13\ 1&N-
(n—1)E, (51) Z +Z 52. <Ezy.> “;Z: N Sai
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pues

B (720) = [B: (50)] + Y% (50)
y

por (10.1) y (10.2).
Luego

(=B, (1) = 3

que multiplicando por

queda,

L—n o
S () =

L—-n 2( 12 z (L— -
n(n—1) Z (yi T Zyi) i L’mN

-
1l
—

i=1 i=1

y promediando sobre la primera etapa de disefio mas,

Cee ()]

Ln

1E V| (=)W —m) L
Y. — — Y, —_E Das | =
<y, n%{“) ] i Ln*mN ! 2921
L & o E=n)(N=m)
s DLt Ul e L
St

Ahora , como E,Ey(s3) = S3 | y el término anterior de S7 (mirese V(7)) tiene un

coeficiente

(L —n)
i

expresién anterior, quedando

previo, bastard multiplicar el término en S3 por

n

L

y sumar a la

5) = Ll—n . n(N=m),

S1++ — KH
n L Nmn
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10.3.5 Distribucién de la muestra en dos etapas.

Si admitimos la funcién de coste del tipo

C =c¢n + ¢ynm,

es decir, siendo ¢; el costo de seleccionar una unidad primaria y c, el coste de observacién
por unidad secundaria. Como tenemos

N 2 N-— 21 b 1
V@) = ni+Tmi:_ 512_2 +_52_l52
nm

L n N nm n

al minimizar V (¥) para C fijo, tenemos el langrangiano

e 5)y La ey '
qS—n 1Ty 2T T 1+ A(C —¢n — epnm)

que se resuelve asi,

0 1 St 1

;?Z T on N
O¢ 1 .,
6—7’]7, - '_‘WSZ - ACzn = 0
Luego
A= - 2 5_22 1 y 1 2
ot t+em) 7' N nm(e; 4+ cm) t T en2m?T?

2

o bien, multiplicando por n*m?c, (¢; + ¢;m)

SZ
mie, <512 - %) +me, S = (¢ + ¢;m) S5
que reordenando y simplificando resulta la ecuacién en m

mie 52—5—22 -8t =0
2 1 N 12

que resolviendo queda el valor 6ptimo,

y nos quedamos con el signo adecuado ya que m > 0. Finalmente

C

"= (c1 4+ ¢gm)’
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10.3.6 Muestra bietdpica con unidades de primera etapa desiguales.

Las unidades primarias se seleccionan con probabilidades proporcionales a p;

7
(pi > Oa ZP: . 1) 1

=1
con disefio pptr (con reemplazamiento). La submuestra es de tamafio m; subunidades
de la unidad primaria i, con disefio mas. Si la unidad primaria ¢ se selecciona mas de
una vez, se restituye la totalidad de la submuestra seleccionando independientemente m;
unidades secundarias con disefio mas (sin reemplazamiento). Un estimador insesgado del
total poblacional N7 es

- L3 M
S s
en efecto,
— 1 0 N."E,{.')) 1 < L Niu )
E{Ny)=-F — | ==I e | =
lE iN.-Ea (?a{e]) lzL:Niy,-E () iN_ e
= - o] = — €)= Y = VY

n -1 Pi nio P ' =1

siendo e; = k, si el conglomerado 7 se selecciona k veces, con Fy(e;) = np; (¢ =1,2,...,L).

La varianza de N7 se obtiene asi, haciendo uso del teorema de Madow,

v (Ng) = BV, (Ng) + VB, (N)

L T L :
v, (Ng) =V, (12 M6) = '1—226?]:—52‘/2 OE

LU= P L 51 1

siendo S,»2 la cuasivarianza dentro del conglomerado 7 (1 < ¢ < L}.

L / )EN TH.,S

Y (N5) = 53 By (2

i=1 piz N i1 '

_ X’: 1 —pi + npy; N? N; —m; s,
= np; Nym;

pues

Ey (ef) = Vi (e:) + (B (e)) = npi (1= pi) + npf = npi (1= pi + npy).
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B, (N§) = B, <— i, ) - - e,
: (V) n,; P; n; pi
pues Ey(Fy)) = Ve
. " NT ) 1 M
vlba(Ny)zvl(Z ) = — Y =reHi (e
i=1 npi & =1 p‘
1 & Nt L Nig?
—HQE - np; ( P;)~; — (1—p;)
Luego,
— Ll —pitnpi o, Ni—my L N}
V(Ny) :g np; Ni N;Tn{ S" +§ npy (l_Pi)~

El caso de estimacién de proporciones es idéntico al de estimacion de medias y éste es
practicamente igual a la estimacién de totales N7j.

Ejercicio 10.1 Un establecimiento comercial dispone de 1.500 facturas que recogen los
ingresos durante un mes de trabajo; se desea estimar el total focturado mediante mues-
treo sistemdtico, tomando un arranque aleatorio entre las 15 primeras facturas. Por la
experiencia pasada se sabe que el coeficiente de correlacion intraconglomerados es apro-
vimadamente 6 = 0.5. Se desea saber si la varianza del estimador usual en muestreo
sistemdtico es mds del doble que la varianza de la esirategia (mas, Y,) con idéntico ta-
mano muestral.

Solucién.
Il tamafo muestral es

N 150[1
= ]\" = 15 = 100

V()= Nt Tt (=8 = V) L+ (r - 18] > 2V (7)),

cierto, pues
I+ (rn—=135=1+99-0.5=>50.5> 2.

Ejercicio 10.2 Con el fin de estimar la calidad de cierta marca de cerillas se examina
la produccidn que estd empaquetada en cajas de N = 50 fdsforos. El mimero de cajas
producido es de N = 300. Il objetivo es estimar la produccidn de cerillas defecluosas para
lo cual se prueban n = b cajas de modo destructivo. La proporcion estimada de unidades
defectuosas por caja en lus b muestreadas es de p = 0.3. ;Cual serd la varianza de este
estimador si suponemos que p estina bien la proporcion poblacional P y el coeficiente de
correlacion intraconglomerados es § =07
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Solucién.

. N-aN P e :
V(p) = N—_”I % [1+ (N —1)8] < 0.0001405

Ejercicio 10.3 En el problema anterior, ;Cudl serd el tamario muestral n de cajas o
unidades primarias para que el error absoluto mdrimo de muestreo, e, sea igual a 0.001
para un coeficiente de confianza 1 — o = 0.907

Solucién.
NPQ B
ae? " PQ |1
1+(N-1)§ N-1

6.

n —

(N -1)N

Ejercicio 10.4 Averiguar el tamario muestral n necesario para asegurar que el estimador
Yoy, de la media G, con conglomerados del mismo tamasio N = 30, fijado cl error absoluto
mdzimo e = 0.05 para un coeficiente de confianza 1 — a = 0.95. El tamario poblacional es
N = 30000 unidades. Ademds la experiencia en estudios anteriores nos da una estimacion
de la varianza poblacional 0% = 0.15 y del coeficiente de correlacion intraconglomerados

6=0.1.
Solucién.

No? B
— 016'2 0’2 -
N —-1)N — + .
(V-1 [I+(N—l)5 N—l]
30000 - 0.15 .
" oo 390050057 05|~
12900 T 29999

n =

Ejercicio 10.5 En una empresa industrial se empaquetan los productos en lotes de N =
10 unidades, produciéndose diariamente L = 2000 lotes. Con el fin de estimar la calidad
del producto se procede a la estimacidn de la media poblacional § de cierta caracteristica
"y”, en muestreo bietdpico seleccionando n = 20 lotes por muestreo aleatorio simple sin
reemplazamiento (mas), y dentro de cada lote extraido se examinan m = 3 unidades por

mas. Estimar de modo insesgado la varianza del estimador usual

_ 1
y:—
nl.=17n].=1

sabiendo que de la muestra obtenemos que

Y
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o 1 L N2
S3 = m ZZ (y-‘j - ys(i)) =3

=1 3=1
Solucioén.
v L—n s W—m2_200(}-—20 0.3 10 -3

@)= ot Fmr 2~ 200 20 T 10.3.2000° = 0152

Ejercicio 10.6 En una primera fase se selecciona, con diserio masr de tamano n = 5,
una muestra. En sequnda fase, de la muestra anterior se selecciona una submuestra con
diserio masr de tamario m = 2. Obtener la varianza de la media muestral de los datos
observados en la sequnda fase, en funcidn de la varianza poblacional.

Solucién.

En la primera fase seleccionamos una muestra de tamafio n = 5, y denotamos por 7,
K& y @ a la media muestral, cuasivarianza muestral y varianza muestral respectivamente
en la primera fase. Fn la segunda fase se submuestrea la muestra de la primera fase, con
el nuevo tamafio muestral m = 2, cuya media muestral, T, es de la que se pide su varianza.
Usando el teorema de Madow en dos fases,

—2 —1_
V() = —= =5
m mn
de donde
_ n—1_, n—1 —2 n—1, 2,
EV@ =B (55 ) =2k (%) = 2ot = 0
EQ(T):T7
y entonces
’ 0'2 0'2
VE@I=W(E)= =+
Luego:
2 2 3
V@) = E V@) + Vil @) = 0"+ 5 = £,

siendo o la varianza poblacional.

Ejercicio 10.7 ;Cudndo se podria llamar una particion en conglomerados con el nombre
de estratificacion?

Solucion.
Cuando se seleccionan todos los conglomerados para ser observados total o parcial-
mente,.
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Ejercicio 10.8 Si en una lercera etapa el estimador 8 es constante, obtener la varianza
incondictonal de 8.

Solucién. ~
En cualquier caso si § = ¢ (constante)

V)= BE () + s (3) + Vi (6) =
= EiE;(0)+ EiVa (o) + ViEa () =

— B (0)+ B (0)+ Vi (c) =
= 0+0+0=0.

Directamente también puede calcularse:

V(8) =V()=0
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Diseno de encuestas.

§11.1 Poblacién y marco. Tipos de unidades.

Llamamos ”poblacién objetivo” a un conjunto de unidades del que se requiere informacién.
Para obtenerla, es necesario medir u observar en cada unidad uno o varios caracteres.

En realidad la poblacién disponible no suele tenerse depurada, es decir no aparecen
todas las unidades (omisiones), en otros casos existen duplicaciones (repeticiones) y uni-
dades extrafias (o vacias). Por otro lado la informacién no podra ser observada por su
inaccesibilidad para unos medios dados, por su negacién a ser medida o por su ausencia.
Esto hace que el conjunto que es realmente objeto de investigacién, llamado ”poblacién
investigada” difiera de la poblacién objetivo ( la ”poblacién investigada” que contiene las
unidades observadas y aquellas que podrian haberlo sido si se hubiera propuesto, debe
estar contenida en la ” poblacién marco”, aunque podria no ser asi en algin caso de
muestreo no probabilistico). Llamamos ” poblacién marco” al conjunto de unidades a
partir del cual se selecciona la muestra.

§11.2 Recogida de datos.

Si disponemos de una poblacién marco, dispondremos de los medios que nos permitan
identificar cada unidad de la muestra seleccionada y localizarla. Si las unidades fueran
personas dispondriamos de sus direcciones y/o teléfono para su accesibilidad por parte
del encuestador, quien serd el encargado de medir la o las caracteristicas en estudio para
cada unidad seleccionada en la muestra.

§11.3 Cuestionarios. Trabajo de campo.

La tarea de redactar el cuestionario es muy delicada. Las preguntas realizadas deben
exponerse con la mayor sencillez y claridad para no dar lugar a errores de interpretacién.
A este objetivo contribuye el realizar estudios pilotos o previos, que indicarén las posibles
malinterpretaciones y se pueda modificar el cuestionario a fin de que el definitivo sea claro
en estudios de poblaciones humanas.
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En el trabajo de campo, el entrevistador debe estar adecuadamente advertido de los
posibles errores o malinterpretaciones por parte del encuestado, con el objeto de eliminar
este tipo de errores, que se traducen en sesgos en la posterior estimacién. En algunos casos
una conglomeracién adecuada puede ahorrar mucho coste econémico del presupuesto; asi
como estratificaciones o muestreos sistematicos, etc.

§11.4 Tabulacién de resultados.

A la hora de presentar los resultados investigados se ha de tener precaucion de no dar el
origen de la informacion y consetrvar el adecuado secreto estadistico y por tanto no deben
darse datos individualizados sino conjuntos, con lo que se evitan posibles filtraciones de
informacion y se salvaguarda el anonimato de los encuestados.

La presentacién de datos se hard con completa claridad y evitando en lo posible am-
bigliedades de cualquier tipo. Pueden resultar ttiles diversos métodos de representacion
grifica de los resultados (graficos de sectores, piramides, diagramas, etc.).
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Fuentes de error en las encuestas.

§12.1 Calidad de los datos censales.

Ademas del ”costo superior” de un censo frente a una muestra, la "mayor lentitud” en la
recoleccién y presentacién de datos, y "menos posibilidades” ya que el personal utilizado
es menos cualificado que el que podria ser empleado para una encuesta; en una encuesta
por muestreo al reducir el volimen de trabajo se puede emplear personal mas capacitado
y someterlo a un entrenamiento intensivo, pudiéndose dar una supervisién cuidadosa
del trabajo de campo y del procesamiento de resultados, asi como que puede producir
resultados mas exactos que la enumeracion completa o censal.

§12.2 La no respuesta.

Usualmente en teoria de muestras se suponen que
a) la poblacién marco coincide con la poblacién objetivo,
b) que todas las unidades de la muestra son observadas y
¢) que la informacién obtenida es correcta.

Si falla la suposicién a) da lugar a los errores de cobertura (ya sea por defecto -
omisiones- o por exceso -duplicaciones y unidades extrafias-).

Si falla la suposicién c) da lugar a los errores de medida.

Si falla la suposicién b), no se obtiene informacién en todas las unidades de la muestra
y diremos que existe falta de respuesta o no respuesta. La no respuesta puede deberse a:
la ausencia temporal del respondiente durante las horas de entrevista, negativa absoluta
a colaborar, falta de conocimientos o capacidad por parte del informante, método de
recogida de datos, condiciones personales y grado de adiestramiento de los entrevistadores,
motivacién de los informantes, etc.

Si la caracteristica que tratamos de estimar es la media poblacional 7, y utilizamos
solo unidades del estrato (1) de unidades que contestan, se produce un sesgo al usar la
media muestral ¥y, dado por
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B (ys(l)) =L (53(1)) ~7=9 — (A7 + P7,) =

:(1_P1)51+P252:P2(y1_%)

que resulta proporcional al peso del estrato (2) de unidades que no contestan, P, y a
la diferencia entre las medias de ambos estratos, (7, — 3,). Existen algunos métodos de
tratamiento de la falta de respuesta que permiten corregir este sesgo.

Uno de ellos es el método de Hansen y Hurwitz (1946); en una primera etapa se
selecciona una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de n unidades. Habrd n,
que no contestan y n, que no responden, n; + ny, = n. De entre las n, que no contestan
se disuade, a una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de tamafio ng < nq, de
responder a la pregunta requerida.

El estimador sera para el total Ny =Y

¥ =2 (madi) + mafin)

donde ¥,y es la media muestral de las observaciones tomadas en la primera fase, y donde
Yy(21) €s la media muestral obtenida en la segunda fase.

E (}7) = %E1 [nﬁs(l) + ng B (?s(m))] = %El (ng,) = Ny
resulta ser insesgado, y su varianza es
v (¥) =B (Y)+ £V (V)
donde
N—-n §?

N n

ViE, (V) = Vi (Vg,) = N?

i N N . n, —ny G52
V, () ) =V, (;nzysmo = ?n;_u 2n

) 21

donde 5%, es la cuasivarianza de la muestra s(21),

-~ N? ng—ngy ; N? ny—ng
n Ny n ngy

Luego:

Niny (ng —ngy) g2

v({¥)=Nw- )-2+ S

‘v:zl

siendo S? la cuasivarianza del estrato de no respuesta.
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Otras técnicas.

§13.1 Métodos de muestreo no aleatorios.

Corresponden a técnicas de muestreo no basadas en un disefio muestral, sino por ejemplo:

2)

b)

Una parte facilmente accesible de la poblacién (ejemplo: muestra de carbén a 15 6
20 cm. de la superficie de un vagén).

Se selecciona a la ventura (ejemplo: se sacan 20 conejos de experimentacién de una
jaula segin los alcance con la mano el investigador).

Cuando la poblacién es pequena y heterogénea, el investigador inspecciona la tota-
lidad de ésta y selecciona una pequefia muestra de unidades tipicas, unidades que
a su parecer estén cercanas al promedio de la poblacién (”seleccién intencional” o
"de juicio”).

La muestra consta de entrevistados voluntarios (en estudios donde el proceso de
medicién es desagradable o penoso para el que estd siendo investigado).

El muestreo por cuotas es un método muy utilizado en la practica, si bien tampoco
tiene base probabilistica. El procesamiento consiste en hacer una muestra represen-
tativa de la poblacién cuando ésta esta estratificada segiin una serie de variables
auxiliares (ejemplo, si se trata de personas se puede conocer la proporcién de va-
rones y de hembras, en el caso de una variable auxiliar ”sexo”; también podria
subdividirse cada estrato por la "edad” si el individuo tiene mayoria o no de edad,
etc).

Estas informaciones auxiliares permiten clasificar la poblacién y dar la frecuencia
relativa de cada clase. Obligando a que la muestra guarde esas mismas frecuencias
relativas que existen en la poblacién para las submuestras de cada clase, imponemos
un criterio de representatividad. Los entrevistadores tienen asignados un mimero o
cuota del tamafio muestral de cada clase y deben de hacer entrevistas hasta cumpli-
mentar el tamafio previsto, eligiendo las unidades de un modo similar de seleccién
a la ventura, lo que conlleva sus riesgos debidos a los posibles sesgos introducibles
por el encuestador, como su horario o lugar de trabajo, etc.
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Ninguno de éstos métodos tiene posibilidad de calcular el error de muestreo al no
basarse en disefios aleatorios o probabilisticos.

§13.2 La investigacién de mercados.

Generalmente dardn lugar a series cronolégicas y constituyen uno de los elementos basicos
del analisis de la demanda, a dos niveles (macroeconémico —de la economia nacional- y
el microeconémico —de empresas, comercial o de negocios—).

Tres campos principales de aplicaciones del muestreo a los problemas de mercado son:

a) Estructura del mercado (composicién de la poblacién por sexo, edades, clases so-
cioecondmicas, etc.).

b) Preferencias del consumidor (conocimiento de habitos, necesidades, gustos, expe-
riencias, etc. sobre productos considerados por consumidores efectivos o potencia-

les).

c¢) Técnicas de venta (y trata de aprovechar conocimientos adquiridos en experiencias
anteriores para lanzar al mercado ciertos productos en condiciones dptimas).
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Tablas de niimeros aleatorios.

§14.1 Presentacion.

Las tablas de nimeros aleatorios recogen digitos del 0 al 9 obtenidos con equiprobabilidad
cada uno, e independientemente cada uno de los restantes. Hemos recogido las tablas de
los autores Royo y Ferrer (1955) obtenidas a partir de selecciones de la Loteria Nacional.

Ejercicio 14.1 Por simplicidad, supongamos que existen N = 10.000 unidades en la po-
blacidn finita y debemos seleccionar una muestra de tamario n = 20 por mas. Las unidades
se consideran numeradas de 0001 a 9999 y 0000 (como unidad 10000). Determinar las

unidades seleccionadas.

Soluci6n.

Como disponemos de las tablas de nimeros aleatorios de Royo y Ferrer, cada digito
estd seleccionado por un sorteo independiente entre los nimeros 0,1, 2,... al 9. Tomando
de 4 en 4 digitos tendremos las unidades selecionadas, con la condicién de que si se repiten
dos grupos de cuatro nimeros consecutivos debemos rechazar el tltimo grupo ya que el
muestreo es sin reemplazamiento, y continuar obteniendo grupos que no han aparecido
antes.

Operando asi, las unidades selecionadas, haciendo uso de las tablas de que disponemos,
son

4266 5984 7689 7808 9416 3821 5103 9964 2004 3708
1309 4371 5017 5120 6376 5333 5717 1895 8872 1851

entre las que no han aparecido ningun grupo repetido.

Comentarios.

Si se nos hubiera pedido una muestra con diseiio masr el procedimiento sera analogo, sin
rechazar grupos repetidos en el caso en que surgieran 2 6 mas iguales.

Si N = 5000 podriamos seleccionarlos asi: los tres dltimos digitos serian como aparecen
en grupos de 4 digitos o cifras, y el primero sera 0 si aparece 0 6 5 en dicho lugar, 1si 1 6
6,251267,3s1368,45s14069y nunca apareceran nimeros en primer lugar superiores
o iguales a 5 (salvo 5000 que es también el 0000).
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Ejercicio 14.2 Ezplicar cémo selecionar una muestra con diserio pptr de una poblacion
finita de tamario N, haciendo uso de las tablas de nimeros aleatorios.

Solucién.
Formariamos la tabla siguiente, cuando el entero x;ap;, siendo p; la probabilidad de
seleccién de la unidad 7 en cada seleccién con reemplazamiento.

Unidad T Intervalo acumulado
1 Np, De 1 hasta, q
2 Np, " z;+1 i T1+a,y
3 Nps 7 p+ oz +1 ? T+ xy + x5
N-1 N
N NPN " Z z; + 1 » Z T
i=1 =1

Se seleccionan al azar basandonos en tablas de niimeros aleatorios las n unidades mues-
N
trales comprendidas entre 1 y Z z; siendo los nimeros z; enteros positivos.
i=1
Si por ejemplo, el nimero aleatorio estd comprendido entre z, + 2, + 1y =, + 25 + z3,
tendriamos seleccionada en la muestra la unidad 3.
Del mismo modo se seleccionan sucesivamente las n — 1 restantes unidades, entre las
cuales podria haber unidades repetidas ya que el disenio es con reemplazamiento.

Comentario.

Con disefio ppt habria sido andlogo al disefio pptr, omitiendo unidades repetidas.

§14.2 Tablas.

Tablas Auxiliares de Estadistica. (J. Royo y S. Ferrer, 1955). C.S.I.C.-Instituto de
Investigaciones Estadisticas, Madrid.
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