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PROLOGO:

Esta Monografia, de nivel medio, pretende ayudar a numerosos alumnos de Escuelas
Universitarias, Escuelas Técnicas Superiores, Matematicas, Fisicas, etc., reuniendo en un
pequefio volumen los principales conceptos y operaciones que se manejan en las teorias de
vectores y campos vectoriales.

Algunas de las materias tratadas en ella son bien conocidas, otras, en cambio, son
nuevas o presentan un enfoque distinto. En todo caso la Monografia no estd destinada
unicamente a estudiantes de los primeros cursos de carrera, pues pensamos que una obra no

debe contener solamente lo que se va a estudiar, sino que pueda ser (til en afios sucesivos.

Aunque pueda parecer que se hace un abuso de las matemadticas, éstas se usan porque
son una herramienta Util y precisa en los desarrollos, sin olvidar nunca el sentido fisico de
los problemas estudiados, ya que de lo contrario el alumno sélo tendré una visién parcial de
los mismos.. En cambio, para los matematicos, acaso la obra carezca del rigor al que estén
acostumbrados, como sucede al estudiar los teoremas de Gauss, Stokes, etc., pero cuya
interpretacion fisica es fundamental. Las cuestiones y ejercicios que figuran al final de cada
capitulo pretender acostumbrar al lector a resolver problemas y formularse preguntas.
Algunos ejercicios, pocos, no contienen datos numéricos, para evitar la costumbre de los
alumnos a trabajar tnicamente con nimeros. Finalmente, creemos que es muy importante, al
tratar de resolver ejercicios, que el estudianté se acostumbre a pensar que esta tratando con
cantidades y con férmulas homogéneas.
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INTRODUCCION: MEDIDA DE LAS CANTIDADES.

1.- MEDIDA DE LAS CANTIDADES DE LAS MAGNITUDES FiSICAS.

La palabra fisica procede del griego y significa naturaleza. Por esto, al menos en
principio, la fisica puede definirse como la ciencia que estudia el mundo inanimado; es
decir, los fendmenos fisicos que tienen lugar en la naturaleza.

Esta definicién tiene el inconveniente de apoyarse en el concepto de fenémeno
fisico, definido sin precisién como el cambio que tiene lugar en los objetos modificando el
modo de estar, pero no el modo de ser de los mismos. Mds adelante estableceremos una
definicion més precisa.

Si se considera un grupo de objetos se puede distinguir en ellos una serie de
cualidades, atrihutos o caracteristicas comunes, que sirven para caracterizar ya las
propiedades especiales de los objetos, ya las particularidades de los fenémenos que
observamos. Cada una de estas cualidades (longitud, tamafio o volumen, masa, dureza,
tiempo, etc.), se presentan en cada uno de los objetos con distinta intensidad o cuantia.
Por ejemplo, no todos los cuerpos tienen, como se dice, igual tamafio, ni tienen el mismo
color, etc. Los estados particulares que pueden adoptar los atributos o cualidades de los
objetos o fenémencs se llaman cantidades, y a las propiedades, caracteristicas o cualidades
abstractas de los cuerpos o fenémenos, capaces de variar cuantitativamente, les
llamaremos magnitudes.

Todos los cuerpos, en conjunto, tienen longitud; pero no todos tienen la misma
cantidad de longitud. El concepto de cantidad es mas simple que el de magnitud y, por
tanto, mds facil de comprender. Desde el punto de vista de lo simple a lo general, puede
decirse que el conjunto de cantidades de una cualidad es una magnitud; cada uno de los
elementos del conjunto (magnitud) es una cantidad. Las cantidades de una misma magnitud
se dice que son homogéneas o cantidades de la misma especie de magnitud.

En realidad, para que una cualidad pueda llamarse magnitud es preciso que se
puedan definir la igualdad y la suma (o cociente) de cantidades de esa magnitud. La
igualdad debe satisfacer las propiedades: idéntica, reciproca y transitiva; la suma, las
propiedades uniforme, asociativa, modular y, en ocasiones, la conmutativa. Se sobrentiende
que solo puede establecerse la igualdad o la suma de cantidades si son homogéneas. Asi,
por ejemplo, podemos sumar dos cantidades de longitud, pero no una cantidad de iongitud
con otra de tiempo, etc.

Las cantidades las representaremos por un simbolo, generalmente con una letra
latina o griega; asi: a, m, t, U, a, B, etc.. Con esta representacién tenemos:
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Propiedades de la igualdad:
Idéntica: a = a
Reciproca: sia = b también: b = a
Transitiva: sia = byb =c,a =c¢
Propiedades de la suma:
Uniforme: La suma de varias cantidades es Unica.
Conmutativa: @ + b = b + a
Asociativa: a + b+ c=(@ + b) + ¢
Modular: @ + O = a, hay una cantidad llamada nula que sumada a
cualquier otra no altera la suma.

Las magnitudes fisicas se pueden definir cualitativa y cuantitativamente. La
definicion cualitativa o epistémica, siempre que sea posible, no debe omitirse, y sirve para
saber de que se habla. El espacio y el tiempo son ejemplos de magnitudes que no suelen
definirse cualitativamente pues su significacion es clara para todos. Definir cuantitativamen-
te una magnitud es encontrar el método de medida de sus cantidades; es decir, encontrar
un procedimiento que permita determinar cuantas veces una cantidad de la magnitud
contiene a otra de la misma especie, que se toma como unidad de esta especie de
magnitud.

Si @ es una cantidad de una magnitud cualquiera A (puede ser una longitud, por
ejemplo) y [a] es la unidad elegida, la medida de la cantidad a es:

(@) = [% M

El resultado de la medida es un ndmero real (En la practica, solo se obtienen nimeros
racionales, enteros o fraccionarios, ya que no se puede llevar la apreciacion de las medidas
mads alid de cierto limite, impuesto por la precisién del instrumento de medida). Ei nimero
(a), resultado de la medida, se llama valor numérico de la cantidad a, e indica cuantas veces
la unidad [a] esta contenida en la cantidad de la-magnitud. Por tanto, para toda cantidad,
se cumple: Cantidad = Ndmero por unidad

Ejemplo: La cantidad de longitud de un objeto se puede expresar de muchas
maneras: a2 = 150 ¢cm = 1,5 m = 0,0015 km = 58,89 pulgada, etc.

El valor numérico de toda cantidad, segin (1) es inversamente proporcional al
tamafno de la unidad elegida; es decir, si toma una unidad pequefa (grande) el valor
numérico es grande (pequefio). Esto se ve claramente en el ejemplo anterior con las
unidades cm, m, etc.

Si (a) y (") son los valores numéricos de la cantidad @ medida con las unidades [a]
y [a], tendremos:

a = (allal =(a’la’l (2)

Una cantidad no depende de la unidad de medida, pero el valor numérico de una
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cantidad, por el contrario, depende de la eleccién de la unidad adoptada. Por consiguiente:

(@ _ 2l . 3)
(@) lal

que muestra que las medidas estdn en razén inversa de las respectivas unidades.

El criterio por el cual una magnitud fisica queda definida cuando se dan procedimien-
tos para medir sus cantidades se llama punto de vista operacional, porque la definicién es,
en el fondo, una serie de operaciones de laboratorio que conducen, finalmente, a un
ndmero cuando se toma una unidad. Las operaciones pueden incluir.célculos aritméticos
o algebraicos. Cuando en fisica se habla, por ejemplo, de longitud de un cuerpo se admite
implicitamente el conjunto de operaciones de laboratorio que hay que realizar para
establecer su concepto. Lo mismo puede decirse con respecto a cualquier otra magnitud
fisica. El gran valor cientifico de esta aptitud operacional se puso de manifiesto al ver las
contradicciones a que se llegaba con conceptos e ideas que, por su misma definicion o
formulacién, no podian relacionarse con ninguna operacién de laboratorio y las notables
modificaciones que experimentaban otros, como los conceptos de tiempo y espacio, al
relacionarlos con determinadas operaciones de laboratorio realizadas con metros, relojes,
sefiales luminosas, etc.. Precisamente, es por esto que podemos decir que la fisica se
ocupa de la medida de las cantidades de las magnitudes fisicas y sus relaciones. Dice
Poincare (1): lo que no se mide no puede ser objeto de la ciencia.

La ventaja de comprometernos a usar, para describir situaciones fisicas, sélo
aquellos conceptos que pueden adquirir significado en términos de operaciones fisicas,
reside en que, haciéndolo asi, no debemos rectificarnos nunca. Claro que esto no quiere
decir que no puedan usarse otra clase de conceptos; pero ellos exigen una justificaciéon que
no puede ser encontrada hasta que sea comprobada experimentalmente. Como dice
Bridgman (2): La convencién de que los conceptos fisicos deben ser definidos en términos
de operaciones fisicas es de una utilidad tan obvia que, en la actualidad, es exigida y
aceptada implicitamente por casi todos los fisicos. Sin embargo, conviene aclarar en
relacién a la igualdad y suma de cantidades, que las operaciones implican que éstas se
deben verificar:

1) Con respecto a un sistema o cuerpo de referencia.

2) Con independencia de toda referencia particular.

Vamos a referirnos, por ejemplo, al caso de la masa pesante, estética o gravitatoria.
Podemos definir la igualdad de masas diciendo que dos masas son iguales cuando
colocadas en el platillo derecho de una balanza determinada (sistema de referencia),
equilibran una misma tara, colocada en el izquierdo. Se pueden asi clasificar los cuerpos en
clases, incluyendo en cada una de ellas aquellos cuerpos que pueden ser sustituidos unos
por otros para equilibrar a una misma tara de la balanza. Asi queda definida la igualdad con
respecto a esa balanza particular. Solamente cuando comprobemos que si dos cuerpos
tienen la misma masa gravitatoria con respecto a una balanza, la tienen respecto a
cualquier otra balanza, podemos considerar la igualdad como una relacion e;ntre los cuerpos
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comparados, con independencia de toda referencia a una balanza particular. Andlogamente
con respecto a la suma.

Al definir asi la masa gravitatoria, seguimos sin saber qué es la masa gravitatoria,
pero sabemos medirla. Al obrar de este modo, admitimos las limitaciones que impone esta
postura,-al prescindir de saber lo que las cosas son realmente.

Se suelen clasificar las magnitudes fisicas en fundamentales y derivadas. Tal
clasificacién es arbitraria en el sentido de que una magnitud puede considerarse como
fundamental en algun grupo de operaciones y como derivada en otros. Sin embargo, suelen
incluirse en las primeras aquellas magnitudes, como el espacio y el tiempo, que correspon-
den a nociones primitivas, es decir, que no tienen necesidad de definicién cualitativa,
porque su significado es claro para todos, y su definicién operacional se puede establecer
de un modo intrinseco, sin recurrir a la medida de otras magnitudes. Las magnitudes
fundamentales no se definen mediante relaciones, sino por definiciones previamente
establecidas.

Las magnitudes derivadas son aquellas cuyas operaciones de definicién se fundan
en el uso de otras magnitudes fisicas; necesitan, por tanto, de una definicién particular. En
general, su concepto deriva de una prescripcién o formula con la que se especifican las
operaciones que se han de realizar con las medidas de las cantidades de otras magnitudes
para obtener la medida de la cantidad de la magnitud en cuestién. Por ejemplo, la densidad,
la velocidad, la aceleracién, etc., son magnitudes derivadas.

2.- METODOS DE LA FiSICA. MODELOS.

Para estudiar la naturaleza y las leyes por las que se rige, la fisica hace uso de la
observacién y la experimentacion. La observacién consiste en contemplar la naturaleza,
pero sin intervenir en los fenémenos que en ella tienen lugar. En la observacién, el hombre
(el fisico) es mero agente pasivo del espectdculo que contempla, como cuando ve una
proyeccién cinematogréafica. Asi, por ejempio, hacemos observacién cuando contemplamos
una tormenta, y los objetos que caen (piedras, hojas y frutos de los arboles). A pesar de
las limitaciones que esto supone, mediante la observacién, se puede llegar a precisar como
se realizan fenémenos y en qué condiciones. Si preguntamos cdmo caen Jos objetos, la
observacién responde que ‘hacia la superficie de la Tierra, y si preguntamos cudndo,
responde que cuando estdn libres; es decir, cuando no estan sujetos o apoyados.

La experimentacion consiste en llevar a cabo una observacién provocando
artificialmente el fenémeno en condiciones determinadas y repitiéndolo tantas veces como
sea necesario. Variando las condiciones se pueden descubrir qué cosas influyen en él. Pero
la experimentacién lleva consigo la abstraccion de hechos particulares; es decir, fijar la
atencion en algunos rasgos y caracteristicas del fenémeno en estudio y prescindir de otros.
De esta manera, simplificando los fenémenos, y también idealizéndolos (cosa imprescindible
si tenemos en cuenta la complejidad que presentan los fenémenos mas simples), podemos
formarnos una idea més clara del fenémeno que estamos estudiando. La observacién yla
experimentacién constituyen la primera etapa del método cientifico.
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A cualquier hombre que observé la caida de los objetos se le puede ocurrir
preguntar: ;todos los objetos abandonados libremente.desde una misma altura, llegan al
suelo al mismo tiempo?. Si no es asi, ;qué influye para que el tiempo no sea el mismo?.
Para contestar a estas preguntas, nuestro hombre prepara su experimento: toma varios
objetos distintos y los suelta desde lo alto de un muro, arbol o desde donde puede. Pronto
llegard a unas conclusiones: la primera es la influencia del viento; la segunda, que hay
caracteristicas especiales de los cuerpos que influyen en el tiempo que tardan en caer,
como son: forma de la superficie, tamafio, etc. Vera que el rozamiento es factor importante
y, posiblemente, decidira repetir el experimento en el interior de un edificid, para evitar la
influencia del viento, y anular o hacer que el rozamiento sea el mismo para todos los
cuerpos. El resultado es que el fenémeno original de la caida de los cuerpos en el aire
quedé simplificado al estudio de la caida de los cuerpos en el vacio o presentando la misma
superficie de rozamiento. )

La idea de que todo puede ser comprendido si se reduce a sus partes constituyentes‘
ha sido aceptado por todos los cientificos durante varios siglos. Por eso, los fenémenos
complejos se simplifican o reducen a otros més sencillos. Cada uno de estos fenémenos
simples se analizan por separado. Después se relacionan unos con otros y, de esta manera,
podemos formarnos una idea més clara del fenémeno completo.

Mediante la observacién y la experimentacion se pueden hacer medidas de las
cantidades de las magnitudes fisicas que intervienen en los fenémenos y establecer
relaciones entre los valores numéricos de las cantidades de las magnitudes fisicas
observadas. De los muchos fenémenos que tienen lugar en la naturaleza, con ayuda de la
abstraccién, intentamos deducir caracteristicas comunes a todos ellos y, si sometemos.a
examen un admero suficiente de hechos anélogos, podemos enunciar los principios
generales o leyes en los que se basan. La abstraccion, pues, es Util para generalizar
resultados y enunciar feyes. Entendemos por ley cada una de las relaciones existentes entre
los valores numéricos de las cantidades de las diversas magnitudes que intervienen en un
fenémeno.

Estas leyes son leyes empiricas. De este tipo son las leyes Kepler y las leyes de
Boyle-Mariotte y Gay Lussac. Una ley empirica es una expresién que resume un ntimero
grande de datos y contiene muchas observaciones experimentales, esquematizadas y
acumuladas mediante un proceso de generalizacién. Pero como nunca podemos estar
seguros de que hemos considerado todas las magnitudes que intervienen en un fenémeno
ni de la exactitud de las medidas de las cantidades de las magnitudes que intervienen, el
enunciado de una ley es forzosamente incompleto. Una ley empirica no contiene mas rigor
que las me:didas de los experimentos sobre los que descansa. Siempre se debe ‘espérar que
medidas mds precisas, o un andlisis més profundo del fenémeno, nos obligue.a incorporar
nuevos términos a nuestras formulas. Esto, por ejemplo, es lo que ha ocurrido,con las leyes
de los gases.

La astronomia es quien nos ha ensefiado que existen leyes. Estas reglas han sido
enunciadas por Hiparco, Ptolomeo, Copérnico, Kepler y Newton, quien enuncié la mas
precisa y general de todas las leyes naturales. Para nosotros, dice Poincare (3), una ey es
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una relacion constante entre un fenémeno de hoy y el de mariana; en una palabra, es una
ecuacién diferencial. Esta es la forma ideal de una ley fisica.

Un estudio comparativo de leyes particulares conduce al descubrimiento de leyes
mdés generales. El proceso de establecer una fey general a partir de casos particulares,
obtenidos por observacién o por un nimero necesariamente limitado de experimentos, se
denomina induccién. La ley general se pondra a prueba para comprobar su validez por el
control de la experiencia. Por la induccién debemos esperar la repeticién de un fenémeno,
siempre que se produzcan las mismas condiciones que en casos anteriores. Este principio
podria aplicarse sin temor, si todas las condiciones se dieran simultdneamente; pero esto
no sucederd, pues siempre faltaré alguna de estas condiciones. De aqui que las conclusio-
nes no tengan certeza absoluta, sino sélo un alto grado de probabilidad. Se comprende asi
el importante papel que la noci6n de probabilidad desempeiia en las ciencias fisicas.

Propuestas las leyes, nacen las hipdtesis, que intentan explicar el por qué de la
ocurrencia de un fenémeno dado en condiciones determinadas. En la ciencia, la hipétesis
es un supuesto provisional, porque se basa en argumentos probables y elementos
insuficientes, que, si es posible, deben comprobarse experimentalmente. En la metodologia
cientifica moderna, la hipétesis se utiliza como norma orientadora de la observacién y la
experimentacion. Por tanto, la hipétesis es condicional, pero no es arbitraria, pues, debe
estar justificada en los hechos mismos y debe ser sugerida por la observacién de los
hechos que pretende explicar.

Posiblemente en fisica, la hip6tesis fundamental es que todos los fenémenos
naturales se realizan de acuerdo con un conjunto de principios generales o leyes fisicas, que
resumen un gran ndmero de hechos experimentales, esquematizados y acumulados
mediante generalizacién e induccién. Se admite que las leyes son inmutables. Las hipétesis
que no pueden comprobarse experimentalmente, pero que se suponen vélidas siempre, se
les denominan postulados o principios. Las leyes de Galileo del movimiento de proyectiles,
las leyes de Newton de la dindmica y la ley de Newton de la gravitacién universal son
postulados que no se ven directamente. Los principios deben ser breves y claros en su
enunciado y capaces de extenderse a un gran nimero de hechos. Admitido un principio es
posible deducir de él, de forma sencilla y rigurosa, numerosas consecuencias, que deben
recibir confirmacion experimental. De esta manera se han construido verdaderos cuerpos
de doctrina, como, por ejemplo, la termodindmica, que parte de un ndmero pequefio de
postulados o principios generales, los llamados principios de la termodinamica.

Cuando una hipétesis racional o un conjunto de hipétesis ha alcanzado un estado
bastante probable de certidumbre recibe el nombre de teoria, a partir de la cual se pueden
deducir nuevas leyes. Leyes de este tipo son la ley de las proporciones mudiltiples, que se
deduce a partir del modelo atémico de la materia, las leyes del péndulo y las de Kepler, que
se deducen a partir de los principios de Newton de la dindmica. La prediccién de nuevas
leyes se llama deduccidn. Mas exactamente, la deduccién es el proceso mental por el cual
partiendo de unas proposiciones (hip6tesis), que son tomadas como premisas, y utilizando
una serie de reglas légicas, se llega a una proposicién resultante (teoria), expresada por
medio de unas ecuaciones generales (toda teoria tiene sus ecuaciones), a partir de la cual
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es posible deducir leyes por las que se rigen fenémenos determinados. La deduccién va de
los general a lo particular.

Para los fisicos una teoria es mas que una simple conjetura, una idea elaborada o
una intuicién. Se admite que una teoria es mds consistente y segura si tiene un esquema
matematico riguroso, que puede ser utilizado para calcular y predecir multitud de efectos,
y cuanto mayor es el nimero de fenémenos que explica; las leyes que rigen estos
fenémenos adquieren mayor significado y utilidad si forman parte de una teoria. £/ objeto
de toda teoria, segun Einstein (4), por la cual las leyes fisicas son interpretadas, es guiar
hacia nuevos hechos, sugerir experimentos nuevos y conducir al descubrimiento de
fenémenos nuevos. También se admite que una teoria es buena mientras sus resultados
estén de acuerdo con la experiencia, porque la esencia de toda teoria cientifica es que sus
hipétesis puedan ser comprobadas.

Pero por muchos experimentos que hagamos no podremos demostrar que una teoria
sea correcta, ya que siempre serd posible imaginar otras teorias que concuerden con los
experimentos realizados, aunque puedan diferir en otros que todavia no se han llevado a
cabo. Lo que si puede suceder es que un experimento haga insostenibles las hipotesis
admitidas en la teoria. Esto sin embargo, no supone el rechazo total de la teoria, pues, a
pesar de ello, como dice Poincaré, optamos por ser conservadores y buscamos una
solucién a estas dificultades dentro del marco de las mismas ideas, mediante una simple
generalizacién de ellas. A menudo, sin embargo, resulta imposible remendar una vieja teoria
y las dificultades le llevan a su ocaso y al nacimiento de una teoria nueva, que explica los
hechos en discrepancia. Las teorias, lo mismo que las leyes, no deben considerarse como
inmutables, sino como una herramienta que empleamos mientras es atil. En ocasiones, la
herramienta puede arreglarse, cuando presenta algin defecto, pero, en otras, no queda més
remedio que sustituirla por otra mas moderna. Por esto, no debemos hablar de teorias
verdaderas o falsas, ya que la misién de una teorfa no es la de ser verdadera o falsa, sino
la de ser dtil. Pues bien, a la condicién empirica de que la teoria debe recibir su justificacién
experimental, hay que afiadir otras tres condiciones teéricas:

1) Debe ser compatible con las teorias ya establecidas y confirmadas,
. 2) Debe ser mas fundamental que los enunciados que pretende explicar y
3) Debe ser fecunda en sus aplicaciones y controlable por éstas.

A partir de una teoria también se pueden deducir leyes. Estas /eyes deducidas de
un conjunto de definiciones y postulados son las preferidas por los cientificos que, en
muchas ocasiones intentan convertir las leyes empiricas en deducidas, pues de esta manera
las leyes empiricas parecen explicadas. De este tipo son las leyes de Kepler, que pueden
deducirse de los postulados de la dindmica de Newton.

El método de las ciencias fisicas descansa, pues, ademas de la observacién y
experimentacién, en la abstraccién, generalizacion, induccién y deduccién. El método de
generalizacién, como el de abstraccion, desgraciadamente, no estd determinado de forma
univoca; sin embargo, debe cumplir este requisito: siempre que se generalice un concepto
o un fenémeno, éste debe contener el concepto original como caso particular; es decir, el
concepto generalizado debe contener el concepto original, siempre que se cumplan las
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condiciones precisas. En el razonamiento deductivo, como vimos, las conclusiones se
deducen de premisas mediante reglas I6gicas y seguras; pero en el razonamiento inductivo, -
donde se trata de justificar el paso de enunciados particulares a generales, no se dispone
de reglas semejantes, que constituyan una base firme, porque, al contrario del método
deductivo, el método inductivo no esté bien fundamentado o justificado.

De lo dicho no debe concluirse que el papel principa!l de la fisica es explicar los
fenémenos o preguntarnos el por qué de las cosas; esto realmente cae dentro del dominio
de la metafisica y, propiamente hablando, no corresponde a la fisica, aunque tampoco se
conforma la fisica con una simple descripcién de los hechos o de los fenémenos que tienen
lugar en la naturaleza. El objeto de la fisica es ‘explicar la naturaleza; es decir, dar una
interpretacion y representacién de los fenémenos que en ella ocurren y establecer
relaciones entre los fenémenos observados. La economia de esfuerzo, junto con un sentido
de. armonia, belleza y simplicidad, nos obliga a admitir un esquema muy simple, capaz de
explicarnos esa multitud de fenémenos, en apariencia, dispares y sin relacion.

Del estudio de un gran nimero de fenémenos y del anélisis efectuado por algunos
fisicos puede decirse que las funciones de la fisica quedan limitadas a:

1) Hacer un inventario y una clasificacién de los fenémenos naturales para descubrir
principios o leyes generales, con objeto de entender fenémenos diferentes.

2) Ser un instrumento de prediccién de experimentos nuevos.

3) Ser Gtil y econémica desde un punto de vista intelectual.

El proceso, mediante abstraccién, de simplificacién e idealizacién de los fenémenos,
supone que el fenémeno fisico estudiado por nosotros sea un fenémeno ideal més o menos
parecido al fenémeno reai, pero no exactamente igual a él. Precisamente, la versién
abstracta de un fenémeno fisico o problema se denomina un modelo. Un modelo es, pues,
una representacion aproximada, siempre més simple, de un fenémeno o fenémenos fisicos.
En el discurso cientifico, para que una teoria pueda conseguir una aceptacién general debe
desarrollarse de acuerdo con un modelo detallado. El modelo debe satisfacer a los hechos
experimentales que sugiera y dar lugar a predicciones, que estén de acuerdo con la
experiencia.

Puesto que la fisica hace uso de los modelos, parece légico pensar que la fisica y
el mundo fisico (mundo que queda explicado por los modelos fisicos), es una ficcion; el
mundo fisico es parecido al mundo exterior que observamos a través de nuestros sentidos,
pero no exactamente igual a él. El mundo fisico no es la Gnica imagen del mundo exterior,
pero es una imagen simple, cémoda vy (til. Las concepciones geocéntrica o heliocéntrica
del sistema solar, los fluidos perfectos, la teoria cinética de los gases, el &tomo de Bohr,
la teoria de la relatividad, la teoria de los cuanta, etc., no son mas que modelos; es decir,
imégenes idealizadas y simplificadas de situaciones fisicas mucho més complejas.

3.- INTERPRETACION DE LAS FORMULAS FISICAS.

Para enunciar las leyes y alcanzar conclusiones cuantitativas se necesita el lenguaje
de las matemdticas. Pero ademds, las matematicas son necesarias para el razonamiento y
son indispensables si queremos obtener resultados que puedan contrastarse experimental-
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mente. Las leyes se resumen mateméticamente por una formula, que expresa la relacién
o dependencia entre las medidas de las cantidades de las magnitudes fisicas que
intervienen en la ley.

Si (z) son los valores numéricos de ciertas cantidades z; que adquiere una cierta
magnitud Z, al tomar los valores (x), (y) las cantidades x; , y; de otras magnitudes X, Y,
cuando se eligen unas unidades determinadas, una ley fisica estd expresada por una
relacién del tipo:

(z) = flix).(y)] 4)

donde con findicamos todas las operaciones analiticas que es necesario someter a las (x)
e (y) para obtener el correspondiente valor de (z).
Por comodidad, suprimamos los subindices y supongamos que la (4) es del tipo

2) = (x)e(y)® (5)

donde (a) y (b) son nGmeros, lo mismo que (x), {y) ¥ (z). Cuando se han elegido las
unidades [x], [yl, [2], estos nimeros son tales que cumplen:

= W)Ix] y = (y] z = (22 (6)

La formula (4) 6 (5) se pudo obtener experimentalmente, puede ser una formula de
definicién o se pudo llegar a ella por medio de una teoria.

Segun esto, las letras que entran en las leyes y en las ecuaciones de definicién
representan nidmeros y no cantidades, salvo que demostremos lo contrario; es decir, las
ecuaciones fisicas se refieren a los valores numéricos de las cantidades y no a las
cantidades de las magnitudes. Si esto es asi, es claro que podemos aplicar a las leyes
fisicas todos los conceptos y leyes mateméticas. De este modo la fisica adquiere una
estructura netamente matemat.ca. Sin embargo, debe advertirse que si bien las matemati-
cas son una valiosisima ayuda para 1a fisica, no debe olvidarse el caracter experimental de
ésta. Por esta razén, las matemdticas deben utilizarse como instrumento, son un medio y
no un fin. '

Como el valor numérico de una cantidad depende de la unidad elegida, ¢la expresion
de una ley cambia si elegimos otras unidades?. Para comprobarlo tomemos unas unidades
nuevas, tales como [x71, [y, [z]. Se debe cumplir:

(x)x]
)yl 7
(2211

X =
y = (Nly]
z = (2)lz]

puesto que cambian los valores numéricos de las cantidades, pero no éstas. Poniendo
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U ) 4 ) _E @
i B G i S @
resulta:
(x) = (x,)(x) (y) = (yly) (2) = (z)(z)

que sustituidas en (5) y llamando para simplificar:

) = (Xo) ! (yo)® (8)
(z,)
dan:
(2) = (R x) Iy ©!

completamente andloga a (5), salvo la constante (k). Como se ve, en las formulas fisicas
pueden figurar coeficientes, cuyos valores numéricos no dependen de la forma de la ley,
pero si de las unidades elegidas para medir las cantidades de las raagnitudes que expresan
esa ley. En general, pues, se debe escribir:

(2) = k) (y)® (10)

a menos que hagamos el coeficiente de proporcionalidad igual a la unidad, en cuyo caso
podemos segquir utilizando la (5). Si suponemos que (k) = 1, segtn (8):

00

(zo) = %}l = (X))@ (11)

que relaciona a la nueva unidad de Z con la antigua, y nos hace ver que [z’] no es arbitraria.
Quiere esto decir que si deseamos conservar la forma de la ecuacién (5), no podemos elegir
arbitrariamente las tres unidades [x7, [y, [z, una al menos ests dada por (11). Por
consiguiente, s/ imponemos al coeficiente de proporcionalidad un valor numérico escogido
arbitrariamente, perdemos /a posibilidad de elegir libremente /as unidades de todas las
magnitudes que entran en la formula; la eleccién sigue siendo libre para todas, menos para
una de las magnitudes, aunque tenemos libertad de escoger la magnitud cuya unidad no
es arbitraria.

Teniendo en cuenta la significacién de (x,) e (y,), también podemos escribir la (11),
en la forma:

1 ([_xj)(a)[ b"])(b) (12)

[ W)

Si X e Y son magnitudes fundamentales, esta ecuacién representa la ecuacién
dimensional de la magnitud Z y los ndmeros (a) y (b) son las dimensiones de Z con relacién
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a X e Y. Escribiremos
(2} = xy® (13)

donde X e Y son nimeros, medida de las nuevas unidades tomando las antiguas como
unidad. Si X e Y son a su vez magnitudes derivadas habrd que encontrar sus respectivas
ecuaciones dimensionales, y escribiremos:

(@) - e

Segn esto, una ecuacién dimensional de la magnitud derivada Z es una relaci6n en-
tre nimeros y expresa que si aumentamos (x,) veces la unidad de X e (y,) veces, la unidad
de Y, la unidad de Z aumenta

(Xo)(a) (yo)(b) = X(a) Y(b)

veces. Cabe preguntarse si no serd posible escribir

z = xley® (14)
en cuyo caso las formulas fisicas también nos expresarian relaciones entre cantidades. De
ser esto posible, salvadas las dificultades conceptuales que ello entrafia, debemos recordar
que, al no sufrir variacién las cantidades con un cambio de unidades, la formula (14)
seguird siendo valida aunque tomemos otras unidades; por consiguiente, si queremos que
las formulas fisicas expresen tanto relaciones entre valores numéricos como entre
cantidades, es necesario que: (k) = 1, pues, en el cambio de unidades, la (6) se convertiria
en (10), que no coincide formalmente con la (14), a menos que (k) = 1. Entonces, segun
(8), se tiene nuevamente (11). Pero si, ademds de (14), se cumple

(2) = (X)(‘”( y)(b)

sustituyendo x, y, z, dados por (7) en (14), tenemos:

@) = (x)e(y)® [x]@'[y]®
[z]

y cumpliéndose la segunda hace falta que
(2] = [x]®[y]® (15)

asi que las unidades [x1,lyl,[z], no son independientes. Esta relacién nos define [z] en
funcién de [x] e [yl.
Si no imponemos la condicidn (k) = 1; es decir: si (k) # 1, tendriamos:

z = xllyt (2) = (k) {x)!e(y)¥

luego:
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= (el X190y1® @ [X190y1®
(2) = (x)Ny) o (k) (x)e(y) R

y debe ser
1
iz} = __[x](a)I ](b)
o
y el coeficiente de proporcionalidad entre las unidades no seria la unidad, sino 1/(k).
Diremos que un sistema de unidades es coherente o acorde con las formulas de

definicion, si la relacién entre cantidades y valores numéricos coincide; es decir, (k) = 1,
el factor numérico entre unidades también es la unidad. Por tanto, se cumple (15).

Ejemplo 1. Consideremos la formula entre cantidades, védlida para un movimiento
rectilineo y uniforme, sin espacio inicial:

e=vt (16)

Si queremos que se cumpla la misma relacién entre valores numéricos; es decir

@ =m0

cuando se utilizan las unidades [e], [V], [7], tales que e = (e)[el, = (O[], v = (W[V], debe
ser

@ = mod
[e]

iuego:

[e] = VIl

y ¢l sistema de unidades es coherente.
Si tomamos otro sistema de unidades coherente, [e’], [v’], [¢’], tendremos:

[e] = 1]
y dividiendo por la anterior y llamando

L =Ll -1 an
] ]

tendremos
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B 1 ) Ry 18
S o~ (18)

que es la ecuacién de dimensiones de la velocidad. Esta ecuacién nos permite obtener la
unidad de velocidad en el sistema "prima" cuando se conoce la unidad de velocidad [v] y las
relaciones (17).

Ejemplo 2: Consideremos la formula

2

e = =at

(M1

vélida para un movimiento rectilineo y uniformemente acelerado sin velocidad inicial ni
espacio inicial. Si se cumple

© = 1@
debe ser
@ = ;@@Y[allY le] = [alls7
y las dimensiones de la aceleracién, serédn:

(@ = [[“T} LT (19)

Ejemplo 3: Si consideramos la ecuacién fundamental de la dindmica f = ma, para que
se cumpla que (f) = (m)(a), hace falta que [f] = [m][a]. La ecuacién de dimensiones de la
fuerza serd: :

{f} = LMT? | (20)
siendo
=l @1)
[m]
de modo que
N _mkS e - 100
dyn cm g s
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Ejemplo 4: Obtener el valor de la capacidad especifica de induccién relativa al vacio
y sus dimensiones en el sistema internacional (SI), utilizando la formula de Coulomb:

-1 qq
U 4 7e,) = @)
y poniendo
. 1 @@
? 4w(ey) (r)?
puesto que
¢ = 1L Q@) I[q7
47(e) (1? [leJlrP
se tiene:
_ [qF
ol = e

y, por tanto, teniendo en cuenta (19) y que {r} = L, {q} = Q, resulta:
{e = LM 'T?Q? (23)
En el sistema de unidades electrostdtico 1a formula de Coulomb se escribe

_ @)@
.7

.d.
J. = % )

donde hemos puesto €l subindice e para indicar que son expresiones en el sistema de unidades
electrostdtico. Dividiendo la (f) por (f,), resulta:

0 . 1 @@y
(R 47 (g)a)ry

y recordando que

y teniendo en cuenta que

(@) . @) _ 4] _ fronkiin _ 1 - 1
(@0 @) Iq] C 2,99793.10°  3.10°
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resulta:

1 _ 1 10 _ 1 ¢
10° 4wl 8,987559.10%  4w(gy) 9.10°

de donde

1

=~ =8854188.100"% = 9,102 24)
47 .8,987559.10°

CY

que es el valor numérico de la capacidad especifica de inducci6n relativa al vacio en el SI.
Por tanto,

¢, = 8,854188.1072 C*/N.m* = 9.10"" C*/N.m* @25)

4.- UNIDADES PATRONES. SISTEMAS DE UNIDADES.

Se definié la unidad de una magnitud como una cantidad arbitraria que permite medir
cantidades de la misma especie de magnitud; es decir, que permite comparar con ella otras
cantidades y averiguar empiricamente el nimero de veces que la cantidad contiene a la
unidad.

La eleccidn dela unidad es necesaria, pero no siempre resulta suficiente, puesto
que, en algunos casos, resulta imprescindible la eleccién de un cero relativo a la cantidad
a medir. Asi ocurre con las alturas, temperaturas, energias, etc.

Si bien la eleccién de la unidad para cada especie de magnitud es totalmente
arbitraria, se ha convenido en escoger las unidades en un conjunto bien ordenado que se
llama sistema de unidades.

Las unidades arbitrarias independientes se llaman unidades fundamentales. El
numero de unidades consideradas como fundamentales es el minimo ndmero de ellas que
se necesita para dar una descripcién coherente y sin ambigliedades de todas las demés
unidades de la fisica, mediante ecuaciones que permitan establecer relaciones entre las
mismas, por lo que las restantes unidades se llaman unidades derivadas. Por tanto, todas
las unidades derivadas deben quedar definidas mediante una formula.

Podemos definir un sistema de unidades como el conjunto de unidades fundamenta-
les que permiten obtener todas las demds unidades derivadas. La definicién operacional de
las unidades fundamentales implica dos pasos:

1) Escoger un patrén.

2) Establecer métodos para obtener multiplos y submuiltiplos.

Por esto, se ha intentado materializar la mayor parte de las unidades fundamentales
en objetos fisicos llamados patrones. Estos patrones se conservan en la Oficina
Internacional de Pesas y Medidas de Sévres (Paris), aunque casi todos los paises guardan
copias en condiciones adecuadas. Como sobre ellos actian levemente ciertos factores de
perturbacién, entre los que se pueden citar la presion, la temperatura y la humedad
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atmosférica, cuando se opera con ellos se conviene en considerar una presién normal de
101325 Pa (pascal) = 760 mm de mercuric a 0°C, con una densidad de 13,5951 g/cm?.

Un patrén ideal tiene cuatro caracteristicas principales: debe ser accesible, simple,
preciso e invariable. Sin embargo, a menudo, estos requisitos son incompatibles y debe
adoptarse el que més convenga. Anteriormente se dio mds importancia a la accesibilidad,
simplicidad y precisién, pero, conforme se mejoran las técnicas de medida se prefiere Ia
precisién vy la invariabilidad.

Los sistemas de unidades se pueden dividir en:

A) Sistemas métricos.

B) Sistemas britanicos.

A) SISTEMAS METRICOS:

Los sistemas métricos de unidades se basan en el m (metro) y el g (gramo) con sus
mdltiplos y submuiltiplos (son potencias de 10). Utilizan ciertos prefijos, que se han
normalizado internacionalmente. Son los siguientes:

Muiltiplos - Submuiltiplos
Prefijo Simbolo | Potencia | Prefijo Simbolo Potencia
de 10 de 10
exa E 18 | deci d -1
peta P 185 1 centi c -2
tera T 12 | mili m -3
giga G 9 | micro u -6
mega M 6 | nano n -9
kilo k 3 | pico p -12
hecto h 2 ; femto f -1
deca da 1 1 atto a -18

El establecimiento del sistema métrico decimal data del afio 1791, en el que la
Asamblea Nacional francesa encargé a doce destacados cientificos la revisién de las
unidades entonces en uso. Esta revisién afect6 a las unidades de longitud y masa, pero no
a la de tiempo, definido con anterioridad como la 86.400 parte del dia solar medio.

El patrén de longitud, el metro, se defini6 como la diezmillonésima parte del’
cuadrante del meridiano terrestre y el patrén de masa, el gramo, como la (cantidad de)
‘masa de un centimetro cubico de agua en el mayor estado de densidad (4°C) Yy se
construyé un cilindro de platino e iridio destinado a hacer las veces de patrén de masa con
un valor de 1 kg.

El sistema métrico fue adoptado oficialmente por la mayor parte de los paises
occidentales a finales del siglo pasado. En 1975 dieciséis paises firmaron un tratado por
el que se creaba la Oficina Internacional de Pesas y medidas, organismo encargado de la
unificacién internacional del sistema métrico, asi como de su perfeccionamiento. En la
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actualidad, el sistema métrico es de uso obligatorio en la mayoria de los paises.

En 1889 fue construido un nuevo metro patrén de platino e iridio en el que se
trazaron, préximo a los extremos, dos muescas; la distancia entre ambas se tomé
arbitrariamente igual a 1 metro. Andlogamente el kilogramo patrén fue sustituido por un
nuevo cilindro de platino (90 partes) e iridio (10 partes).

En 1960 (Xl Conferencia General de la Oficina Internacional), se adopt6é una
redefinicién del metro, asi: el metro es la (cantidad de) longitud equivalente a 1.650.763,73
veces la longitud de onda en el vacio, de la radiacién correspondiente a la transicién entre
los niveles 2p'° y 5d° del 4tomo de criptén 86. Desde 1983 la definicién es:

El metro es la longitud del trayecto recorrido en el vacio por la luz durante un
tiempo de 1/299 792 458 de segundo (172 CGPM, 1983).

En 1967 (XIIl Conferencia) se definié el segundo:

El segundo es la duracién de 9 192 631 770 periodos de la radiacién corres-
pondiente a la transicién entre dos niveles hiperfinos del estado fundamental del
atomo de cesio 133.

La definicién de kilogramo no ha sufrido variacién y, en la actualidad, es la unica
unidad fundamental definida a través de un artefacto patrén.
Dentro de los sistemas métricos hay que distinguir, principalmente, los siguientes:

1) SISTEMA CEGESIMAL (cgs):

Asf llamado por elegir como unidades fundamentales: el centimetro (cm), el gramo
{g) y el segundo (s). Este sistema dada de 1881, es un sistema coherente muy utilizado en
fisica teérica, pero presenta algunos inconvenientes de orden préctico.

2) SISTEMA GIORG! o mksA:
Es también coherente y toma como unidades fundamentales el metro (m), el
kilogramo (kg), el segundo (s) y el amperio (A).

3) SISTEMA TECNICO:

Utiliza como unidades fundamentales el metro (m), el kilopond o kilopondio (kp), que
es unidad de fuerza, y el segundo (s). La unidad de masa, que es derivada, se llama unidad
técnica de masa (utm) y equivale a 9,80665 kg. El gran inconveniente de este sistema es
que el kilopondio debiera definirse sin necesidad de recurrir a la medida de otras unidades
y, sin embargo, se define con ayuda del kifogramo. La definicién de kilopond es la siguiente:

El kifopond o kilogramo fuerza es la (cantidad de) fuerza que ejerce el kilogra-
mo patrén sobre un dinamémetro en un lugar donde la aceleracién de la gravedad sea
la normal, que, por convenio, es: g, = 9,80665 m/s2
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Aproximadamente, la gravedad normal es la que reina (por término medio) al nivel
del mar y a 45° de latitud.

4) SISTEMA INTERNACIONAL (Sl):

Este sistema, de uso legal en Esparia desde 8-11-1967, recomendado en 1960 por
la Conferencia General de Pesas y Medidas, representa una ampliacién del sistema Giorgi.
Las unidades fundamentales son:

Tabla 1. Unidades Sl bésicas o fundamentales

Magnitud Nombre Simbolo

Longitud metro m

Masa kilogramo kg
Tiempo segundo s
Intensidad de corriente eléctrica amperio A
Temperatura termodindmica {*) kelvin K
Cantidad de sustancia mol mol
Intensidad luminosa candela cd

*) La temperatura Celsius se expresa en grados Celsius (simbolo °C).

Las definiciones de estas unidades son las siguientes:

El amperio es la intensidad de una corriente constante que, mantenida en dos
conductores rectilineos y paralelos, de longitud infinita, de seccién circular desprecia-
ble y colocadas a una distancia de 1 metro el uno del otro, en el vacio, produce entre
estos conductores una fuerza igual a 2.107 newton por metro de longitud (92 CGPM,
1948j.

El mol es la cantidad de sustancia de un sistema que contiene tantas entida-
des como dtomos hay en 0,012 kilogramo de carbono 12 (142 CGPM, 1967).

Cuando se emplea el mol, las entidades elementales deber ser especificadas y
pueden ser dtomos, moléculas, iones, electrones, y otras particulas o agrupaciones
especificas de tales particulas.

El kelvin, unidad de temperatura termodindmica, es la fraccién 1/273,16 de la
temperatura termodindmica del punto triple del agua (132 CGPM, 1967).

Ademés de latemperatura termodindmica (simbolo 7), expresada en Kelvin, se utiliza
también la temperatura Celsius (simbolo t) definida por la ecuacién: t = T - T,, donde T
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= 273,15 K por definicién. La temperatura Celsius se expresa en grados Celsius. Un
intervalo o una diferencia de temperatura puede expresarse tanto en grados Celsius como
en kelvin.

La candela es la intensidad luminosa en una direccién dada de una fuente que
emite una radiacién monocromética de frecuencia 540.10'2 hertz y cuya intensidad
energética en dicha direccién es 1/683 watt por estereorradian (162 CGPM, 1979).

Unidades suplementarias: Esta clase no contiene més que dos unidades puramente
geométricas: el radidn y el estereorradian, para las que la Conferencia General todavia no
ha decidido si se trata de unidades bésicas o derivadas, pudiendo utilizarse como unidades
bésicas o derivadas.

Tabla 2. Unidades S| suplementarias

Magnitud Nombre Simbolo
Angulo plano Radian rad
Angulo sélido estereorradién sr

Las definiciones de estas unidades son las siguientes:

El radién es el angulo plano comprendido entre dos radios de un circulo que,
sobre la circunferencia de dicho circulo, interceptan un arco de longitud igual a la del
radio.

El estereorradién es el angulo sélido que, teniendo su vértice en el centro de
una esfera, intercepta sobre la superficie de dicha esfera un area igual a la de un
cuadrado que tenga por lado el radio de la esfera.

Unidades derivadas: Las unidades Sl derivadas se definen de forma que sean
coherentes con las unidades bésicas y suplementarias, es decir, se definen por expresiones
algebraicas bajo la forma de productos de potencias de las unidades Sl bésicas y/o
suplementarias con un factor numérico igual a 1. Existen unidades derivadas que se
expresan a partir de las unidades bésicas y suplementarias (Tabla 3) y unidades derivadas
para las que se utilizan nombres especiales y un simbolo particular (Tabla 4).
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Medida de las cantidades.

Tabla 3. Ejemplos de unidades SI derivadas, expresadas a partir de las unidades bésicas.

Magnitud Nombre Simbolo
Superficie metro cuadrado m?
Volumen metro cibico m®
Velocidad metro por segundo m/s
Aceleracion metro por segundo cuadrado m/s?
Numero de ondas 1 onda por metro 1/m
Masa volumétrica (densidad) kilogramo por metro cubico kg/m®
Caudal en volumen metro cdbico por segundo m%/s
Caudal mésico kilogramo por segundo kg/s
Densidad de corriente amperio por metro cuadrado A/m?
Campo magnético (intensidad) amperio por metro A/m
Concentracién (de cantidad de sustancia) | mol por metro cubico mol/m®
Actividad (radiactiva) 1 desintegracién por segundo 1/s
Volumen mdsico (volumen especifico) metro cibico por kilogramo m’/kg
Luminancia candela por metro cuadrado cd/m?

Tabla 4. Ejemplos de unidades Sl derivadas que tienen nombres especiales

Magnitud Nombre Sim- Expresiones en unidades
bolo
Si bésicas

Frecuencia hertz Hz - 1/s
Fuerza newton N - m.kg/s?
Presién pascal Pa N/m? kg/m.s?
Energia, trabajo Jjulio J N.m m? kg/s?
Potencia, flujo vatio w J/s m32kg/s
Carga eléctrica coulombio c - S.A
Potencial eléctrico voltio v W/A m2.kg/s.A
Capacidad eléctrica faradio F cv S.A /mikg
Resistencia eléctrica ohm Q V/A m2kg/s .A?
Conductancia siemens S AV S.A¥m2 kg
Flujo de induccién magnética weber Wb V.s m2kg/s2A
Induccién magnética tesla T Wb/m? kg/s2A
Inductancia henrio H Wh/A m2.kg/s?A2?
Flujo luminoso lumen Im - cd.sr
lluminancia lux Ix Im/m? cd.sr/m?




1 CALCULO VECTORIAL.

1.1.- VECTORES APLICADOS, LIBRES Y CURSORES.

La necesidad de fijar normas de célculo aplicables a todas las magnitudes ligadas
a una direccién obliga a establecer un ente geométrico, que recibe el nombre de vector.

Cuando hablamos de espacio entenderemos que nos referimos al espacio afin
tridimensional ordinario, compuesto de puntos. Si en este espacio elegimos un punto fijo
O como origen, en base a su isomorfismo, podemos identificarlo con el espacio vectorial
euclideo tridimensional. Con £, designaremos, indistintamente, el espacio vectorial euclideo
o el espacio afin con un punto fijo, en tres dimensiones.

Dos puntos A, B del espacio £, dados en un cierto orden, determinan un segmento
orientado, que recibe el nombre de vector aplicado o fijo. El punto A es el origen o punto
de aplicacién y B es el extremo del vector. La distancia AB es el mddulo del vector y la
recta determinada por ambos puntos es Ja recta de accién o recta soporte. El sentido del
vector viene dado por la ordenacién A — B.

Para representar el vector aplicado de origen A y extremo B escribiremos AB, o bien,
con una letra cualquiera, v = AB, cuando no interese especificar el origen ni el extremo del
vector. En ocasiones se puede representar el mismo vector en la forma (A,v), o v(A),
cuando interesa especificar su origen.

Si consideramos el conjunto de todos los vectores aplicados del espacio, se puede
definir en él una relacién binaria de equivalencia ®, de la siguiente manera: Diremos que dos
vectores aplicados AB y A’B’ son equipolentes, si ABA’B’ es un paralelogramo; es decir:

AB R A’B’ = ABA’B’ es un paralelogramo

Esta relacién de equivalencia clasifica el conjunto de vectores aplicados del espacio
en clases disjuntas, cada una de las cuales recibe el nombre de vector libre. Por tanto, un
vector libre del espacio £; no es més que una clase de vectores aplicados equipolentes (o
también, un elemento del conjunto cociente: conjunto de vectores aplicados del espacio/R).
Los vectores libres representantes de las clases disjuntas se pueden suponer aplicados en
un punto fijo O; en otras palabras, un vector libre puede tener su origen en cualquier punto
del espacio. Por ultimo, los vectores equipolentes que tienen la misma recta soporte
pertenecen a una misma clase de equivalencia, que denominaremos vector deslizante o
cursor. Segtin esto, el origen de un vector deslizante puede ser cualquier punto de la recta
soporte. '
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Para representar un vector de origen A y extremo 8, una notacién menos usada,
pero muy Util, es: AB = B - A. Entonces, escribir: 8 = A + AB nos indica que B es el
extremo del vector AB, cuando se aplica en A. En tal sentido, también se puede decir que
un vector es un operador que transforma un punto del espacio en otro.

Con BA denotamos un vector de origen 8y extremo A. Los vectores AB y BA tienen
el mismo médulo y direccién; pero su origen y sentido son distintos. A los vectores BA y
AB se les llama vectores opuestos.

1.2.- IGUALDAD Y SUMA DE VECTORES.
Dos vectores libres A y B se dice que son iguales cuando son equipolentes; es decir,
cuando tienen el mismo médulo, rectas soporte paralelas y el mismo sentido. Escribiremos:

A=B8
A La igualdad de vectores debe satisfacer las
c propiedades:
/ Idéntica: A4 = A4
Reciproca: SiA =8 8=A

Transitiva: SiA =ByB =C, A =C
1.1.

La suma de vectores, por definicion, satisface
la regla del paralelogramo (ley de composicién). La suma de 4 y B, con un origen comdn
0, es el vector C, diagonal del paralelogramo que tiene por lados A y B (fig 1.1). La suma
vectorial es una suma geométrica, de modo que los médulos cumplen, C = A + B, solo
cuando los vectores A y B son paralelos.

Para sumar varios vectores se puede usar, sucesivamente, la regla del paralelogra-
mo; pero es mds breve utilizar el método del poligono. Para ello basta hacer coincidir el
extremo de un vector con el origen dei siguiente, formando una linea poligonal. El origen
del primer vector con el extremo del dltimo determinan el vector suma o resultante. La
figura formada por los vectores y su suma se llama poligono vectorial. Si A, B, Cy D son
los sucesivos vértice de un poligono vectorial (fig 1.2), se tiene:

5 ¢ AB+BC+CD = AD
Si enla construccién del vector suma coinciden
el punto final y el inicial, la suma de los vectores es el
vector nulo. Asi, si D = A:

4 D AB+BC+CD+DA =0
1.2.
En particular, para dos vectores: AB + BA =
0, y se tiene: AB = -BA. Los vectores son opuestos.
De la misma definicién de suma se comprende que la suma de vectores satisface
las propiedades siguientes:
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Uniforme: La suma es Unica
Conmutativa: A + B =B + A
Asociativa: (A + B) + C=A + (B + O)
Modular: A + 0 =A

Dados dos vectores A y B, se llama diferencia de estos vectores a un vector D, que
sumado con el vector B nos da el vector A. Es decir, se escribird, A - B = D, si se cumple:
B+ D =A.

1.3.- PRODUCTO POR UN NUMERO REAL. VECTOR UNITARIO.

El producto de un vector A por un namero real m es otro vector mA, de la misma
direccién que A, de médulo m veces el de A y del mismo u opuesto sentido, segun que m
sea positivo 0 negativo.

Si A y B son dos vectores paralelos, siempre existe un nimero real k, tal que: A =
kB, donde k es la medida de A, cuando se toma B como unidad y puede ser mayor o menor
que la unidad, segin sea: A > B 6 B > A, y positivo o negativo, segiin que los dos
vectores tengan el mismo sentido u opuesto sentido. En particular, si k = A, entonces 8
= 1, y diremos que B es un vector unitario o versor. Un vector unitario es, pues, un vector
que tiene por médulo la unidad.

En general, si U es un vector unitario de la misma direccién y sentido que el vector
A escribiremos:

A =AU a-1

siendo A el médulo del vector.
El producto de un escalar (nimero real) por un vector satisface las propiedades
siguientes:

1) Conmutativa: mA = Am

2) Asociativa: m(nA) = (mn)A

3) Distributiva respecto a la suma de escalares: (m+nA = mA + nA
4) Distributiva respecto a la suma de vectores: m(A + B) = mA + mB

1.4.- DESCOMPOSICION DE VECTORES. COMPONENTES DE UN VECTOR.

Dadas tres rectas concurrentes, r,, 7,, r; (fig 1.3), que no estan en un mismo plano
(no coplanarias), siempre es posible descomponer un vector libre 4 en otros tres vectores
A, A, A,que tengan las direcciones de las rectas r,, 1, Y /5. Esto se consigue construyen-
do, a partir de un punto cualquiera O del espacio, un paralelepipedo de aristas paralelas a
las rectas dadas y cuya diagonal sea el vector A que descomponemos. Los vectores A,
A, A, que tienen las direcciones pedidas, cumplen
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Ty A=A +A,+A, (1-2)

Se puede demostrar que la solucién es Unica.

Para demostrarlo, supongamos que hubiera otros

tres vectores: A;’, A,’, A;’, cuyas direcciones fueran las

7 de las rectas, 7, ,, 73, y que cumplieran la condicién:

A=A+ Ay + Ay Podemos escribir: A = B + A,

=B’ + A,’, siendo By B’ los vectores: B = A, + A,

yB’=A,” + Ay Setiene: B- B’ = A, - A;; pero B-B’ es paralelo al plano determinado

por 7, y 15, puesto que B y B’ son paralelos a este plano y A,’-A, es paralelo a ;. Esto no

es posible, a no ser que ambos vectores sean nulos; es decir: A,”-A, = 0. Un razonamiento
andlogo nos harfa ver que A, = A,” y que A;” = A,.

Si U,, U,, U, son tres vectores unitarios que tienen la direccién de las rectas Iy, Ty
r3, segan (1-1) y (1-2), serd:

A =AU, + AU, + AU, = SAU, (1-3)

donde A; es un escalar positivo o negativo, segin que A, sea del mismo sentido o de
sentido contrario a U.

Los numeros {A,A,A;) se ilaman las componentes del vector A4, segdn las rectas
que definen U,, ’U2, U,. los cuales constituyen una base. Una base muy importante es el
sistema formado por los vectores unitarios, que supondremos ordenados, situados sobre
rectas soportes normales entre si y formando un triedro a derechas o positivo (dextrégiro),
asf llamado porque un tornillo de rosca normal o un sacacorchos, que gira de uno de ellos
al siguiente, en el orden establecido, avanza en el
sentido del otro vector (fig 1.4). Estos vectores
unitarios, que denotaremos por /, J, K tienen en esta
base las componentes siguientes: (1,0,0), (0,1,0) y
(0,0,1). Normalmente, consideraremos siempre
sistemas ortonormales, que denotaremos por OXYZ.
Escribiremos entonces:

A=Ad+AJd+AK (1-4)
1.4.
siendo A,, A,, A,, las componentes cartesianas del

vector A, segln los ejes X, Y, Z, respectivamente.

En general, a todo punto Pde £, le asignaremos como coordenadas las componentes
del vector OP, respecto de la base /, J, K.

Por definicién, llamaremos sistema de referencia en el espacio £, a todo conjunto
(0.U,, U, U,), formado por un punto O, que sera el origen del sistema de referencia {y al
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que se le asignan coordenadas nulas) y una base (U, U, Us).

Segun la (1-3) 6 (1-4) todo vector del espacio puede ser expresado mediante una
combinacién lineal de tres vectores dados unitarios no coplanarios.

En ocasiones, con la notacién de Einstein, la igualdad (1-3) se escribe mdés
brevemente suprimiendo el signo de sumacién. Esto es:

A = AU, (1-5)
entendiendo que el indice / repetido indica la suma para los valores 1, 2y 3.

Si a, B, v. son los angulos que el vector A forma con los ejes X, Y, Z, las
expresiones:

N

cosa = X cosB = iAZ cosy = As (1-6)

A

»|

son los cosenos directores del vector. El teorema de Pitdgoras da:
A = A2+ A2+ A2 (1-7)

asi que basta conocer las gomponentes del vector para obtener su médulo. Si se elevan al
cuadrado las igualdades (1-6) y se suman resulta:

cos2a + cos?f +cos?y = 1

que es la conocida relacién trigonométrica entre los cuadrados de los cosenos directores
de una recta.
Si U es el versor que tiene la direccién y sentido del vector A, es:
U= % = cosal + cosBJ + cosyK (1-8)

de forma que, los cosenos directores de un vector son precisamente las componentes del
versor que tiene la misma direccién y sentido.

Fjemplo 1.1: Dado el vector A = 2I + J - 2K, (qué informacién podemos obtener?.
Solucidn:
1) Las componentes de este vector son 4, = 2,4, = 1, 4, = -2.
2) Segiin (1-7), el médulo de este vector es 3. El médulo es siempre positivo.
3) Los cosenos directores del vector A son: cosa = 2/3, cosB = 1/3, cosy = -2/3.
4) Por tanto, este vector unitario es: U = (2 +J -2K)/3.

Hemos de senalar que /as propiedades de los vectores son independientes del
sistema de referencia elegido. Esto es importante, pues si todos los fenémenos que
estudiamos se expresan de forma clara y concisa mediante el empleo de vectores, la
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formulacién de una ley fisica, en forma vectorial, no depende de los ejes elegidos. Sin
embargo, al realizar célculos numéricos debemos trabajar con las componentes de los
vectores y calcular los médulos de los mismos y, para eso, hay que referirlos a unos ejes
determinados. Las componentes (y cosenos directores) de un vector dependen de los ejes
elegidos, pero el médulo, la direccién y el sentido son independientes de ellos. Las
cantidades que, como el médulo, no dependen de los ejes se ilaman escalares. Estrictamen-
te hablando, las componentes de un vector no son escalares porque dependen del sistema
de coordenadas elegido. Todo escalar es un ndmero, pero no todos los ndmeros son
escalares. Las componentes son pseudo-escalares (nimeros positivos o negativos). El Gnico
vector cuyas componentes son escalares es el vector nulo.
Ahora ya podemos decir con mayor precisién que una magnitud fisica es un vector
si satisface las siguientes condiciones:
1) Debe tener médulo, direccién y sentido, independiente del sistema de referencia
elegido.
2) Debe poder establecerse la igualdad y la suma de vectores cumpliendo ésta la ley
del paralelogramo.

1.5.- COMPONENTES DE LA SUMA Y PRODUCTO POR UN ESCALAR.
La suma de dos vectores 4 y B, teniendo en cuenta la propiedad conmutativa y
asociativa, es:

A+ B=(A+B)+(A,+B)J+(A,+B)K (1-9)
de manera que las componentes cartesianas de la suma de dos vectores son la suma de

las componentes, segtin cada uno de los ejes. Andlogamente sucede con la diferencia. Si
D es el vector diferencia de 4 - B, sera:

Dy = Ay-By Db,=4,-8, D, = A,-B,

y el médulo de este vector, sera:

D =\/(AX"Bx)“(Ay-By)“(Az-Bz)z (1-10)

El producto de un escalar por un vector, teniendo en cuenta la propiedad
distributiva, nos da:

mA = m(Axl+A,Y +AK) = mAyl+mA,J +mALK (1-11)
asi que las componentes del producto son: mA,, mA,, mA,.

1.6.- PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES.
Dados dos vectores libres A y B, cuyas direcciones forman un angulo 8, se llama
producto escalar o interno de estos vectores al escalar:
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AB = ABcos@ (1-12)

Si A; es el vector proyeccién de A sobre By B, el
vector proyeccion de B sobre A (fig 1.5), puesto que A; =
Acosf y B, = Bcosf, tendremos:

A.B = A;B=8B,A (1-13)
1.5.
En particular, si U, es el versor que tiene la misma direccién

y sentido que B, el producto escalar de A y U; es:

A.Up = Acosf = Ay, (1-14)

es decir, multiplicar escalarmente un vector por un vector unitario es proyectar el vector
sobre la recta soporte del vector unitario.

SiU, = A/Ay U, = B/B son los vectores unitarios de los vectores A y B, el coseno
del 4ngulo que forman es:

L]

A
cosf = U,.U;, = 2= (1-15)
‘ A 8 A B
asi que el coseno del dngulo que forman dos vectores es igual al producto escalar de sus
vectores unitarios.
De la definicién de producto escalar se deduce:

AA = A2 . (1-16)

o sea, el producto escalar de un vector por si mismo es igual al cuadrado del médulo
(norma).

El producto escalar es nulo si lo es alguno de los vectores. Pero, aunque ninguno de
los vectores sea nulo, el producto escalar puede serlo, si son perpendiculares. Es decir:

6 = 90° cosf@ =0 AB=0 (1-17)

En cambio, si

8 =0° cos@ =1 A.B=AB (1-18)

Las propiedades del producto escalar son:
1) Conmutativa: A.B = B.A
2) Distributiva respecto a la suma: A.(B+C) = A.B + A.C

3) Asociativa respecto a los escalares: m(4.8) = (mA).B = A.(mB)

De las expresiones (1-16) y (1-17) se obtiene facilmente:
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1.1=J.J=KK-=1 I.J=J.K=1K=0 (1-19)

Si a, B, y son los dngulos que A forma con los ejes, las componentes son: 4, = /A
= Acosa, A, = JA = AcosfB, A, = KA = Acosy. La expresién del producto escalar en
funcidén de las componentes es:

A.B = AB,+A,B,+A,B, (1-20)
y también:
A.A=A? = AL+ AL+ A] (1-21)
La condicién de perpendicularidad de dos vectores 4 y B, es:

AyBy+A,B,+A,B, = 0 (1-22)

Ejemplo 1.2: Dados los vectores A = 2I -J +2K, B = I +2J +2K, el producto
escalares: A.B = 2.1 + (-1).2 + 2.2 = 4. El coseno del dngulo que forman estos vectores
es: cos@ = A.B/AB. Como los médulos son: A = 3 y B = 3, entonces cosf = 4/9.

1.7.- PRODUCTO VECTORIAL D

.7.- PRODUCTO VECTORI/ E DOS VECTORES,
El producto vectorial o externo de dos vectores libres A y B, cuyas direcciones

forman un dngulo @ es, por definicién, otro vector libre dado por

AXB = ABnsené (1-23)

donde 27 es un vector unitario normal a A y B, y cuyo sentido viene dado por la regla del
sacacorchos: el sentido de n es el de avance de un sacacorchos que gira de 4 a B (fig 1.6)
por el menor dngulo posible. Se debe advertir que
aunque es costumbre dibujar el vector AxB con el
origen en O, su origen es arbitrario, puesto que los
vectores A, B y AxB son vectores libres.

El médulo del producto externo es:

|AxB| = ABsenf (1-24)

y como.-sen8 = h/B, donde A es la altura sefialada
(distancia de la perpendicular del extremo de B a A4), también se verifica:

| AxB| = Ah = Area del paralelogramo AB

Si ninguno de los vectores es nulo, pero 8 = 0° 6 180°,senf =0y
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AXB =0 . (1-25)

que es la condicién de paralelismo de dos vectores. Si 8 = 90°: AxB = ABn.

Propiedades del producto vectorial: :
1) No goza de la propiedad conmutativa: AxB = -BxA
2) Distributiva respecto a la suma: Cx(A+B8) = CxA + CxB
3) Asociativa respecto a los escalares:
m(AxB) = (mA)xB = Ax(mB) = (AxB)m

De la definicion:

IxlI =JxJ=KxK=0 IXxd =K JxK =1 KxI=J
mientras que
JIxI = -K KxJ = -1 IXK = -J
teniéndose

I J K
AxB =4y Ay 4, {1-26)
By By B,
y la condicién de paralelismo de dos vectores A y B es:

Ax _ Ay LAz (1-27)

asi que cuando dos vectores son paralelos sus componentes cartesianas son proporciona-
les. Entonces el determinante (1-26) es nulo y se cumple la (1-25).

Ejemplo 1.3: Producto vectorial de los dos vectores A = 21 +5J-3Ky B = 3I+J+K.
Solucién: Haciendo uso de (1-26), es: A x B = 81 - 11J - 13K. Como este vector es
perpendicular a A y B, se puede comprobar que (A x B).A = (Ax B).B = 0.

1.8.- PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES.

Multipliguemos escalarmente un vector 4 por B x C. Si 6 es el dangulo que forman
By C, y hes la proyeccion de A sobre la recta perpendicular al plano formado por By C
(fig 1.7), tendremos:

A.BxC = BCsenf(A.n) = BChsené



34 Vectores libres.

y como BCsen@ = Area del paralelogramo BC, resulta:
A.BxC =V
asi que el producto mixto es un escalar igual al volumen V del paralelepipedo que tiene por

lados los tres vectores. En funcidén de las compo-
nentes de los vectores

AX AY AZ
A.BxC =|By B, B, (1-28)
CX CY CZ

Como la base del paralelepipedo también
la pueden formar los pares de vectores C,A y
A,B, teniendo en cuenta que un determinante no

1.7.

varia cuando se efectia un ndmero par de permutaciones en sus fiias, resuita:
A.BxC =B.CxA =C.AxB =V (1-29)

Por otro lado, es evidente que, segun la propiedad 1) del producto vectorial:

A.CxB =B.AxXC =C.BxA =-V
y por ser conmutativo el producto escalar:
CxB.A =AxXC.B=BxA.C=-V

luego:
BxC.A=CxA.B=AxB.C=V

que comparada con (1-29) nos hace ver que se pueden intercambiar los signos del producto
mixto (no alterando el orden de los vectores) sin que cambie el producto mixto, ademds de
cambiar el orden de los vectores, siempre que se mantenga la permutacién circular y no se
cambie el orden de los productos. Por esta razén, se suele escribir el producto mixto asi:

(A,B.C) = A.BXxC = AxB.C (1-30)

El producto mixto puede ser nulo, si 4 y BxC son perpendiculares, lo que supone
que A, By C estan en un mismo plano (coplanarios) 6 es nulo el producto BxC, para lo cual
deben ser By C vectores paralelos.

Ejemplo 1.4: Hallar la ecuacién del plano formado por los tres puntos: 4(1,1,1),
B(1,2,3) y C(2,1,-1).
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Solucién: Si P(X,Y,Z) es un punto cualquiera del plano, los vectores: AP, AB
y AC estdn en ese plano, luego su producto mixto es nulo. Como las componentes de estos
vectores, respectivamente, son: AP(X-1,Y-1, Z-1), AB(0,1,2) y AC(1,0,-2), seré:

X-1vY-1 Z-1
0 1 21=0 -2X+2Y-Z+1 =0
1 0o -2

que es la ecuacién del plano.

1.9.- DOBLE PRODUCTO VECTORIAL.

Llamaremos doble producto vectorial de tres vectores A, B y C, al vector definido
por: A x (B x C) que, evidentemente, estd en el plano determinado por B y C. Es fécil
demostrar que

Ax(BxC) = (A.C)B - (A.BIC (1-31)

mientras que

(AXB)xC = (A.C)B - (B.C)A (1-32)

para lo que basta sustituir cada uno de los vectores por sus componentes y. realizar las
operaciones indicadas. .

La demostracién puede simplificarse un poco si se toman dos vectores, por ejemplo
By C, en el plano X,Y, y uno de ellos, por ejemplo C, coincidiendo con el eje X;
escribamos, pues, C = CyJ, 8B =B,d + B,J YA = Ad + A,J + AK. Entonces:

AX(BXC) = -A,B,Cyl + A B,Cyd

y sumando y restando A,B,C,J, resulta:
AX(BXC) = AxCylByl +ByJ) - (AyBy + AyB,)) Cof

que es la (1-31).

1.10.- EL ELEMENTO DE AREA Y ANGULO COMO VECTOR.

Hemos visto que toda superficie en forma de paralelogramo puede venir representa-
da por un vector, que es el dado por el producto vectorial de dos vectores que tienen por
médulos las longitudes de los lados del paralelogramo.

Podemos generalizar esto a una superficie cualquiera. De la misma forma que un
segmento de recta orientado representa un vector, también podemos considerar en una
superficie plana su drea y su orientacién en el espacio. De aqui que si adoptamos ciertos
convenios, una superficie se puede representar por un vector. Para ello, supondremos que
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el médulo del vector tiene una longitud numéricamente igual al 4rea de la superficie que se
quiere representar y cuya direccién es la de la normal a la misma. El sentido del vector
puede ser cualquiera; pero se suelen adoptar los siguientes convenios: Dando un sentido
al contorno de la superficie, el sentido de este vector es tal que se cumple la regla del
tornillo (fig 1.8). Pero, ademds, es necesario admitir que la suma de dos &reas planas
orientadas y sefaladas con sentido de circulacién, se obtiene aplicando la regla del
paralelogramo de la suma de vectores.
En el caso de una superficie de drea dS, también se puede adoptar el convenio
anterior, pero se suele elegir el sentido del vector de tal modo que, si la superficie de la que
forma parte es cerrada, el vector dS estd dirigido hacia
<! fuera, lo que equivale a elegir sobre el contorno sentido
antihorario. Si n es el vector unitario normal a la superfi-
cie dS, se puede escribir:

AS

dS = ndS = dS,/+dS,J+dS,k  (1-33)

Los vectores tales como el vector superficie o el
definido por un producto vectorial, como el momento,
que estan ligados a un giro o circulacién, se llaman

vectores axiales, para distinguirlos de los demas, que se denominan vectores polares.

También mediante ciertos convenios, podemos representar por un vector un
elemento de éngulo. Si dos semirrectas concurrentes forman_un dngulo infinitesimal d@ (fig
1.9), definiremos ei vector d&, de méduio iguai ai vaior absoluto del dngulo formado por ias
dos semirrectas, medido normalmente en radianes, de direccion normal al plano definido
por las dos semirrectas y sentido el dado por la regla del tornillo que gira en el sentido del
angulo considerado.

Tomando el punto O como origen del sistema de referencia,
la relacion entre el desplazamiento Ar y el dngulo A@ se obtiene
teniendo en cuenta que, As = RAA y como en el limite se cumple
que ds = dr, se verifican las igualdades:

1.8.

A8

dr = Rd6 R = rsen¢g

0 luego sustituyendo la segunda en la primera, se tiene:

1.9. dr = rsengdb

pero como dr es perpendicular al plano que pasa por 7y df y se cumple la regla del tornillo,
estd claro que

dr = d6 xr (1-34)

donde, por tratarse de un producto vectorial, el orden de los factores no puede cambiarse,
a menos que se cambie el signo.



APLICACIONES DEL CALCULO VECTORIAL.

ECUACION DE LA RECTA:

La recta del espacio que pasa por el punto P,(X;,Y;,Z)) es el lugar geométrico de los
puntos P(X,Y,Z) tales que el vector P-P, es paralelo a un vector V = al + bJ + cK (fig 1).
Si k es la medida de P - P, tomando V como unidad, se tiene:

Py P P-P, =kV (M

y multiplicando por I, J, K y eliminando £:

o -y X=X, Y=Y, Z-2Z
a b c

1.

que es la ecuacidn de la recta en coordenadas cartesianas rectangulares. Y como los cosenos
directores de la recta son: cosa = a/V, cosB = b/V, cosy = ¢/V, se pueden sustituir las
componentes por los cosenos directores.

ECUACION DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS:
Sean P,(X;,Y;,Z) y Py(X;,Y,,Z,) los dos puntos y P(X,Y,Z) un punto genérico de la
recta e que pasa por ellos (fig 2). Como P, - P, y P - P, son colineales, se tendrd

B » P £ P,-P, = kiP-P,) (2)
a\ |d y multiplicando escalarmente por I, J, K y eliminando %,
resulta:
2 X-X, _Y-Y, _Z-Z
5 X,-X, Y,-Y, Z,-Z

que es la ecuacidn de la recta que pasa por los dos puntos.

DISTANCIA MINIMA DE UN PUNTO A UNA RECTA:

Para calcular la minima distancia d de un punto P,(X,, ¥,,Z,) a la recta e que pasa por
los puntos Py(X;,Y;,Z)) y PAX,,Y,,Z,), basta calcular la altura del tridngulo que forman los
tres puntos (fig 2), tomando como base el segmento P,P,. Si u = P,P,/ | P,P,| esel
unitario de esta recta y el vector a = P,P,, se tiene:

d =asena = | axu |
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DISTANCIA MINIMA ENTRE DOS RECTAS NO PARALELAS:

Para hallar la distancia minima entre dos rectas AB y CD, no paralelas procedemos
como sigue (fig 3): Sea d = PQ la distancia minima entre estas rectas; entonces la recta PQ
es perpendicular a los vectores AB v CD. Si n es el vector unitario de ABxCD, también lo

A P B es del vector PQ. Llamando a al vector que une un punto
n de la recta que pasa por 4 y B con otro de la recta que
a/|d d pasa por Cy D, a = AC (podria ser AD,..) la distancia
C d=la.n|
Q
D Para determinar los puntos Py Q basta escribir AP

3.
= aAB, CQ = BCD, y usar la condicién de paralelismo

entre 10s vectores PQ = PA + AC + CQ y n.

ECUACION DEL PLANO:

El plano del espacio que pasa por el punto P,(X;,Y;,Z)) es el lugar geométrico de las
rectas P,P, donde P(X,Y,Z) es un punto genérico del plano, que son perpendiculares a una
direccién dada por la ecuacion: N = AI + BJ + CK
(fig 4). Se tiene:

(P-P).N =0 (3)

es decir

AX+BY+CZ+D =0

que es la ecuacién del plano que pasa por el punto P;
y es perpendicular al vector N, siendo: D = -(4X; + BY; + CZ;). Por tanto, también se
puede escribir:

AX=-X)+BlY-Y))+C(Z-2)) =0

para la ecuacién del plano que pasa por P, y es normal a V.

ECUACION DEL PLANO QUE PASA POR TRES PUNTOS:

Sean A(X;,Y;,Z), B(X,,Y,, Z,) y C(X;,Y;,Z;) los puntos dados y P un punto genérico
del plano. Puesto que los vectores C - A y B - 4 estdn en ese plano, el vector normal al plano
N = (B - A) x (C - A) es perpendicular al plano y, también, al vector P - 4 (fig 5). Se tiene:
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(P-A).N = (P-A).(B-A)x(C-A) =0 4

que es la ecuacién del plano que pasa por los tres puntos. El producto mixto, si las coorde-
nadas de P son (X,Y,Z), se puede escribir en la forma

X—X1 Y-Y1 Z‘Z]
X,-X, Y,-Y, Z,-2;| =0
X5-X, Ys’Y1 Zy-2Z4

De la ecuacién (4), se tiene:

P.N = A.N;

y puesto que el segundo miembro de esta ecuacién
es: AN =A.(B-4)x(C-4) =A. Bx C, laecuacién (4) también se puede escribir en
la forma:

P.N=A.BxC

Los cosenos directores de N son:

_A _B _c
cosa N cosi8 w cosy N
donde N es el médulo de N. Se tiene:
AX+BY+CZ

Xcosa + Ycosf +Zcosy = N

El primer miembro es el producto escalar de R = OP por el unitario de N; es decir:
R.uy = d, donde d es la distancia del origen al plano. El segundo miembro es -D/N.
Entonces, se tiene:

__Db _ _ D
d ~ - = (5)

JAZ+B?+C?

y la ecuacién del plano se puede escribir en la forma:

Xcosa + Ycosf +Zcosy-d = 0

que es la llamada ecuacién normal del plano.
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DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO QUE PASA POR UN PUNTO:

Un plano § queda determinado por un punto P,(X,,Y;,Z,) y por el vector N(4,B,0)
perpendicular a €l (fig 6). Si Q es el punto dado, por el que trazamos el vector d perpendicu-
lar al plano, y M es el punto de interseccién de la recta soporte del vector N con el plano,
por ser d y N paralelos, se cumplen las igualdades:

d=kN (6)
Q+d+MP -P, =0

ecuacién que multiplicada escalarmente por N, da:

(Q-P).N+d.N=0

sin mds que tener en cuenta que los vectores MP; y
N son perpendiculares. Sustituyendo d, dado por la ecuacién (6) y despejando k, resulta:

(P-QLN,, -

d=kN =
N2

El médulo de este vector nos da la distancia del punto Q al plano Q(X,,Y,,Z,), resulta:

| AX,+BY,+CZ,+D |

Jaz+B2+C?

donde D = - (AX; + BY, + CZ,), que es la conocida expresién que nos da la distancia de
un punto a un plano que pasa por un punto dado. En particular, si el punto Q es el origen,
P, - 0 = P,, la expresion anterior se simplifica, resultando igual que (5):

d = (8)

_ | AXx,+BY,+CZ, |

JA2+B2+C2

d 9)

DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO QUE PASA POR TRES PUNTOS:

Sean 4, B, C los puntos y Q el punto dado. Es claro que el vector N = ABxAC, es
paralelo a d = QM, donde M es el punto de interseccién de la recta soporte del vector con
el plano (fig. 7). Podemos, por tanto, escribir:

d=kN (10)

Q+d+MA-A=0
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expresiones andlogas a las del problema anterior. Por
tanto, la (7) sigue siendo vdlida. Es evidente que:

A.N=A.BxC=V

donde V es el volumen del paralelepipedo. Se puede
escribir:

d=ABxXC-Ny (1)
N2
7.
ECUACION DE LA ESFERA Y DEL PLANO TANGENTE EN UN PUNTO P,
Sea C el centro de la esfera y P’ un punto cualquiera de la misma (fig 8). Con las
notaciones de la indicadas, se tiene: CP”.CP’ = | CP’ | 2 = a? y como CP’ = r - ¢, resulta:

(r-¢).tr-c) = a (12)

Sea P(X, Y,Z) un punto genérico del plano tangente.
Si P, es el punto tangente a la esfera, se verifica

CPy+P,P = CP

y si multiplicamos escalarmente por CP,:

8. |CP,|? + CPy.PyP = CP,.CP

y como CP, P,P = O, por ser perpendiculares, resulta finalmente:

(ro-c).(r-c) = a? (13)

que es la ecuacién del plano tangente a la esfera de centro C y de radio a, en el punto
P, o(Xo: Yo’Zo)-






1.- CUESTIONES Y EJERCICIOS.

1) ¢Qué entendemos por vector?.

2) ;Como definiria cuantitativamente un vector?.

3) ;Como se clasifican los vectores?.

4) ;Cuales son las propiedades de la suma de vectores?

5) Silos vectores A y B satisfacen a la ecuacién A = kB, donde k es un nimero real,
;qué informacién puede darse acerca de los vectores Ay B?.

6) ;Qué propiedades satisface el producto de escalares por vectores?.

7) ;Qué llamamos componentes de un vector?.

8) Dado el vector: A = 2/- 3J + 6K, calcular: a) sumédulo; b) los cosenos directores.
R:A = 7,cosa = 2/7, cosf = -3/7, cosy = 6/7.

9) Sumar los vectores A4(2,-3,1) y B(1,2,-3). R: A + B = 3/-J- 2K.

10) ;Cuél es el vector que tiene por origen el punto A(1,2,-1) y por extremo el punto
B(4,3,1)?. R: El vector B-A = (3,1,2).

11) El vector A(5,4,-7) tiene por extremo el punto B(3,2,3), icudl es su origen?.
R: M(-2,-2,10).

12) Determinar el vector unitario que tiene la misma direccién y sentido del vector A=
(2,1,2)2. R: U = A/A = (2] + J + 2K)/3.

13) Dados los vectores A(2,1,2) y B(3,4,0), calcular el coseno del dngulo que forman.
R: cosd = A.B/AB = 2/3.

14) Calcular el producto escalar de A(2,5,-5) y B(3,1,1). R: A.B = 6.

15) ;Cuél es la proyeccién de A(3,-1,2) sobre B(2,1,2)?. R: A, = A.U; = 3.

16) ;Puede ser negativa la proyeccién de un vector sobre otro y qué sentido fisico tiene
el signo menos?.

17) Calcular el producto vectorial de A(2,-3,1) y B(1,2,-3) y multiplicar el resultado
escalarinerite por A y B. Estos productos deben ser nulos.
RRAxB=7U+J+ K.AxB.A =70+ J + K.(2]-3J + K) =

18) Si A.B = A.C, siendo A un vector no nulo, ges'necesariamente B = C?. R: No.

19) Demostrar que (A4 + B).{A - B) = A?- B2

20) Si A4(3.2,3) y B(-6,m,n) ;qué valores deben tener m y n para que estos vectores
sean paralelos?. R:m = -4, n = -6.

21) ¢Pueden ser perpendiculares los vectores anteriores?. ;Hace falta alguna condicion
‘més?. Suponer m+n = 8. ;Son perpendiculares?. R: Si, sim = 6,1 = 2.

22) Si AxB(4,2,-5) y A(1,3,2), ¢cudl es B?. R: Indeterminado.

23) Hallar el coseno del dngulo que forman la diagonal del cubo de lado a y una de sus

~ aristas. R: cosa = 1/4/3

24) Coseno del 4ngulo que forma la diagonal del cubo de 23) con una de las dnagonales
de sus caras. R: cosf = 2/4/6

25) Determinar los versores normales al plano que determinan los tres puntos A(1,1,-1),
B(2,0,1), C(2,2,1). R:+(2/ - K)//5. '

26) Calcular el drea del tridngulo que forman los puntos del 25). R: /5.

27) Dados los vectores: 4(2,0,1) y B(1,1,6), calcular el drea del tridngulo que forman.
R: (3V/14)/2.
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Cuestiones y ejercicios.

28) ¢Los vectores 4(3,0,1), B(2,1,-1) y €(1,3,2) son coplanarios.? R: No.

29) Dados los vectores A(3,0,1), B(1,2,-3) y C(m,1,-1), ;que valor debe tomar m para
que sean coplanarios?. R:m = 2. .

30) Demostrar que (4 x B).(C x D) = (A.C)(B.D) - (A.D)(B.C).

31) Demostrarque A x (Bx C) + Bx(CxA) + Cx (Ax B) = .

32) Hallar los versores paralelos al plano XZ y normales al vector: 4 = 2/-J +2K.
R:x (/- K)/V2.

33) Demostrar que el drea de un tnangulo de ladosAyBes |AxB]| /2.

34) Calcular el drea del tridngu'o formado por los extremos de los vectores: 4 = 2/+K,
B =1+ J + 6Ky la sumea de ambos. R: (34/14)/2.

35) Hallar las coordenadas del pie de la perpendicular trazada desde el punto P(6,-4,4)
a la recta. que pasa por los putitos A(2,1,2) wa(3,-1,4). R: (4,-3,6).

36) Si A(6,3,9) y su producto vectorial por otro Bes A x B = -/ + 2J, calcular B con
la condicién de que sea unitario. R: 8 = (2/+J+ 2K)/3 o B = (8/+4J+19K)/21.

37) Demostrar la ecuacion (4 x B) x C = (A.C)B - (B.C)A.

38) ¢Qué convenios debemos establecer para que una superficie pueda representarse
por un vector?.

39) Si U, y U, son dos versores del plano XY, que forman los angulos @y 8 con el
semieje positivo OX, obtener las expresiones trigonométricas: ‘
cos(a-B) = cosa cosf + sena senf cos{a+p8) = cosa cosp - sena senf
Sugerencia: Utilizar el producto escalar U,.U,.

40) Deducir las ecuaciones trigonométricas
sen(a-f) = sena cospB - cosa senf sen(a+p) = sena cosf + cosa senf

41) Hallar los vectores paralelos alarecta 2X = Y + 1, Y = Z - 4, que tienen de
médulo 3. R: £(/ + 2J + 2K).

42) Deducir la ley de los senos de un tridngulo: a/senA = b/senb = c/senC donde a,
b, ¢ son los lados y A4, B, C los dngulos opuestos. Sugerencia: axb = bxc, etc.

43) Descomponer un vector B en dos: uno en la direccién de otro A y otro normal a 4,
R: B, = (A.B)A/A? en la direccion de A y B, = B - (A.B)A/A% normal a A.

44) La proyeccién de un vector A sobre la recta que pasa por los puntos P(2, 3,-1) y
Q(-2,-4,3) y la proyeccién sobre el eje OZ es 1. Sabiendo que 4.8 = 13, siendo
B(2,-1,2), determinar el vector A. R: 4 = 4/-3J + K.

45) Calcular (A x B).[(Bx C) x (Cx A).R = 0. :

46) Dados los vectores: A = A-0 =1+ J B=B-0 =1+ J +K, calcu!ar la
distancia del punto P(1,2,3) a sus rectas de accién. R: d{4) = +/(19/2), d(B) = /2.

47) Calcular el vector D = X/ + YJ + ZK, sabiendo que es coplanario con A4 = /+Jy
B=/+J+Kyquesuméduloes5,yque DA =6.R: X =Y =3,Z = 7.

48) Hallar la ecuaci6n del plano que pasa por el punto P(1,1,-2) y es perpendicular a los
planos: 2X + Y-2Z + 3 =0, X-3Y +2Z+ 4 =0.R:5X + 4Y +7Z+ 5 = 0.

49) Hallar los vectores paralelos a larecta X = Y + 2; 2Y = Z + 1, que tienen de
médulo 2. R: £2{/ + J-+ 2K)/-/6.

50) Dados los vectores: A(-4,-6,15), B(3,-2,4), C(3,1,-1), D(-1,%,4), hallar la relacion
que existe entre ellos. R: A = 28 - 3C + D.



2. VECTORES DESLIZANTES.

2.1.- MOMENTO DE UN CURSOR RESPECTO A UN PUNTO.
Por definicién, se llama momento de un vector (A, f), respecto a un punto 0, que de
ordinario se hace coincidir con el origen de coordenadas, al vector:

MO) = (A-O)x f = AXF (2-1)

El momento es otro vector perpendicular a 4 y f, cuyo sentido viene dado por la
regla del sacacorchos. El momento con respecto a O es nulo si A es paralelo a f; es decir,
si O estd en la recta soporte de £.

Si (A”,f) es otro vector, situado en la misma recta soporte que fy de igual médulo
(fig 2.1), el momento de £’ con respecto al mismo punto 0, seréa:

1u(0) MIO) = (A/-0)x f = A'xf

y siendo ' = f, se tiene:

M'(0) - M(O) = (A'-A)x f' =0

por ser A”-A y f paralelos. Se ve asi que f puede
7 _deslizar sobre su recta de accién sin que varie su
momento con respecto al mismo punto; por’
esto, no tiené sentido hablar de momento de un
vector libre (todos los vectores equipolentes no
tienen el mismo momento con respecto a un punto dado) y si de los vectores deslizantes
o cursores. Son cursores las fuerzas y las velocidades angulares instantdneas w en la
composicién de rotaciones de un sélido rigido. Cuando £ es la velocidad angular de un
punto O alrededor del eje AA’, f = w, M es su velocidad lineal: V = A xw = w x R, donde
R = AO = - A es el vector de posicién del punto O.

La ecuacion (2-1) nos determina las componentes del vector M(0), ya que siX Y, Z,
son las componentes de A, se tiene: : ‘

2.1.

I J K
MI+MJ+ME=|X Y Z
L b L

de manera que las componentes del vector momento son:
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M, = Yf,-Zf, M, = Zf, - XT, M, = Xf, - YF, (2-2)
pero también nos determina los cosenos directores de la recta de accién de M(0), pues,
basta dividir las (2-2) por el médulo. Todos los vectores equipolentes tienen las mismas
componentes (2-2); de aqui que, aunque es costumbre dibujar el momento de un cursor
como un vector de origen O, el momento es un vector libre (vector axial o pseudovector).
Téngase esto presente, aunque se siga dibujando en O (hay que dibujarlo en algun lugar).
Multiplicando la ecuacién (2-1) escalarmente por £, se tiene: ‘

f M +f,M,+f,M, = 0 (2-3)

Por consiguiente, conocidas las componentes de f y M(O) el cursor queda
perfectamente definido, pues 7, f,, f,, determinan al médulo, los cosenos directores Yy
sentido del cursor, en tanto que dos de las ecuaciones (2-2) determinan la recta soporte.
Por esto las componentes: £, 7, f, M,, M, M,, que han de cumplir la formula (2-3), se
4  denominan coordenadas del cursor. ‘

Como producto vectorial que es, el médulo de

0
M(O) representa el 4rea del paralelogramo de lados A4 y
f y, también, es el producto de f por d, siendo d la
distancia minima de O a la recta de accién de £
g M(O) = fAsen6 = fd .
2.2.

: El momento de un cursor depende del punto O
elegido, llamado centro de momentos. Sitomamos otro punto O’ {fig 2.2) como centro de
momentos, M(O’) # M(0). En efecto, el momento con respecto a O~ es:

MO) = (A-0)Xxf=(A-0+0-0)xf=(A-0)x F+(0-0) x f
y como el primer sumando es el momento con respecto a O:
M(O) = M(O) + (0-0)x f (2-4)

que nos dice que el momento de un cursor con respecto a un punto O’ es igual al momento
del mismo cursor con respecto a otro punto cualquiera O, mas el momento del cursor con
respecto a 0’, supuesto aplicado en O.

Ejemplo 2.1.- Dado el cursor f{3,-1,2) que pasa por el punto A(1,2,0), demostrar la
formula (2-4), si 0°(1,1,1) y 0(0,0,0). .

Solucién: Desarrollando los determinantes correspondientes se tiene: M(0) = (4-0)
xf = (4,-2,-7), (0-0xf = (-1,-1,4), M(0’) = (4-O)xf = (3,-3,-3), luego se cumple.
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2.2.-MOMENTO DE UN CURSOR CON RESPECTO A UN EJE.
Llamaremos momento del cursor (4, f) con respecto a un eje, definido por un punto
del eje y el vector unitario U, al escalar definido por el producto escalar

U.MO) = UAXF (2-5)

si O es el punto del eje. Se trata, pues de la proyec-
cién sobre el eje del momento del cursor con respecto

5 . a un punto cualquiera del eje.
M@'\< Para que la definicién del momento de un
;f vector con respecto a un eje sea correcta hay que

demostrar que el momento es independiente del punto
del eje elegidd. En efecto, tomando otro punto cual-
quiera O’, también perteneciente al eje (fig 2.3), puesto que entre los momentos del vector
con respecto a estos puntos existe la relacién (2-4), multiplicando escalarmente por el
vector unitario U resulta:

2.3.

U.M(O)) = UM(O) + U(O-0)x f = U.M(O)

puesto que el producto mixto con dos vectores paralelos, es nulo. Por tanto, e/ momento
de un cursor con respecto a un eje es independiente del punto del eje elegido.

2.3.- SISTEMAS DE VECTORES DESLIZANTES.
Dado un sistema de cursores f, se llama resultante general del sistema al vector

R=YF (2-6)

que se obtiene sumandolos como si fuesen libres en un punto cualquiera O. El vector R asi
obtenido es un vector libre; pero veremos que en algunos casos (cursores concurrentes en
un punto y cursores paralelos) la resultante pasa por un punto determinado, por lo que
conocemos también su recta de accién. En este caso R es un vector deslizante o cursor.

Llamaremos momento resultante del sistema, respecto al punto O (centro de
momentos), al vector libre:

M(O) = T M{O) = 5 (4,-0)x £, (2-7)

donde A4; es el origen de f. Este vector depende del centro, pues si tomamos otro nuevo
centro O’, de acuerdo con (2-4), es:

M (0) = M,(0) +(0-0') xF,

para cada f. Sumando todos estos momentos:
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SMA0) = SM,0)+3(0-0)xf,

y teniendo en cuenta que: £(0-O")xf; = (0-O)xZf, = (0-O)xR; se tiene:
M(O) = M(O) + (0-0V'xR (2-8)

que nos dice que el momento resultante del sistema con respecto al centro O’ es igual al
momento resultante con respecto a O, mds el momento respecto a O’ de la resultante R,
supuesta aplicada en O.
Para que el momento resultante sea independiente del centro, se debe cumplir:
1) La resultante del sistema es nula. Ejemplo de R = O es el caso de dos cursores
iguales en médulo, de rectas soporte paralelas y sentidos contrarios (par), por eso
el momento de un par es independiente del centro y constituye un vector libre.
2) SiendoR # 0, que sea R paralelo a 0-O"; o sea, todos los puntos O’, situados sobre
una recta paralela a la resultante pasando por O. o

2.4.- INVARIANTES DE UN SISTEMA DE CURSORES.
Se llama automomento a del sistema de vectores deslizantes (también trinomio
invariante) al producto escalar:

a = R.M = RMcosa = MyR (2-9)

y puede ser positivo, negativo o nulo. El automomento del sistema de cursores no depende
del centro de momentos, ya que segin (2-8): :

M(O).R = M(O).R (2-10)

y, por tanto, es el mismo para todos los puntos del espacio.

Como Ry a no dependen del centro de momentos, se
llaman invariantes del sistema de cursores. El valor absoluto
de la proyeccion del momento sobre la resultante es:

| Mg | = M|cosa] =ILRi = cte
R
asi que /a proyeccién del momento resultante sobre la
resultante es constante; es decir, es la misma para todos los
puntos del espacio. Como el médulo del momento resultante es: M = | M, | /]| cosa |,
serd minimo en los puntos en los que cos a tenga valor absoluto maximo. Esto sucede para
| cosa| = 1(a = 06 180°); es decir, E/ momento del sistemna de cursores coincide con

e/ momento minimo cuando los vectores M y R tienen la misma direccion. El valor minimo
del momento resultante es:
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M| =M, =12l
‘ Rl il R

‘Podemos definir un vector, que llamaremos momento minimo, en la forma:

_ a - a = -
MR-ﬁUﬁ-.k-ER—kR (2-11)

siendo k = a/R2. El momento minimo es otro invariante del sistema. Cuando a = 0, M; =

0: es decir, e/ vector momento minimo, que tiene la direccién de la resultante, es nulo
cuando el automomento es nulo.

2.5.- EJE CENTRAL DE UN SISTEMA DE CURSORES. .

¢Cuales son los puntos del espacio que dan momento minimo?. Evidentemente los
que tomados como centro de momentos hacen que el momento resultante y la resultante
del sistema sean paralelos. Si designamos por Q tales puntos, se debe cumplir:

M(Q) = M, = kR

que es la condicién de paralelismo entre el momento resultante y la resultante del sistema;
entonces el momento es el vector momento minimo. Si

M(Q) = MLQ)] + MAQ)J + MAQ)K R = Ryl + RJ + R,K
se tiene:
MAQ) _ mMAQ) _ My(Q) (2-12)
Rx Ry, R,
Suponiendo que Q-0 tiene por componentes X, Y, Z; puesto que
M(Q) = M(O) + (O-Q)x R = M(O) + Rx (Q-0) = kR (2-13)
tendremos:
I J K
M(Q) = M(O) + |Ry Ry Ry|=kR
X Y Z

asi que las componentes del momento resultante con respecto al punto Q, son:

MQ) = MAO)+ZR, - YR, = kRy
M/Q) = MAO) + XR,-ZR, = kR,
MAQ) = MAO) + YRy - XR, = kR;

y eliminando &, 6 sustituyendo en (2-12), resulta:
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MJO0)+ZR,~ YR, _ MJO)+XR,~ZRy _ My0)+YR.-XR, (2-14)
RX RY RZ

que es la ecuacién de una recta paralela a R, que se denomina eje central del sistema de
cursores. Segun esto, el eje central de un sistema de cursores es el lugar geométrico de los
puntos del espacio gue tomados como centro de momentos dan momento minimo. Este
lugar geométrico es una recta paralela a la resultante.

También podemos obtener la ecuacion del eje central teniendo en cuenta que los
vectores R y M(Q), por ser paralelos, cumplen: RxM(Q) = O; luego, de (2-13):

RXMO) + RxI[Rx(Q-0)] =0
y como el doble producto: Rx[(Q-0)xR] = R*Q-0) - [R.(Q-0)IR, se obtiene:
RxM(0) + R40-Q) - [R.(0O-Q)R =0 (2-15)

Sea Q’ un punto del eje central, interseccion de la perpendicular desde C al eje

central (fig 2.5). Entonces: R.(0-Q) = 0, y la (2-15) queda reducida a:
& RxM(0) + RH0-Q) =0

Eje central

El punto Q’ del eje central existe siempre que se
cumpla la condicién R # O, y vendra definido por

R

o' -0 = BxMO) (2-16)
RZ

2.5. Una vez hallado este punto Q’, los demds puntos
del eje central estaran sobre la recta paralela a R que
pasa por Q' y vendradn dados por la relacion Q = Q’ + cR, yaque Q - Q’ = cR, donde ¢
es una constante arbitraria.
La ecuacidn del eje central se puede también escribir en la forma:

X-X _vy-Y _2z2-Z (2-18)
Ry Ry R,

donde X’,Y’,Z’, son las componentes de Q”-0, dadas por (2-16).

Si la ecuacidn (2-15) se divide por R?, se utiliza (2-16), y se multiplica escalarmente
por I/R,, J/R,, K/R,, resulta nuevamente la (2-18).

El momento resultante del sistema, respecto a un punto cualquiera P, segin (2-8),
cuando se conoce el momento resultante con respecto a un punto Q del eje central, es:

M(P) = M(Q) + (Q-P)XR (2-19)

En particular, si R = 0 no hay eje central, ya que el momento es el mismo en
cualquier punto (no depende del centro).
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SiparaR # Oesa = RM = 0, M es siempre normal a Ry yanoserdan Ry M
paralelos ni para los puntos de la recta (2-18). Sin embargo, ésta sigue llaméndose eje
central del sistema porque para sus puntos Q el momento del sistema (momento minimo)
es nulo; es decir, M(Q) = 0. En este caso, el momento resultante del sistema con respecto
a un punto P cualquiera, sera:

M(P) = (Q-P)XR

Ejemplo 2.2: Estudiar el sistema de vectores f;, pasando por los puntos 4; que se
indican:

fi=3I-K A4,(1,0,1)
fH=1I+] A4,(0,3,-1)
fi=2I+J-3K A5(2,-1,0)

~ Solucién: La resultante del sistema es: R = 61 +2J-4K, y R? = 4x14. Los momentos
de estos vectores, con respecto al origen son:

M(0) = 4J M,0) =1-J-3K M,0) = 3I+6J +4K

y el momento resultante:

M) = 41+9J+K

El automomento a = R.M(O) = 38; el momento minimo M; = a/R = 19A/14. El
vector momento minimo es:

19
M,=2R=22@3I+J-2
BT R s g BT 20

Los puntos Q del eje central cumplen (2-13). Haciendo operaciones, puesto que
Rx(Q-0) = 2Z+4Y)I -(4X+62Z)J +(6Y-2X)K, sumdndole M(O), se tiene M(Q), que es igual
a kR. Por tanto, la ecuacién del eje central es: '

4+2Z+4Y _ 9-4X-6Y _ 1+6Y-2X
3 1 -2

Otra forma de calcular el eje central es, como sabemos, encontrar el punto Q’,
interseccién de la perpendicular desde O al eje central. Estos puntos vienen dados por (2-16),
por lo que si calcula: RxM(0O) = 381 - 22] + 46K, y se divide por R? = 56, resulta las
coordenadas de del punto Q’ son: @’(19/28,-11/28,23/28). Los demds puntos Q vienen dados
por Q@ = Q’ + cR, donde c es una constante arbitraria. La ecuacién del eje central en forma
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clasica, por tanto, es:

B y.u g3
28 28 _ 28
3 1 -2

Tomemos el punto @’ y calculemos el momento del sistema con respecto a éL.
Tendremos:

M(Q) = M(0) + RX(Q' - 0) = -}j-anhzx)

que coincide con el vector momento minimo.

2.6.- MOMENTO DE UN SISTEMA CON RESPECTO A UN PUNTO QUE DISTA UNA
DISTANCIA d DEL EJE CENTRAL.

Supuesto conocido el eje central de un sistema de cursores, calculemos el momento
resultante del sistema con respecto a un cierto punto P, situado a una distancia d del eje
central, en funcién del momento minimo M, y de la resultante general. Si Q es el pie de la
perpendicular al eje central pasando por P, se tiene:

M(P) = M(Q) + (Q-P)XR = M(Q) + dx R (2-20)

donde (fig 2.6.) d = Q-P. Su médulo es la distancia al eje central.

Busquemos las componentes de M(P), segun tres direcciones ortogonales definidas
por los versores u, u, u’, los cuales determinan las direcciones de PQ, M(Q) y u = uxug.
M(P) Multiplicando escalarmente la (2-20) por estos

versores, se tiene:

Rd |u

SN ()  MP).u = MQ).u + dxR.u = 0

d ) que nos hace ver que M(P) estd contenido en un
plano perpendicular a d = du. Analogamente,
multiplicando escalarmente por el unitario ug:

Eje central Q M(Q) MP).u, = M(Q).u, + dXR.uz = My
2.6.
dado que la componente del momento en la direc-
cién de u, es siempre el momento minimo. Por dltimo:

M(P).u' = MQ).u’ + dxR.u’ = Rd
Segun esto, el momento del sistema con respecto a un punto-P, situado a una

distancia d del eje central, se puede descomponer en dos componentes: una en la direccién
del eje central, de médulo M, (momento minimo del sistema), y la otra en la direccién
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perpendicular al plano que contiene a Py al eje central (es decir, enla direccién u’), siendo
su médulo Rd. Por tanto:

MP) = M2 + R?c (2-21)

Para un sistema de cursores dado, M, y R son constantes; por tanto, M(P) solo
depende de d. La ecuacién (2-21) nos permite conocer la forma de la funcién M(P) = fld).
Para d = cte, M(P) = cte, por tanto, el lugar geométrico de los puntos del espacio en los
cuales el médulo del momento es constante es un cilindro de eje el eje central. Naturalmen-
te que, si conocemos M(P) y R la (2-21) nos permite determinar también la distancia d del
punto P al eje central. En particular, si R = 0, el momento es independiente del centro y
el campo de momentos es uniforme.

Vamos a ver que si conocemos el eje central y el momento del sistema con respecto
a un punto podemos obtener, graficamente, el momento con respecto a cualquier otro
punto. En efecto, sea la recta r el eje central (fig 2.7) y, supuesto conocido M(P), tratemos
de determinar M(P’), momento del sisterma con respecto al punto P’, situado en el plano
A,VI\M(P9 que forman Py r. Sea d”’ la distanciade P’ ary P" el
5 punto de interseccién de la paralela a r pasando por
P vy la perpendicular a r pasando por P’. Las compo-
MF)  nentes de M(P’) segin u, y u’ seran:

P’ . P\ %
u MP).u, = M,
d
. T . pues siempre es el momento minimo, y

2.7. MP).u' = Rd’

»

como resulta evidente, por otro lado multiplicando por v, y ¥’ la M(P) = M(Q) + d’XR.
Entonces:

MP).up _ My _ 1 MPYY _d
MPYu, M, MP .y’ d

Por tanto, para hallar M(P").u” basta prolongar OA " hasta A’ pues los tridngulos semejantes
OP"A" y OP’A’ nos dan la relacién anterior. Componiendo M, con [M(P).u'Ju” obtenemos
M(P"), momento del sistema con respecto a P’.

Ejemplo 2.3: Dado el sistema de vectores: A = 2I'y B = 3J, y sabiendo que el
momento del sistema respecto a P es M(P) = 20J, hallar la distancia de P al eje central.

Solucién: La resultante del sistema es R = 2I + 3/ y R = +/13. El automomento es:
a = RM(P) = 60, de manera que el momento minimo es: My = a/R = 60A/13. Como
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M(P) = 20, 1a ecuacién (2-21) nos da:

= 1 2 _MZ - 400 =
d '_‘?VM (P) R T3 30,77

2.7.- SISTEMA DE CURSORES CONCURRENTES. TEOREMA DE VARIGNON.

Cuando se considera un sistema de cursores cuyas rectas soporte pasen por un
punto A(X, ,Y, .Z,), lo que constituye un sistema de cursores concurrentes (fig 2.8.), el
momento resultante del sistema, es: '

M) = TAxf = AXR (2-22)

y como AxR es el momento de la resultante con respecto
a O, se tiene el teorema de Varignon, que dice: £/ mo-
mento resultante de un sistema de cursores concurrentes
con respecto a un punto O cualquiera es igual al momen-
to de su resultante con respecto al mismo punto.

Como M(O) es perpendicular a B, 2 = O, cualquie-
ra que sea el centro de momentos, también es M(Q) = O,
luego M y R no son paralelos ni para los puntos de la
recta (2-14) 6 (2-18), aunque ésta siga llaméandose el eje central del sistema, que vendra
dado por

2.8.

X-Xo _ Y-Y, _Z-2,
RX RY RZ

pues es claro que el eje central pasa por el punto A, ya que también M(4) = O, por ser el
momento independiente del centro de momentos. Por tanto, siendo 4 y R distintos de cero,
segun (2-22), al ser M(0) = O, por A también debe pasar la resultante. Entonces la
resultante del sistema queda perfectamente determinada, ya que al pasar la recta soporte
de la resultante por A4, se conoce completamente ésta. En este caso la resultante es un
vector deslizante.

Para la obtencién gréfica de la resultante se utiliza el poligono de vectores. Para
determinar analiticamente mddulo y direccion de la resultante se utiliza el método de las
proyecciones, eligiendo un sistema de ejes perpendiculares de origen en el punto A de
concurrencia. Entonces las componentes de la resultante son:

Ry = X¥x Ry = Xf, R, =37,

y los cosenos directores se obtienen dividiendo por R estas expresiones.
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 Ejemplo 2.4: ;Cudl es la ecuacién del eje central del sistema de vectores: f; = 31 +

J+ K, f,=-1+Jyf; =-J + K, pasando por el punto A(1,2,3).

Solucién: La resultante del sistema es: R = 2I + J + 2Ky R = 3. Los momentos
de cada uno de los w)ectores, son: M,(0) = - I + 8J -5 K, M(0) = -3 + J - K), M;(O)
= 5I-J - K, y, por tanto, el momento resultante con respecto al origen: M(0) = EM(0) =
I + 47 -3K.

Para calcular el momento resultante basta tener en cuenta el teorema de Varignon:
M(0) = AxR. El resultado es el mismo. El automomento es: a = R.M(0O) = 0, luego Ry
M son perpendiculares. Como A(1,2,3) es un punto del eje central, la ecuacién del eje central
(2-18) es

X-1_Y-2 _2Z-3

2 1 2

También se puede encontrar la ecuacién del eje central mediante (2-16). Como
RxM(0) = -11I +8J +7K, se tiene Q-0 = (-11I + 8J + 7K)/9, de manera que
0’°(-11/9,8/9,7/9). La ecuacién del eje central se puede escribir:

X+119 _ Y-8/9 _ Z-7/9
2 1 2

;Son distintas estas ecuaciones?. No. Sucede que A y @’ son puntos del eje central.
Los restantes puntos del eje central vendrdn dados por la relacién: Q = Q’ + cR. Se puede
comprobar que haciendo ¢ = 10/9 en (2-17), se obtiene Q = A.

2.8.- SISTEMA DE VECTORES PARALELOS. CENTRO DEL SISTEMA.
Consideremos un sistema de cursores f, paralelos entre si y sea U el versor en la
direccién comun. La resultante general del sistema de cursores es:

R=SFf=USF (2-23)

siendo Zf, una suma algebraica, si todos los cursores no tienen el mismo sentido.

Un sistema de cursores paralelos se puede considerar como un sistema de cursores
concurrentes en el infinito. Como vimos, cuando R # 0, el momento resultante del sistema
con respecto a un punto C del eje central M(C) = M, (momento minimo) est4 relacionado
con el momento del sistema con respecto al origen M(0) por la ecuacién (2-13); es decir:

M(C) = M(O) +R x(C-0)

Ahora bien, el momento del sistema con respecto a cualquier punto es perpendicular
a U: es decir a los vectores f. y también a R. En consecuencia, el momento minimo del
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sistema es nulo: M(C) = 0, y como M(0) = ZAxf. = ZAxfU = £fAxU, la anterior nos da
[ZfA-(C-O)TfIxU =0

vélida cualquiera que sea la orientacién de U con
respecto a los ejes. Entonces la posicion del
centro del sistema de cursores paralelos C es:

- 2TA

L 2-24
ST ( )

c-0

Las coordenadas del punto C no dependen

de la direccién de los cursores £; es decir, no

dependen de su orientacién con respecto al sistema de referencia, solo dependen de la

distribucién del sistema de cursores. Entonces, podemos definir C diciendo que es e/ punto

por donde pasa la resultante del sistema, cualquiera que sea la orientacién del sistema de

cursores f, con respecto al sistema de referencia y, por tanto, podemos suponer que dicha
resultante estd aplicada en dicho punto.

Ejemplo 2.5: Estudiar el sistema de cursores paralelos, f;, = 2I+2J+K, f, = (41+4J
+2K)/3 y f; = -(81 +8J +4K)/3, pasando por los puntos 4,(1,1.1), 4,(1,0,0) y 45(0,0,1).

Solucién: Pongamos (f; = f.u, donde u = (2I+2J+K)/3 es el unitarios de los f):

fi= 20+2J+K A4,(1,1,1) fi=3 Afi = (3,3,3)

fo = 2QI+2J+K)/3 A,(1,0,0) fh=2 Af; = (2,0,0)

[ = -4QI+2J+K)/3 A,0,0,1) fi=-4 Af; = (0,0,-4)

R = QI+2J+K)/3 R=1 LAf; = (5,3,-1)
‘Los momentos de estos vectores con respecto al origen, son:

M(©O) = -1+J M,(0) = 2(-J +2K)/3 M,(0) = 8(J - K)/3

siendo

A
c-0-=24 5137k

L

asi que el centrb del sistema de vectores paralelos es el punto C(5,3,-1). El automomento del
sistema de vectores paralelos es:

a=R.MO) =0

El momento del sistema con respecto a C debe ser nulo. Comprobar que: M(C) = 0.
Los puntos del eje central son los de la recta que pasa por C: (X-5)/2 = (¥-3)/2 = Z+1.
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El punto Q’ se obtiene por: Q-0 = R x M(O)/R? = (51 -J -8K)/3; es decir:
Q’(5/3,-1/3,-8/3). Los restantes puntos Q del eje central los obtenemos por: Q = Q’+ cR
= (5+2c,-1+2c¢,-8+¢)/3, y si hacemos ¢ = 5 se obtiene C.

Un caso particular es considerar dos cursores fy f* paralelos. Entonces R = f + f.
Consideremos los casos siguientes:

1) Los cursores tienen el mismo sentido (fig 2.10), el inédulo de la resultante es la
suma de los médulos de las componentes: R = f + f°, y la ecuacién (2-24), da:
Si 0 =4: AC =a = fd/IR
Si O0=8B: CB = b = fd/IR

Puesto qued = a@ + by R = f + f°, una cualquiera de las igualdades anteriores nos

da:
/__f ———— 'ﬂf. fa=Fb (2-25)
en 5 C’ =5  que nos dice que el momento de cada vector con respecto
et a un punto de la recta de accién de la resultante es
/,,;f:—'—""”‘ - constante (ley de oro de la mecdnica, cuando los cursores
2?‘1'0‘ son fuerzas). La semejanza de los tridngulos 44°C y

BB’C nos hace ver que se cumple la (2-25). Esto permite
obtener grificamente el punto C de la forma siguiente: en 4 se dibuja un vector opuesto a f
y en B un vector equipolente con f. Uniendo A’ con B’ obtenemos C.

2) Las formulas siguen siendo vilidas en el caso de que los cursores tengan sentidos
contrarios, si bien ahora la resultante es: R = f - f°. También aqui la semejanza de los
tridgngulos AA°C y BB’C (fig 2.11), permite obtener graficamente la recta soporte de la

8 o __ resultante, uniendo los puntos A’y B’.
~~ . A medida que la diferencia entre los cursores
P e S — R disminuye, el punto C se aleja indefinidamente de B.
/// /’/ \\\ } En el limite, cuando los médulos de los cursores son
B ~7 - A = c iguales: f = f°, es imposible determinar R, ya que se
. tratarfa de un vector nulo en el infinito, lo que
r carece de significado fisico. En este caso, estamos

2.11. ante un sistema denominado par de cursores.
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PAR DE CURSORES: Sistema formado por dos cursores paralelos iguales y de
sentidos contrarios. La resultante del sistema es nula. El momento de un par es un vector
independiente del centro de momentos (como vimos en 2.3) y no estd vinculado a ninguna
determinada recta de acci6n; por tanto, es un vector libre y puede suponerse aplicado en
cualquier punto del espacio.El momento del par (f, f°) con respecto al punto P, de acuerdo
con la definicién de momento (fig 2.12), es:

M(P) = AXf+A'Xf

pero como f’ = -f, se tiene:

M(P) = (A-A)Xf = A -A)Xf

siendo A-A’ un vector cualquiera que une dos puntos de
las rectas de accién de los cursores dados. Si el punto
B es el pie de la perpendicular a f” por A, M(B) = nfd,
donde n es el versor dado por la regla del sacacorchos. La distancia d se llama brazo del par.
Todos los pares que tienen el mismo momento son equivalentes (tienen resultante nula

y el mismo momento). Un par queda caracterizado por su momento. Los pares pueden
trasladarse en su mismo plano o a planos paralelos. También se puede modificar el brazo,
‘ ' siempre que no se varie su momento. La demostracién

elemental gue se realiza para ver gue los pares se

pueden trasladar (fig 2.13), estd basada en sumarle al
par, situado en un plano, un sistema equilibrado forma-
do por cuatro cursores, que tienen la misma direccién
y el mismo médulo que los cursores del par, situados
sobre un plano paralelo. La composicién de f con f, da
R, pasando por C (punto medio del segmento AB’), y -f
con -f; da -R, que pasa también por C. Como la suma
R + (-R) = 0, queda el par (f},-f;), que es idéntico al primitivo (f,-f), pero situado en un
plano paralelo.

2.13.

2.9.- SISTEMAS EQUIVALENTES. REDUCCION DE UN SISTEMA.

Dos sistemas de vectores deslizantes se llaman equivalentes, cuando tienen la
misma resuitante y el mismo momento resultante, respecto a un centro O. Por tanto, para
los sistemas equivalentes se cumple:

R =R M) = M0) (2-26)

Vamos a demostrar que: si dos sistemas de cursores son equivalentes tienen el
mismo momento con respecto a cualquier punto. En efecto, si tenemos dos sistemas S y
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S’ equivalentes que cumplen (2-26) y calculamos el momento del sistema S’ con respecto
a otro punto O’, segln (2-8), tendremos:

M1(0)) = M0) +(0-0)x R

y segun (2-26):
M/(0) +(0-0) x R = M(O) + (0-0) xR = M(O)

y por tanto,

M/(0) = M(O) (2-27)

como queriamos demostrar.
Sistemas equilibrados o nulos: Son sistemas que cumplen las condiciones

R=0 M=0 (2-28)

y son equivalentes a cero, con respecto a cualquier punto. El caso mas sencillo de sistema
equilibrado es el formado por dos cursores que tienen la misma recta soporte y sentidos
contrarios.

Se llaman operaciones elementales las siguientes:

1) Afadir o suprimir dos vectores opuestos,

2) Deslizar un cursor sobre su recta de accion.

3) Sustituir varios cursores concurrentes en un punto por su resultante pasando por

el mismo punto.

4) Descomponer un Cursor en ur. sistema de cursores concurrentes, cuya resultante

coincida con él.

Ninguna de estas operaciones altera la resultante o el momento resultante de un
sistema. En efecto, para demostrar esto para la primera vamos a ver que si a un sistema
S se le suma (o resta) un sistema S’ equilibrado, el sistema S + S’es equivalente a S. Esto
es evidente, ya que por ser S’ equilibrado, segin (2-28) se cumplird que R* = 0y M’ =
0 vy la resultante y el momento resultante del sistema S + S’, con respecto a cualquier
punto, serén: R + R’ = Ry M + M’ = M. La segunda de las operaciones fue demostrada
al estudiar el momento de un cursor respecto a un punto. Para la tercera y cuarta basta
recordar el teorema de Varignon. Por tanto, podemos afirmar que las operaciones
elementales transforman un sistema en otro equivalente.

Reducir un sistema de vectores es aplicarle operaciones elementales hasta obtener
otro sistema equivalente mas sencillo.

Vamos a demostrar el siguiente

TEOREMA FUNDAMENTAL:

Un sistema de cursores se puede reducir de infinitas formas a un vector Gnico, su
resultante R, pasando por un punto cualquiera O del espacio, y a un par, de momento M,
igual al momento resultante del sistema con respecto al mismo punto 0.
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En efecto, consideremos un cursor £, cualquiera del sistema, situado sobre una recta
a, y tomemos un punto O arbitrario, (fig 2.14). Hagamos la operacién elemental 1),
anadiendo dos cursores opuestos f; y -, de igual médulo. El cursor £, pasando por a, es
equivalente al sistema que forman f, pasando por O, y al par de vectores f, situado en la
5 3 recta a, y -f, pasando también por O.

Repitiendo la operacién para todos los cursores 7,
habremos reducido el sistema a un vector Unico R = Zf,

pasando por O, y a un par Unico, de momento dado por

0 T M(O) = I M, = TAXT;
2.14.
que es también el momento resultante del sistema. Como el
punto O (llamado centro de reduccién) puede ser cualquiera del espacio, la reduccién se
puede hacer de infinitas formas. Al conjunto de los vectores {R, M(0)} se le llama torsor
del sistema en el punto O.

Una vez reducido el sistema a la forma anterior, si queremos conocer la distancia
del punto O al eje central, basta tener en cuenta lo dicho en 2.6. El vector M(O) se
descompone en los dos vectores M, = M, u, y M’(O) = Rdu’. La distancia d del punto O
al eje central viene dada por:

4 {M2(0) - M

- R

No hay que olvidarse que el eje central es una recta paralela a la resultante.

En el caso de un sistema de cursores planos, R también esta en el mismo plano,
mientras que M(O) es perpendicular a este plano. Ahora M, = 0 y M(O) = M’(0) = Rd.

Naturalmente que hay otras muchas maneras de reducir un sistema de cursores;
pero nosotros No vamos a tratarlas aqui.

Al hacer la reduccion de un sistema de cursores puede suceder lo siguiente:

R # 0, a # 0. Caso general, el sistema puede reducirse a un vector Ry a
un par de momento M(0), donde O es un punto cualquiera.
a = 0 Los vectores R y M(O) son perpendiculares. M, = 0.
Si M(O) # 0, el sistema se reduce a un cursor Gnico R, cuya
recta soporte es el eje central.
Si M(O) = 0 (para todos los puntos del espacio) el sistema se
reduce a un vector libre R, Unico.

R = 0. Entonces @ = 0 y no existe eje central. M; = 0.
Si M(0) # 0, el sistema es equivalente a un par.
Si M(O) = 0, sistema nulo.



2.- CUESTIONES Y EJERCICIOS.

1)
2)

3)
4)

5)
6)

7)
8)

9)

10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)

18)
19)

20)
21)

22)

23)

24)

:C6émo se define el momento de un cursor con respecto a un punto?.

¢Depende el momento de un cursor del punto con respecto al cual se calcula el
momento?.

Calcular el momento del vector: f = I+ 4J-2K, pasando por el punto A(2,-3,-1), con
respecto al origen de coordenadas. R: 10/+3J+ 11K.

Calcular el momento del vector: f = [+ 4J-2K, pasando por el punto A(2,-3,-1), con
respecto al punto B(1,1,1). R: 16/+8K. ,

£ Qué relacién existe entre los momentos de un cursor con respecto a dos puntos?.
Realizados los ejerc. 3) y 4) se habré visto que el momento M(O) es distinto de
M(B). Comprobar que entre ellos existe la relacién M(B) = M(0) + x(B-0).
Defina correctamente el momento de un cursor con respecto a un eje.

;Cuél es el momento del cursor f = (3,2,-1) respecto a un eje, definido 0(1,1,2) y
el unitario U = (2,2,-1), suponiendo que f pasa por el punto A(2,3,4)?. R: 6.
Calcular el momento del cursor f = (3,2,1) pasando por 4(3,3,3) con respecto a la
recta que pasa por 8(1,1,0) y C(3,-1,2). R: -13V3.

;Cudndo el momento resultante de un sistema de cursores es independiente del
centro de momentos?.

Dados los 4 cursores a(3,2,1), b(-1,3,-1), ¢(2,-2,4) y d(-2,0,-2) pasando por los
puntos A(1,1,0), 8(1,0,1), C(1,1,1) y D(0,0,1), respectivamente, calcular su resul-
tante y el momento resultante con respéctb al origen de coordenadas. R: M(4,-5,2).
Calcular el momento del sistema 11) con respecto a 0’, si 0(1,0,0)?. R:(4,-3.,5).
iQué son los invariantes de un sistema de cursores?.

Defina el automomento de un sistema.

iCuél es el automomento del sistema de cursores del ejercicio 11)?. R:a = -11.
Comprobar que el automomento del ejercicio 11) con respecto al origen es el mismo
que con respecto al punto de coordenadas (1,1,1).

(Qué es el momento minimo de un sistema de cursores?.

¢Es invariante el momento minimo de un sistema?.

Cuatro cursores tienen la direccién de los lados de un cuadrado 0(0,0), A(3,0),
B(3,3), Cl0,3). El vector sobre OC es A = 5J, sobre CB, B = 3/, sobre BA, C = -5J
y sobre A0, D = -3/. Calcular: 1) R. 2) M(A). R: 1) R = 0; 2) M(A) = -24K.
;Qué es el eje central de un sistema de cursores?.

En un sistema de cursores R = (3,2,0) y M(O) = (2,0,2) (O es el origen).
Comprobar que el eje central del sistema es la recta 2X - 3Y = 2, que estd
contenida en el plano de ecuacién Z = -4/13.

Comprobar que si, en el ejercicio 21), tomamos un punto cualquiera Q del eje
central el momento resultante del sistema con respecto a este punto y la resultante
son paralelos. R: M(Q) = 6R/13.

Comprobar que el punto Q’, interseccién del eje central del ejercicio 21) y la recta
perpendicular a él, pasando por origen, es Q"(4/13,-6/13,-4/1 3).

Utilizando la condicién de paralelismo: Q-Q” = kR, obtener nuevamente la ecuacién
del eje central del 21), donde Q’ fue determinado en 23).
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Cuestiones y ejercicios.

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

El vector momento minimo de un sistema de cursores es: M, = 10(/+ 2J+ 2K)/9.
Si R = 3, ;jcudl es la resultante del sistema?. R: R = (1,2,2).

Si en un sistema de cursores M(0) = (4,2,1), siendo la resultante del sistema B =
(1,2,2). Hallar el vector momento minimo del sistema. R: M, = 10(/+ 2J+ 2K)/9.
La recta de accién de un cursor de médulo 3 pasa por el punto (3,2,1) y tiene
cosenos directores iguales y positivos. ;Cuédl es su momento.con respecto al eje
02?. R: J/3.

Dado el cursor de médulo 3 y cosenos directores positivos, que desliza sobre la
recta que pasa por los puntos A(3,1,1) y B(4,3,2), hallar su momento con respecto
alarectaX =0, Y = 0.R: 15//6.

Hallar el momento de un vector de médulo 3, de componentes positivas y cuya linea
de acciéneslarecta X-3 = 2Z; Y+ 1 = 4Z, con respecto al eje Y. R: M, = -9M21.
Un cubo, de lado 3, tiene sus. aristas coincidiendo con los ejes coordenados. Tres
cursores A, B y C, actdan segun las aristas no contiguas, paralelas a los ejes, A
pasando por Oy B y C no pasan por O, en los sentidos positivos del triedro de
referencia. SiA = B = C = 3, determinar el momento minimo y el eje central del
sistema. R: M, = .,(.'+ /+K), elejecentrales: 3 +2- Y =3 +X-Z2=3 +Y-X.
Un sistema de cursores estd formado por los siguientes: F, = / + J, aplicado en
(0,0,0); F, = 2F, - /, aplicado en el extremo de F, , y F, = F, xF, , aplicado en el
extremo de F, , encontrar M, y la ecuacién cartesiana de su eje central.

R: My = (21 + 3J +K)/14. (3Z-Y+3)/2 = (X-2Z-2)/3 = 2Y-3X+1.

Un sistema de cursores tiene por resultante: R = /3(/+J+K)/2 y por momento

“minimo: M(Q) = 3(/+J+K)/4/3, donde Q(3,3,3). ;Cuél es el punto del eje OZ para

mn al nl YN7) D. 7 — 2
el cual el momentg resultante esté en el planc X02?. 2: 2 = 2.

¢Qué dice el teorema de Varignon?. Dados los cursores: F, = (3,2,0), F, =(1,1-3)
y F; = (0,-2,2), cuyas rectas soportes pasan por el punto 4(0,2,1), comprobar que
se cumple el teorema de Varignon.

¢Qué entendemos por operaciones elementales?.

Enuncie y demuestre el teorema fundamental de la reduccién de sistemas de
cursores.

Tres vectores paralelos y del mismo sentido tienen médulos: 9, 4 y 2, El segundo
dista del primero 3 unidades y el tercero dista del primero 9 unidades. ;Cudl es la
resultante del sistema y a que distancia del primero est4 su recta de accién?.
R:R =15,d = 2.

Una barra de 2 m de longitud, colocada horizontalmente, tiene densidad que varia
proporcionalmente con la distancia a un extremo y vale 6 kg/m en el extremo
opuesto. Reducir el sistema de vectores fuerza, de médulos df = gdm = pgdX,
debido a la accién del campo gravitatorio (hallar el sistema equivalente) en el centro
geométrico. R: R = 6g, pasando por X = 1 m y par perpendicular al plano de
momento M = 2g.

Sobre una barra de 3 m de longitud acttan fuerzas, contenidas en un plano,
perpendiculares a la barra. Las fuerzas por unidad de longitud son proporcionales a
la distancia a un extremo de la barra, siendo la constante de proporcionalidad k =
2 N/m. Hallar R de dichas fuerzas y el eje central. R: R = 9 N, pasando por X = 2
m; el eje central (propiamente no hay) pasa por el mismo punto.



3 CALCULO VECTORIAL INFINITESIMAL.

3.1.- DERIVADA DE UN VECTOR.

Supongamos que a cada uno de los valores de un escalar g (dngulo, tiempo, masa,
densidad, etc.), comprendidos en un intervalo (a,b) corresponde univocamente un vector
X; diremos entonces que este vector es funcién de g, y escribiremos:

X = Xlg) (3-1)

El intervalo (a,b) es el campo de existencia de X(qg).

Sea X = P-0, para un valor del escalar g (fig 3.1). Supongamos que la funcién X(q)
es continua (Conviene recordar que la continuidad es condicién necesaria para que una
funcién sea derivable. Toda funcidn derivable es continua; pero la reciproca no es cierta).
Si g aumenta en Ag, el nuevo valor del escalar es: g” = g+ Ag. El vector que corresponde
a este valor es: X(g) = X(g+ Agq), representado por el
vector Q-0. El cambio experimentado por el vector X al
variar g viene dado por:

P

AX = X(g+Aqg) - X(q)

0 y este vector es el Q-P, de origen el punto Py extremo el
punto Q.
Por definicién, se llama derivada del vector X con
respecto al escalar g, al limite al que tiende el cociente incremental AX/Ag, cuando Ag -
‘0; es decir, al limite:

3.1.

aX _ jim BX (3-2)

dqg 40 Ag

bien entendido que AX es una diferencia de vectores. razén por la cual la derivada es otro
vector. En general, la derivada (3-2) es una funcién de g. Volviendo a derivar esta expresién
con respecto a g, se tiene la derivada segunda del vector X con respecto a g:

_i‘i‘! = d(dX) = l{m.A_M (3-3)

dg® dg\dg) a0 Ag

Es facil ver que se cumplen para los vectores las reglas de derivacién conocidas.
La diferencial de un vector X(g) se puede definir en la forma
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dx
Las formulas de diferenciaciéon son anélogas a las del célculo diferencial ordinario.

Si A(g) es de la forma: A = A J + A,J + AJK, su derivada con respecto a la
variable escalar g es:

|

dg dg dqg dq dq

dg “*dg

dA _ dAXI+dAYJ+___dAxK+AX dal +AYdJ+A aK (3-4)

y si los vectores /, J, K son independientes de g:

dA _ Bxy 9hy ., By (3-5)
dg dq dq dg
que nos dice que la derivada de un vector cualquiera, cuyas componentes son funciones
de un pardmetro g, es otro vector, que tiene por componentes las derivadas de las
componentes del primer vector con respecto del pardmetro g. Los vectores /, J, K, son
constantes si son versores de ejes fijos. Por tanto, la (3-5) es vélida para ejes fijos.
Si U es el versor en la direccién de A; es decir, si A = AU, tendremos:

dA _ dA du
an . @A AgY (3-6)
dq qu * dg

El vector dU/dg es un vector perpendicuiar a U, ya que siendo U.U = 1, resuita:

.i = ﬂj dU = i‘l = (3'7)
dq(U.U) u. 9 +%.U 2U.dq 0

gue nos hace ver que un versor y su derivada son siempre perpendiculares. Esto no sucede,
en general, para un vector cualquiera.

La ecuacion (3-6) nos dice que la derivada de un vector es la suma de dos vectores:

que tiene la direccion del vector que se deriva y debe su existencia a la

dA "y )
dq variacién de su mdédulo.

d que es perpendicular al vector que se deriva y debe su existencia a la
A il variacién de su direccion.

Es claro que si un vector tiene médulo constante su derivada es perpendicular al
vector que se deriva, toda vez que el primer vector del segundo miembro de (3-6) es nulo.

Ejemplo 3.1.- Dado el vector X = 2¢I - (1-g®J + 2qK, hallar dX/dgq.
Solucién: El vector derivada del X con respecto a g es: dX/dg = 2(I + qJ + K), que
es un vector funcién de g.
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3.2.- INTEGRACION DE VECTORES.
Si X’ = X’(g) es una funcién vectorial de la variable g, tal que

1q) = 9Xl@ (3-8)
X'(q) aq

entonces diremos que X(g) es la integral de X“(g) con respecto a g y escribiremos:
Xl(q) = J’ X'(q)dq (3-9)

La ecuacién (3-8) es una ecuacién diferencial. La funcién X se dice qﬁe es la
solucién de la ecuacién diferencial o que X es una integral de X”. Es evidente que si X(q)
es una funcién que satisface (3-8), entonces X(g) + C, en la que C es un vector arbitrario
constante, también la satisface. La integral (3-9) se dice que es una integral indefinida.
Multiplicando la (3-8) por dg

dXl(g) = X"q)dq (3-10)
Si diferenciamos la (3-9) y tenemos en cuenta (3-10):
dXxlq) = d j X(g)dg = X'(q)dq

asi que se puede interpretar el signo de integracién como inverso del de diferenciacién.
Anélogamente, derivando (3-9) con respecto g, resulta:

J' ...dq inverso de d/dg

Segun esto, hallar la integral de !'a funcién vectorial X’(q) consiste en encontrar un
vector X(g), conociendo su vector derivado.

Ademids de este concepto de integral hay que considerar la acepcién de la integral
como suma de vectores. Para éllo, supongamos que tenemos el vector X“(g), con qdéfinido
en el intervalo (a,b), llamado campo de variabilidad. Si este intervalo se divide en N partes,
por medio de los N+ 1 puntos q;, G-, Gy..., Qy+;. S€ tienen Nintervalos Ag; = g-g;.

Consideremos los vectores X’(g)Ag; y calculemos su suma:

Z Xg)Ag;

Si hacemos N — «; Ag; = 0. Entonces si esta suma tiene un valor limite
determinado, independiente del modo de divisién del intervalo (a,b), la expresién:

b
j X{g)dg = lim 5 X'{q)Ag; (3-11)
3 Ag

se llama integral definida de X“(qg) en (a,b), teniéndose:
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b b
I X\g)dg = IdX(q) = X(b) - X(a) (3-12)

Si el limite superior es la variable de integracion,

q q
I Xq)dg = f dx(g) = X(g) - X(a)

y derivando:

q
d _ adX(lq) _
— 1 Xlg)dg = =224 = X

al (g)dg ; (g)

Si X’(g) se expresa en funcién de sus componentes:

XAq) = X /(g + X/(g}J + X/ (@K

donde se supone que las funciones X,’'(g), X,’'(g)., X;'(g) son continuas en un intervalo
dado, entonces:

b b

b b
J‘ X\q)dg = 1 [ XAqdg + J f X/ \q)dg + K J’ X,\q)dq (3-13)

De esta forma las integrales definidas de funciones vectoriales pueden ser reducidas
aintegrales definidas escalares. Teniendo esto en cuenta muchas de las propiedades de las
integrales definidas escalares pueden ser extendidas facilmente a las integrales vectoriales.

Como aplicacién de la derivada e integracion de vectores vamos a recordar los
conceptos de velocidad, aceleracion, etc.

3.3.- MOVIMIENTO DE UN PUNTO. VELOCIDAD Y ACELERACION.

La posicién de un punto P con respecto a un sistema de referencia determinado, que
supondremos cartesiano rectangular OXYZ, estard determinada, en todo instante, cuando
conocemos el vector de posiciéon R = R(z); es decir:

X =X
R=R(@1) =XI +YJ +ZK Y=Y (3-14)
Z =Z(1)

Las funciones (13-4), que supondremos continuas en general, son las ecuaciones
paramétricas de una curva alabeada, que es la trayectoria del punto. Eliminando el tiempo
entre ellas, obtendremos dos ecuaciones de la forma
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fX,Y,Z) =0 8(X,¥,2) =0 (3-15)

que también representan la trayectoria (como interseccién de dos superficies). Las (3-15) no
son suficientes para que el movimiento del punto mévil esté determinado, en cada instante.
Para ello, es necesario conocer, ademds, la longitud s del
arco de curva P,P (fig 3.2), que separa, en cada instante,
al punto P de un origen fijo P, tomado sobre la
trayectoria y elegido un sentido positivo sobre la curva.
Por consiguiente, ademds de la ecuacién de la trayectoria,
debe conocerse la ecuacién

s =350 G-16)

llamada ecuacion o ley horaria, que da el camino recorrido (distancia de P, a P, medida
sobre la trayectoria) por el punto, en todo instante. Las ecuaciones (3-14), o las (3-15) con
(3-16), son las ecuaciones del movimiento del punto P en el espacio.

Atendiendo a la trayectoria se clasifican los movimientos en rectilineos y curvilineos,
segiin que la trayectoria sea una recta o una curva cualquiera. En particular, en los
movimientos curvilineos, la trayectoria puede ser plana o no.

Si el punto mévil estd en P en el instante ¢, su posicidn esta dada por el vector R =
R(?). Si en el instante ¢* = t+At estd en P’, su vector de posicién es R’ = R(t+Ar). El
vector AR = R’-R, se llama vector desplazamiento y €l vector

- GR _ oy AR G-17)
dt a0 At

se llama velocidad instantdnea, o simplemente, velocidad del punto P en el instante ¢. En lo
sucesivo, las derivadas con respecto al tiempo las representaremos por un punto encima, sean
vectores o escalares. A medida que Az — 0, el punto P’ se aproxima a P, y R cambia cons-
tantemente de direccién y médulo. En el limite, la direccién de AR es la de la tangente. Por
tanto, el vector velocidad es tangente a la trayectoria y tiene el sentido del movimiento.
Denotando por T el vector unitario tangente, se tiene:

V=|V|T (3-18)
y su médulo es:
dR| _ ds
V=|V]|-= |____ = 3-19
Vi dt dt ©-19)

y se denomina rapidez instanténea o, simplemente, rapidez.
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Noétese que aunque | AR | # As, | dR| = ds. También debe tenerse cuidado en
no confundir | AR | con AR, ya que, en general, son desiguales. El primero representa la
longitud de la cuerda PP’, AR representa la distancia P,P’, siendo OP;, = OP.

Puesto que el vector V serd de la forma

V=VI+VJ+V,K V=R=XI+Y]+ZK

suponiendo que el sistema de referencia es fijo, es claro que siendo, funciones del tiempo,

V, =X V,=Y V,=2
ya que cuando se derivan funciones de una variable, como las (3-14), en general, sus

derivadas son funciones de 1a variable, en nuestro caso el tiempo. La rapidez es:

VI =+ ¥+ 22 G20

Si se elimina el tiempo entre las ecuaciones (3-20) se obtiene una curva llamada
hodégrafa del movimiento. Precisamente, las (3-20) son las ecuaciones paramétricas de la
hoddgrafa.

Como, en general, V = V() = V,T la variacién de V con ¢ puede ser debida a que
cambia el médulo o su direccién. Si V es la velocidad en el instante 7, en el instante z+Az
la velocidad serd: V’ = V + AV. Pues bien, se llama aceleracién instantdnea o aceleracion
en el instante ¢ al vector:

A=V=52 = mZ~ (3-22)

siendo su médulo

A=|A] = % (3-23)
t

En cuanto a la direccién y sentido de este vector, de momento, solo podemos decir
que serd la suma de dos vectores, uno que tiene la direccién de V'y otro perpendicular a V.
Es claro que, si

A=V=AI+AJ+A,K
con respecto a un sistema de referencia fijo, se tiene:
A =V (3-24)

A, =V,

y el mddulo de la aceleracién es:
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A=|A] = |42+47 +4? (3-25)

Si multiplicamos por dt las ecuaciones (3-17) y (3-19) e integramos, resulta:

t z .
R = Ry+ [Vdt s = 5o+ [Vde (3-26)
L3 %

que determinan el desplazamiento R - R, y el camino recorrido s - §,. Para calcular las
integrales de (3-26) es necesario conocer las funciones V() y V(). En particular, cuando V
= cte (el movimiento es uniforme) se puede sacar de la integral, teniéndose:

s -5, = V(@-1,) (3-27)
Un concepto que se usa, con cierta frecuencia

en el movimiento, es el de rapidez y velocidad media.
Se define la rapidez media en el tiempo ¢-z, por

t
< = L [myar (3-28)
t-1, )
3.3. %

y fisicamente representa el camino recorrido en la unidad de tiempo. En cuanto a su signifi-
cado geométrico resulta claro (fig 3.3), pues, representando la integral de (3-28) el 4rea limi-
tada por la curva V(¢), el eje ¢ y las ordenadas extremas, si se cumple que drea A = drea B,
el drea del rectingulo de base 71, y de altura < V>, también es igual a la integral. Por tanto:

s-s, = [Wnydt = <v>(e ) (3-29)
%

pues de acuerdo con (3-26), la integral representa el camino recorrido por el punto. Esta
ecuacién comparada con (3-27), nos dice que la rapidez media en el intervalo -, representa
la rapidez constante que debe tener el mévil para que, en el mismo tiempo, recorra el mismo
camino. La constante de integracion s, representa el camino recorrido hasta el instante en que
se comienzan a contar los tiempos, ya que si ¢ = ¢, s = 5, Andlogamente, multiplicando Ia
(3-23) por dt e integrando: '

V-V, = [Ads (3-30)
[

donde para integrar hace falta conocer la funcién A(f). En particular, si 4 es constante,
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V-V, =AC-1) (3-31)

donde V,, es la rapidez para ¢ = f,. El médulo de la aceleracién media en el intervalo de
tiempo -#, viene dado por

?
jA(z)dr = <A>(-1,)

0

y, segitin (3-30), se tiene:
z
V-V, = JA(t)dt = <A>(-1,) (3-32)
t,

_que comparada con (3-31) nos hace ver que la aceleracién media representa la aceleracion
constante que debe tener un mdvil para que, en el mismo intervalo de tiempo, tenga la misma
variacién de velocidad.

Atendiendo a la aceleracién, un movimiento puede ser uniforme, si el médulo de la
aceleracién es nulo, y uniformemente acelerado (retardado), -si el médulo de la aceleracion
€s una constante positiva (negativa). Por tanto, un movimiento es

Uniforme, si: A=20 V = cte
Uniformemente acelerado (retardado), si: A4 = cte V = f¢) lineal

Si un punto tiene aceleracién nula con respecto a un sistema de referencia diremos que
estd en equilibrio relativo respecto a este sistema de referencia. Si ademds la velocidad es
nula diremos que el equilibrio es estdtico y si la velocidad es constante el equilibrio es
cinético.

Las ecuaciones (3-27) y (3-31) dan para ecuaciones de dimensiones de la velocidad
y aceleracién:

{V} = LT? {A} = LT?

y las unidades son:

[Vl = [s)1] [A] = [VVIY

La primera nos dice que un mévil tendrd la unidad de rapidez si la unidad de longitud
la recorre, con rapidez constante, en la unidad de tiempo (el segundo, simbolo s, en todos
los sistemas de unidades). La segunda, que la unidad de aceleracién es la aceleracion
constante que tiene un mévil cuya rapidez cambia en una unidad cada unidad de tiempo. Las
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unidades en los sistemas cgs e internacional son:

cgs SI
Velocidad cm/s m/s
Aceleracién cm/s? m/s?

Ejemplo 3.2.- Si R = (F-)I+(1-t)J+(t+4)K, calcular el vector desplazamiento,
velocidad y aceleracién para ¢ = 2.
Solucién: Como R(2) = 61 - 3J + 6Ky R(0) = J + 4K, el desplazamiento es: AR
= 6I - 4] + 2K. La velocidad y aceleracién son:
V@) = 32-1DI-2tJ+K V@) = 11I-4J+K

AQ = 6t1-2] AQ) = 121-2]

3.4.- DERIVADA DE UN VECTOR EN EL PLANO.

Consideremos un punto P que se mueve en un plano, que tomaremos como plano
XY. El vector de posicién de este punto es R = P-O = X/ + YJ. Si 6 es el dngulo que
forma R con el eje OX, puesto que X = Rcos@ e Y = Rsen@, escribiremos:

Y U R = XI+YJ = R(cosb/ +senbJ)
]
P Esta igualdad escrita en el plano complejo, de eje
R real OX e imaginario QY (fig 3.4), segin la formula de
U, Euler, sera:
] P -
5 R = RU, = Re* (3-33)
3.4.
siendoj = (-1)"? la unidad imaginaria. El vector U,, es el

vector unitario de R, llamado vector unitario radial, se puede escribir:

U, = cos@/ +senfJ = e° (3-34)

En particular, los vectores unitarios /y J, con argumentos O y 7/2, respectivamente,
se pueden escribir en la forma:

(3-35)

La derivada de U, con respecto a 6 es:
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% - -seneI+c0s6J = &) - U, (3-36)

y es un vector unitario, perpendicular a U,, de argumento 8+ 7/2; es decir, girado 90° en
el sentido positivo de los dngulos (o sentido antihorario). Se conoce por vector unitario
transversal. Si derivamos con respecto al tiempo y tenemos en cuenta la (3-36):

dUp _ dUp do _ (3-37)
dt do dt 90

Este vector no es unitario, salvo que la derivada

, _ do
9=

seala unidad. Esta derivada, que se denomina rapidez angular (con frecuencia se representa
por w o por {), representa la variacién del dngulo barrido por el vector R en la unidad de
tiempo. Se mide en rad/s (radianes por segundo) y en rpm (revoluciones por minuto) o en
rps (revoluciones por segundo). Como un radian es un angulo en el centro cuyo arco es
igual al radio y 8 = s/R; cuando se dio una vuelta completa § = 2 rad = 1 revolucién,
luego: rps = 2 rad/s, rpm = 2 rad/min = m/30 rad/s. Su ecuacién de dimensiones, ya
que un 4ngulo carece de dimensiones, es: {8} = T.
Si calculamos la derivada de U, con respecto a 6, tendremos:

du,

70 -{cosf/ +senfJ) = -U, (3-38)

cosa légica, pues es el vector perpendicular, girado 90° hacia la izquierda; es decir, en el
sentido positivo de los dngulos.
La derivada de U, con respecto al tiempo es:

dyU, dU, de ;
Y - 7000 _ _hyu (3-39)
dt dé dt A
Como aplicacion de esto, vamos a estudiar el movimiento en el plano.

3.5.- MOVIMIENTO EN EL PLANO.
Muchos movimientos tienen lugar en un plano. Puesto que R = RUy, tendremos:

V = AU, + ROU, : (3-40)
donde, de nuevo, la derivada es la suma de dos vectores: V; = RU (componente radial), que

tiene la direccién de U, y el segundo (componente transversal), que es perpendicular al
primero. El mddulo de la velocidad, la rapidez, es:
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V| = {R?+(RO)? , (3-41)

donde se ve que el médulo de V no es V = dR/dt (lo es cuando df/dt = 0, movimiento
rectilineo), por lo que, una vez mds, se debe insistir en no confundir | dR | con dR.

Componentes de la velocidad: La velocidad en el plano se puede expresar en:
1) Componentes cartesianas: Son las componentes segiin los ejes X, Y:

V= VsV Vi = X = 2% V=¥ = 2%

2) Componentes polares: Son las componentes radial y transversal:

V= VU, + V,U, vR;R=%’; V, = Rb

3) Componentes intrinsecas: Son las componentes tangencial y normal:

V=V,T Vy=V Vy=0
La velocidad solo tiene componente tangencial, por ser un vector tangente a la trayectoria.

Componentes de la aceleracién: Las componentes de la aceleracién en un
movimiento plano se obtienen derivando la velocidad o sus componentes.
1) Componentes cartesianas: Derivando V = V,I + V,J, resulta

A =V, =X A=V, =V (3-42)
2) Componentes polares: Derivando la (3-40), se tiene
A = RU,+ROU,+ROU, +RBU, -ROU,

donde la derivada

‘é=d9=d23

dt  df

se llama aceleracién angular (con frecuencia se representa por la letra ) y se mide en
rad/s?. Por tanto:

A = (R-RO*H U, + (2RO + RB) U, (3-43)

expresién que resulta particularmente til en el estudio del movimiento de un punto sometido
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a la accién de un campo de fuerzas centrales. Las componentes radial y transversal de la
aceleracion son, pues, las siguientes:

Ay = R-RO? A, = 2R6 +RO
3) Componentes intrinsecas: Derivando V = VT, se tiene:

av ar
A =" |Vl
gt Vg

Para comprender que representa el vector d7/dt, consideremos la variacién del vector
T cuando el punto P se mueve sobre la curva. El médulo de T es siempre 1, pero la direc-
cién cambia de unos puntos a otros (salvo que la trayectoria sea una recta). Si determinamos
la direccién de T mediante el dngulo ¢ que forma la tangente a la curva en P (fig 3.4), el
vector

T
i

. A
14 = a7 (3-44)

es unitario perpendicular a Ty se llama vector unitario
normal. Esto es evidente por tratarse de la derivada de
un versor con respecto a un dngulo. (Por otro lado,
|1 ) e A A 3 FEYEY 4 o __._ _ |
| @4 | = 1a@ y A€rivandao £.4 = 1 COn IESpECio a o,
se ve que T y N son perpendiculares). Su sentido se
dirige hacia la parte céncava de la curva. La derivada

c-292 (3-45)
3.5. ds
se denomina curvatura de la curva en el punto P y se mide en rad/unidad longitud. La
circunferencia tangente a la curva en el punto P, que tienen su misma curvatura y cuyo centro
estd en la parte concava de la curva, se llama circulo osculador. El radio de esta
circunferencia es p = 1/C = ds/d¢ y se llama radio de curvatura. Entonces:

dT _dTdpds _ Vy
dt do ds dt p

y, por tanto, la aceleracién adopta la expresion:

A=Yy, V2 (3-46)
dt p ’

que nos dice que la aceleracién, en un instante dado, es la suma de dos vectores: uno que
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tiene la direccién de la tangente a la trayectoria y médulo A = dV/dt, llamado aceleracién
tangencial, y otro cuya direccién es normal a la curva, sentido hacia el centro de curvatura
(parte céncava de la curva) y médulo 4, = V?/p, llamado aceleracién normal o centripeta.
Estas son las componentes intrinsecas de la aceleracién, que son independientes del sistema
de ejes de referencia.

MOVIMIENTO RECTILINEO:

Un movimiento es rectilineo si la trayectoria es una recta. Para un movimiento recti-
lineo: p = oo, en todos los puntos de la trayectoria (una recta se puede considerar como una
circunferencia de radio infinito), por tanto, segin (3-46), la aceleracién normal es nula y

A =A,=%¥r=\77

y el médulo de la aceleracién es: A = dV/dt. La rapidez es:

:
V= V,+ [Adt
%
MOVIMIENTO RECTILINEO Y UNIFORMEMENTE VARIADO:
En particular, si A = cte, el movimiento es uniformemente variado (acelerado o
retardado, segiin que la aceleracién, que en este caso tiene la direccién del movimiento, tenga
el mismo sentido o sentido contrario). En este caso la integral es inmediata. Se tiene:

s V-V, =Alt-t) (3-47.1)
que es la ecuacién de una recta en el plano V,z (fig 3.6). Por tanto,
la rapidez media entre £,y ¢ es:

Vo+V _s-5,
2 t-1t,

<V> =

y, por consiguiente el camino recorrido es,

s-5p = v°2+ v(t—to) (3-47.2)

Por otro lado, puesto que V = ds/dt = V, + A(t-ty),
integrando, se obtiene:

s =8y + Volt-1t,) + %A(z‘—z‘o)2 (3-47.3)

Eliminando -, entre dos de estas ecuaciones, resulta:
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V-V, = 2A(s -s,) (3-47.4)

que es una parabola en el plano s,z.

Si se elige el eje OX en la direccién del movimiento, s = X, y se puede sustituir en
las formulas uno por el otro. Las ecuaciones (3-47.1) a (3-47.4) representan un conjunto
completo de ecuaciones para €l movimiento rectilineo y uniformemente variado. Nétese que,
ademds de las condiciones iniciales del movimiento, es decir, de los valores de s y V (que son
S,y V,) existen cuatro incognitas, que son: s, V, A y ¢. En la mayoria de los problemas del
~ movimiento rectilineo y uniformemente variado se conocen dos de estas incégnitas y se trata

de encontrar las otras dos restantes, lo que siempre es posible utilizando dos de las cuatro
ecuaciones anteriores. La eleccién de las ecuaciones depende de cuales son las incégnitas del
problema; asf, si las inc6gnitas son V'y 4, se utilizard (3-47.2), que nos permite calcular V,
'y (3-47.3), que nos permite calcular 4. Si el tiempo se empieza a contar cuando el mévil pasa
por P, ¢, = 0.

Si el movil estd en el origen en el instante inicial; es decir, si s = 0, para z = 0, basta
hacer s, = 0.

Un caso particular del movimiento rectilineo con aceleracién constante es aquel en que
la aceleracién es nula. Entonces el movimiento es rectilineo y uniforme. En este caso las
ecuaciones se reducen a

V=V, l(cte S=s,+Vit-t,) - (3-48)

MOVIMIENTO CIRCULAR:

‘Un movimiento es circular cuando la trayectoria es una circunferencia. La circun-
ferencia es una curva plana que podemos situar en el plano XOY. Eligiendo el centro de la
circunferencia como origen de coordenadas, la posicién del punto P, que recorre la
circunferencia, se determina dando dos datos informativos independientes, que pueden ser las
coordenadas (X,Y); es decir, el vector R = XI + YJ, o dando la longitud R y el dngulo 6,
que este forma con el eje OX; es decir, eligiendo coordenadas polares. En un movimiento
circular R = cte, R = 0, luego:

Coordenadas polares:

R = RU, : |R |

V = ROU, A=A
|4 | = VIROH? + (RB)?

A = -RO’U,+RBU,
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Coordenadas intrinsecas:

vevr V]| =V=V,
A=VT+N 14| = {V2 + (R§??

Si el movimiento circular es uniforme como el radio es constante, la velocidad angular
es constante y resulta: ‘

R = RU, = -RN
V = ROU, = ROT
A = -RO*U, = RO*N = KRZ.N

asi que un movimiento circular uniforme posee aceleracién radial (y dirigida hacia el centro,
aceleracién centripeta) o normal

3.6.- CAMPOS ESCALARES ESTACIONARIOS.

Un campo escalar (o vectorial) estd definido en una regién o dominio del espacio D
si a cada punto de ese dominio se asocia una cantidad escalar (un vector). El valor
numérico de la cantidad escalar, elegida una unidad de medida, puede variar de un punto
a otro, en general, dependiendo la variacién de: la naturaleza del campo, direccién del
desplazamiento, distancia entre los puntos y del tiempo. Denotando por X, Y,Z las
coordenadas cartesianas _de un punto Py por t el tiempo, cualquier funcién escalar
(X, Y,Z,1), definida en D (o en E;) representa un campo escalar. Andlogamente, cualquier .
vector B(X,Y,Z,t), de componentes: B(X,Y,Z 1), B,(X,Y,Z,1), BX,Y,Z1) define un campo
vectorial. ‘

Ejemplos de campos escalares lo constituyen: la temperatura, la densidad, la
presién, el potencial gravitatorio y el eléctrico, etc. Ejemplos de campos vectoriales son:
el campo de velocidades de un fluido en movimiento, el campo gravitatorio, el campo
eléctrico y magnético, el campo de la vorticidad, etc.

En particular, en todo lo que sigue nos limitaremos a considerar campos escalares
o vectoriales estacionarios: es decir, campos independientes del tiempo, tales como:
@(X,Y,2), B(X,Y,2). En este capitulo estudiaremos los campo escalares éstacionarios,
dejando para el siguiente el estudio de los campos vectoriales estacionarios.

Desde un punto de vista matemdtico, un campo escalar estacionario esta definido
por toda aplicacion que a un punto P(X, Y,2) del espacio afin haga corresponder una funcién
escalar @(X,Y,2) del campo escalar asociado.

El campo escalar estacionario ¢(X,Y,2), supuesta una funcién definida y derivable
en cada uno de los puntos de cierta regién del espacio, tiene en cada punto un valor
perfectamente definido. Las superficies (¢ = cte), para valores positivos (y negativos, si
cabe) se llaman superficies de nivel d sdperficies equiescalares del campo escalar. Para un
conjunto de valores de la constante queda determinada una familia de superficies. Si
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suponemos que el valor de la cantidad toma valores enteros que difieran en una unidad,
decimos que las superficies del campo dividen el espacio en capas, que se llaman ldminas
unidad del escalar ¢.

Las superficies equiescalares del campo o las lineas equiescalares, en el caso de
considerar un campo plano, o la interseccion de las superficies equiescalares del campo por
un plano (como ocurre con las lineas de nivel) sirven para hacer la representacién de un
campo escalar.

3.7.- GRADIENTE DE UN CAMPO ESCALAR ESTACIONARIO.

Sea el campo escalar estacionario ¢ = @(X,Y,2) y supongamos que podemos
despejar Z, teniendo una funcién de la forma Z = Z(X,Y), que también es la ecuacién de
una superficie. Si consideramos el plano Y = Y, (cte), el sistema de ecuaciones

Z=2(X,Y) Y=Y,

representa una curva ¢, (fig 3.7). La derivada de Z en
el punto P,(X,Y,) sobre la curva estd dada por

I AZ _ (62)
im —— =|=
ax-0 AXlyy  \0X)yy,

X

3.9 que es la derivada parcial de Z con respecto a X; y

representa la pendiente a la curva c, en el punto
(X,Y,). Andlogamente, la pendiente a la curva c,, dada por las dos ecuaciones Z = Z(X,Y)
y X = X,, en el punto (X, Y), es: ‘

AZ _(9Z
lim — ==
av0 AYlyy  \9Y)yy,

El concepto de gradiente se introduce para conocer como varia un campo escalar
al pasar de un punto a otro. Si se consideran dos puntos del campo escalar ¢, P(X,Y,2) y
QX+dX,Y+dY,Z+d2), el vector que une estos puntos es:

dR = dXI + dYJ + dZK (3-49)
y la variacién de la funcién ¢ al pasar del punto P al punto Q vendré dada por

-3¢ 30 4y + 29 (3-50
dp = 28dx + 20ay + 924z )

Llamaremos gradiente de la funcién escalar ¢ al vector

- _99,, 39 g (3-51)
gradg = V¢ ax'+ay"'+a_z'K
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Segin (3-49) y (3-51) podemos escribir la (3-50) en la forma
y si dR = Uds

a9 dR _ (3-53)
72 -v9.98 - vo.u,

es la componente de V¢ en la direccién de Ug; se llama derivada de ¢ en la direccién de
U,, o derivada de ¢ segun U,. Esta derivada es una medida de como varia ¢ al movernos
en la direccion de U,. La derivada direccional de una funcién ¢ es maxima en la direccién
del vector V¢ y es igual al médulo de este vector. El operador V, introducido por Hamilton,
se llama operador nabla y estd definido por

=198 428 g (3-54)
Velsx "oy " K52

Este operador aplicado a una funcién escalar nos da el gradiente de este escalar. El
gradiente de un escalar es un vector, V¢, cuyas componentes son las derivadas parciales
de @ con respecto a X,Y,Z. V¢ indica como varia la funcién ¢ en las proximidades del
punto P(X,Y,Z). Su direccién es normal en cada punto a las superficies equiescalares, pues
si dR esta sobre una superficie equiescalar (los puntos Py Q pertenecen a esta superficie),
dp = 0y, de (3-52), resulta: V¢.dR = 0. En cuanto al sentido del vector V¢ se elige de

c+4 45 c46 c+7 modo que corresponda a valores crecientes de la
c+3 funcién ¢ (fig 3.8).
Si de = Nde (no tiene por que ser unitario) es un
c+2 vector paralelo al V¢, que tiene por médulo el espesor
49 de la ldmina unidad, segun la ecuacién (3-52),
. ot tendremos: 1 = | V¢ | de, ya que la variacién de la
de funcién al pasar de una superficie equiescalar a la
¢ siguiente es la unidad. Por tanto, el médulo del
\ gradiente de un escalar es:
1
3.8. Vel = 75

igual al inverso del espesor de la ldmina unidad.
Si N es el vector unitario normal a las superficies equiescalares, que tiene el sentido
de las ¢ crecientes, dR = Nds,, y segtn (3-53):

do _
s, Vo.N

Por consiguiente el vector gradiente de la funcion escalar ¢ es:
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- - do
Vo = =
¢ =|Vol|N dsNN

Si tomamos como funcién escalar el médulo de R, las superficies equiescalares son
esferas centradas en el origen de coordenadas y VR tiene, en todo punto, la direccién de
Ry, segin (3-51), por modulo la unidad: | VR | = 1. Luego VR es el versor del vector A:

VR = U,

Dado el campo escalar ¢ la aplicacién del operador nabla nos permite obtener el
vector B = V¢. Inversamente, dado el vector B jse puede obtener siempre un campo
escalar ¢ tal que B = V@?. Més adelante (cap. 4), estudiaremos este problema y veremos
que, en general, no es siempre posible la existencia de ¢. También analizaremos qué
condiciones debe cumplir B para determinar ¢.

Ejemplo 3.3.- Demostrar que: VX = I, VY = J, VZ = K y que, grad ¢ se puede
escribir en la forma: , .

- _9¢ ‘3¢ ¢
v VX + = + 3
grad ¢ 1) TX X YVY ZVZ

Solucién: En efecto, las superficies: X = cte, ¥ = cte, Z = cte son planos
perpendiculares a los ejes X, Y,Z, respectivamente, y sus gradientes tienen la direccion de los
versores I, J y K, y como las ldminas unidad estdn separadas una distancia unidad, sus
médulos son la unidad, luego: VX = I, etc.. Por otro lado, esto es evidente, teniendo en
cuenta la definicién de gradiente:

=dx= = =
VX d_XI / VY =J vVZ =K

pues X no depende de Y ni Z, etc.
Ejemplo 3.4: Hallar la derivada direccional de ¢ = (3X - 2Y)Z, en el punto P(2,1,-1)

y en la direccién y sentido del versor U = 2I + J - 2K)/3.
Solucién: La derivada direccional viene dada por V¢.U. Puesto que

Vo =321-2ZJ+(3X-2NK . Vo(P) = -31+2J+4K

y, por tanto: Vé(P).U = -4.
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3.8.- EMPLEO DE (LA) NABLA.

Para utilizar la nabla correctamente basta tener en cuenta que V es un vector
simbdlico y un simbolo de derivacién y todo lo que estd a su derecha debe derivarse. El
operador V, como vector simbdlico que es, se puede multiplicar escalarmente y
vectorialmente por un vector. Vamos a definir los productos:

divAa = V.A rotA = Vx A (3-55)

cuyo significado fisico veremos en el capitulo 4. El producto escalar V.A # A.V. El primer
miembro es un escalar:

v.a =P, 24 04, (3-56)

que es la divergencia de A, que se escribe div A; el segundo
[/ ad a
AV =A% +A, %S + A, (3-57)
xax " ey P ez

es un operador. El producto Vx4 # AxV. El primero es el vector:

r 7r K
‘ 3 J d
= = = = (3-58)
rotA = VxA X ar oz
A, A, A,
el segundo el operador:
r g K
vt b A (359)
o 9 39
X 9Y dzZ

Sean A vy B dos funciones vectoriales y fy g funciones escalares derivables en todos
los puntos (X, Y,2) del espacio. Entonces, teniendo en cuenta la propiedad distributiva:

NV + g =VFf+ Vg (3-60)
2) V(A + B) =VA + VB ‘ (3-61)

3 Vx(A+B) =VxA+VxB (3-62)

que también se pueden demostrar utilizando la expresién de V. Por ejemplo, para demostrar
la primera de las ecuaciones (3-60), procederemos asi:
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Vif+g) = Ii. +J_.a._

3
ax Yy Kz | V9

- 9f of of _,3g ag ag _
IaT(+JW+K.a_2+I.57+Ja—Y+Ka—Z Vf+Vg

y de forma andloga las restantes.

APLICACION DE (LA) NABLA A PRODUCTOS:
La aplicacion de V a productos de escalares y vectores cumple las igualdades:

4) Vifg) = Vg + gVf (3-63)
5) V.(fA) = fV.A + A.Vf (3-64)
6) Vx(fA) = fVxA - AxVf (3-65)
7) V.(AxB) = B.VGxA - A.VxB (3-66)
o bien:
) l.VxA .VxB
divAxB =
A B

Vamos a demostrar estas relaciones. En efecto, pongamos:
4 ) Vifg) = Vifog) +Vifg,)
indicando con el subindice ¢ que la funcién correspondiente permanece constante cuando

se aplica el operador. Al efectuar los célculos hay que tener cuidado de asociar siempre el
operador nabla a los factores que han de ser derivados. Podemos escribir:

Vif.g) = fcVg = fVg Vifgcs) = (VAg. = gVf
y susﬁtuyendo, se obtiene (3-63).
5) Pongamos: V.(fA) = V.(f,A) + V.(fA.), pero V.(f,A) = f.V.A y V.(fA;) = VI.A,
= A.Vf, pues:en todo producto escalar-los factores escalares se pueden asociar a

cualquiera de los vectores. Sustituyendo estas expresiones en las anteriores, y eliminando
las ¢, resulta (3-64).

6) Se tiene: Vx(fA) = Vx(foA) + Vx(fAg) = f.UxA + VixAg
basandose la ultima transposicion en que también en todo producto vectorial los factores
escalares se pueden asociar a cualquiera de los vectores. Finalmente, como Vx4 = -AxVf,

se tiene (3-65).

7) Se tiene: V.{(AxB) = V.(AxB) + V.(AxB.) = -V.(BxA.) + V.[AxB,)
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y haciendo uso de las propiedades del producto mixto:
-V.(BxA,) = -Ac.(VxB) V.(AxB.) = B..(VxA)

y sustituyendo y eliminando los subindices, resulta (3-66)
Estas expresiones también se pueden escribir en la forma:

1) grad(f+g) = gradf + gradg
2) diviA+B) = divA + divB
3) rot(A+B) = rotA + rotB
4) grad(fg) = fgradg + ggradf
5) div(fA) = fdivA + A.gradf
6) rotfA = frotA + gradfxA
7) divAxB = B.rotA - A.rot8

DOBLE APLICACION DE (LA) NABLA: Apliquemos el operador V a expresiones que
ya contienen al operador. Es facil demostrar que se cumplen las relaciones:
8) V. (VH = V*f 9) Vx (VA =0
10) V. (VxA) = Vx (V.A) = 0 11)(V.V)4 = V4
12) Vx (VxA) = V(V.A) - VA
que és conveniente recordar. Por ejemplo, en coordenadas cartesianas, la 8):

3 ,,0 .3 [or,, o, o o | F , ¥F
VAVF) = [I— +J + K| . | =l ¥ =+ —= = 97 0T 0T _y2
VN = 1ax * Yoy +Kaz] [ax’+ av' 32| “ae v T

suponiendo que f tiene derivadas parciales continuas. El operador V? se denomina

laplaciano. La 9) se comprueba asi:

I J K

2 2 39
VxVf=|0X aY dzZ|=0

S I ¥

x oy az

La 10) también en coordenadas cartesianas

V_Vm=i(%_?_‘1)+ii"z_?fz .o[24y Ay
oX\ oY 0oZ oY\ dZ oX) 9Z\ X oY

La 12) teniendo en cuenta que B x (B x A) = (B.A)B - (B.B)JA = B(B.A) - B°A

y haciendo 8 = V.
También es posible considerar el doble producto V(V.A4), que solo se puede expresar
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en funcidn de las derivadas de las componentes del vector A.

*B, FB, FB,
V(V.A) = | —Z + +
9x2 oJXoY odXoZ

0XoZ oJYoZ gz?

I+ #B, . 628Y+ &By e B, FB, ¥B, X
oXoY gay? Yoz

También se cumplen las ecuaciones que contienen diadas:
13) Ax(VxB) = (VB)A - A.VB (3-67)
14) Vx(AxB) = A(V.B) - B(V.A) + B.VGA - A.VB (3-68)

o bien, que es mas féacil de recordar:

A B .VA .VB
Vx(AxB) = +
V.A V.B A B
15) V(A.B) = Ax(VxB) + Bx(VxA) + A.VGB + B.VA (3-69)
16) B.VB = %hVRB? - Bx(VxRB) (3-70)

cuya demostracion puede verse en el apéndice. La dltima  ecuacién es muy Gtil en
fluidodindmica y se obtiene de la (3-69) haciendo 4 = B



3.- CUESTIONES Y EJERCICIOS.

1) ;Cémo se define la derivada de un vector X(g) con respecto a la variable g?
2) ¢Cuél es la derivada de un vector A = AU, donde U es el vector unitario en la
direccién y sentido de A?.
3) Siun vector tiene médulo constante, jcomo es el vector derivada de este vector?.
4) Siendo R = 3t + (t2-1)J + (t-1)K, calcular la derivada primera y segunda de este
vector con respecto a t y los médulos de estos vectores.
5) Siendo R = sent/ + costJ, calcular su derivada primera y segunda con respecto a
t y los médulos de estos vectores.
6) Como el vector anterior R es un vector unitario, su derivada debe ser perpendicular
al vector. Demostrar que esto es cierto.
7) Dados los vectores A = 3t3/+2tJ-t°K'y B = sentl + costJ, calcular la derivada con
respecto a t de A.8. R: 4tsent + (3t*+ 2)cost.
8) Calcular d(AxB)/dt si A = 3t¥/+ 2tJy B = sentl +costJ. R: [4tcost -(3t?+ 2)sent]K.
9) Demostrar que R.dR/dt = RdR/dt. ’
10) ;Qué entendemos por integral de una funcién vectorial?.
11) ¢Cuédles son las ecuaciones del movimiento de un punto material?.
12) ;Qué entendemos por velocidad instantanea?.
13) ;Qué es la rapidez instantdnea de un punto?.
- 14) ;Qué es la hoddgrafa del movimiento?.
15) ;Como se define la velocidad media?.
16) Definir la rapidez media.
17) ¢Cudndo un movimiento es uniforme?.
18) Atendiendo a la aceleracién, ;como se clasifican los movimientos?
19) Defina la unidad de velocidad en el S.1.
20) El movimiento de una particula esta dado por R = 5¢2/. ;Como es el movimiento?.
R: Rectilineo y uniformemente acelerado, pues A = 10/.
21) ;Cudl es la velocidad media durante el tercer segundo del movimiento de una
particula cuyo vector de posicién es R = 5t%. R: <V> = 25/.
22) ¢Las ecuaciones del movimiento de un punto en el plano son: X = 5¢-1, Y = 3t?+¢-
2?.¢Cudl es la ecuacién de la trayectoria. R: Pardbola -3X?+25Y-11X+42 = 0.
23) La posicién de un punto P con respecto a un sistema fijo estd dado por el vector de
posicién R = (t-1)/ - t3J + 2K. ;Cudl es la ecuacién de la trayectoria?.
R: La pardbola X?*+Y+2X+1 = Oenelplano Z = 2.
24) Las ecuaciones paramétricas de la trayectoria de un mévil (Sl), son:

6X = 2213 Y = -t z=1r

Calcular el camino recorrido desde t = 1at = 4 s. R: s, = 10,5 m.

25) Obtener por dos procedimientos la rapidez media del mévil del ejercicio 24) en el
mismo intervalo de tiempo. R: <V,,> = 3,5 m/s.

26) Las coordenadas de un punto P estén dadas por las ecuaciones: X = AcosQt, Y =
Asen{Qt. ;Cuél es la ecuacién de la trayectoria suponiendo A y Q constantes?.
R: X2 + Y? = A? (circunferencia de radio A).

27) ¢Es la hodégrafa del movimiento del 26) una circunferencia de radio (4Q)*?. R: Si.
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Cuestiones y ejercicios

28) La velocidad de un punto estd dada por V = bX/, donde b es una constante. ¢Cudl
es la aceleracidn del punto, en la posicién X?. R: 4 = b2X/.

29) ;Como es la derivada de un versor que gira en el plano con respecto al dngulo 7.

30) ¢Cudles son las componentes polares de la velocidad y aceleracién en el movimiento
plano?.

31) ¢Qué son las componentes intrinsecas de la aceleracién en el movimiento plano?.

32) ;Qué entendemos por equilibrio de un punto. Qué tipos de equilibrio existen?.

33) Si la ecuacién del movimiento de un punto es de la forma: X = at + b, en donde
ay b son constantes, ;qué clase de movimiento es este y qué representan a y b?.
R: Movimiento rectilineo y uniforme. a = velocidad constante, b = espacio inicial.

34) Hégase una representacién gréafica en el plano V,t de los distintos movimientos
rectilineos y escribanse las ecuaciones que representan.

35) Determinar los vectores unitarios tangente y normal a la curva X = 6sen2t, Y =
6cos2t. Comprobar que el movimiento es uniforme.

R: T = cos2t/ - sen2tJ, N = - sen2tl - cos2tJ, V = 12.

36) Dadalacurva X = A(cos@+ 6send), Y = A(seng-8cosh), donde A es una constan-te,
determinar: 1) El versor tangente a la curva. 2) El médulo de Vv 3) La componente
normal de la aceleracién. R: 1) T = cos6/+senfJ, 2) V = A8d8/dt y 3) AB(dB/dt)2.

37) La posicién de un punto esta dada por el vector B = (20 + 5)U;. Si el angulo 6 = t2
rad, calcular la componente transversal de la aceleracién. R: 4, = 202+ 10.

38) La velocidad y aceleracién de un punto, en un cierto instante, es: V = 2/-2J+K, en
m/s,y A = -1+ 2J, en m/s?. Determinar la aceleracién tangencia y normal y el radio
de curvatura. R: A; = (-4/+4J-2K)/3, Ay = (I+2J+2K)/3, p =

39) Hallar el versor normal a la superficie 3X2Y-Y°Z? = 2 en el punto (1,1,1).

R: (3/-K)/\/10.

40) Determinar el vector unitario normal a la superficie XYZ = 6, en el punto (2.-1,3).
R: (-3/+6J-2K)/7.

41) Hallar la derivada direccional de: ¢ = X?YZ + 4X22?, en el punto (1,1,2) y en la
direccién y sentido del vector 2/+2J+ K. R: 61/3.

42) ;Cuél es la direccién segln la cual es méxima la derivada direccional del campo
escalar ¢ = X?YZ? en el punto (1,1,1)?. R: En la direccidén (2/+J+ 2K)/3.

43) Dada la funcién ¢ = X?YZ®, hallar la direccién segutn la cual es méxima la variacién
de ¢ en el punto (-1,-2,1) y su variacién maxima. R: V¢ = 4/+J-6K, /53.

44) Determinar V¢, siendo ¢ = 1/R. R: V¢ = -R/R°.

45) Determinar V¢, siendo ¢ = In|R|.R: V¢ = R/R2

46) Dado el campo escalar: V = 3X?Y - XYZ + 8Y, hallar, en el punto (1,1,3), la
derivada en la direccién de larecta X = 0, Z = 0. R: +8.

47) Dado el campo escalar V = X2-2XYZ+ 22, hallar el valor de su derivada direccional
en el punto P(1,1,1) vy en la direccién que tiene la misma inclinacién con respecto
alos tres ejes. R = +=2//3.

48) Dadas las superficies X2Y = Z, X°Y? = Z+2, determinar el coseno del angulo que
forman las normales en el punto ((1,2,2). R: 53/3(322)"2,

49) Dadas las superficies X?+Y?+22 = 9, Z = X?+ Y23, determinar el dngulo que
forman las normales en el punto (2,-1,2). R: cos® = 8/3/21, 8§ = 54°25’,



APENDICE:

Cuando se multiplican dos vectores A y B, o V y B, se obtiene un tensor que se
llama una diada:

2, 35, 35

AB, AB AL, . on o5
AB - |AB, AB, ApB, ve= |2 25 2%
AB. AB, AB; a8, B, 0B,

9z 8z aZ

El primer factor se llama antecedente, el segundo, consecuente. En general, el
producto diddico no es conmutativo: AB = BA, pero si asociativo. La segunda expresién
" es el gradiente vectorial de B.

Si una diada AB se multiplica escalarmente por un vector €, o multiplicamos un
vector C escalarmente por una diada AB, resulta:

(AB)C = (B.C)A C(AB) = (C.A)B m

asf que, en ambos casos, resulta el producto escalar de los vectores contiguos al punto por
el vector que no esté junto a él. Segun esto, el tensor AB transforma todo vector C en otro
situado sobre la recta de posicion del vector A, e igual al producto de este vector por el
escalar B.C, cuando C es el posfactor y, cuando C es el prefactor, lo trasforma en otro
vector situado sobre la recta de posicién del vector B e igual al producto de este vector por
el escalar C.A.

Si se aplica la 1* de (1) a (AC)B y B(CA), y la 22 a C(BA), como todas son iguales
a (B.C)A, resulta:

(AB)C = C(BA) = (AC)B = B(CA) (2

Por esto, més complicadas, por aparecer diadas, son las expresiones anteriores:
13) Ax(VxB) = (VBJA - A.VGB

14) Vx(AxB) = A(V.B) - B(V.A) + BVA -A VB

15) V(A.B) = Ax(VxB) + Bx(VxA) + A.VB + B.VA

16) B.VB = %VB? - Bx(VxB)

Vamos a demostrar las ecuaciones 13) a 15), ecuaciones (3-67) a (3-69):

13) Puesto que A es un vector constante (que no estd afectado por V), tenemos:

AX(VAXB) = A x(VxB) = (AB)V -(A..V)B

donde se ha tenido en cuenta la (3-65). Si suprimimos los subindices ¢, resulta (3-67).
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14) En efecto: Vx{AxB) = Vx{(AxB) + V(AxB. = -Vx(BxA,) + Vx{AxB.), y
teniendo en cuenta la expresién del doble producto:

-(V.ALB + (V.B)A, + (V.BLA - (V.A)B, = (A, VB + ALV.B) + (B..V)A - B,(V.A)
y eliminando los subindices resulta (3-68).
15) Esta expresién es una de las més dificiles de calcular. Pongamos
V(A.B) = V(A_.B) + V(A.B)) = V(B.A,) + VA.B, = (VB)A, + (VA).B,

que en virtud de la (3-67), se pueden escribir:

(VB)A = A.VB+Ax(VxB) (VA).B VA +Bx(VxA)

u
%

y sustituyendo resulta (3-69).
El cardcter vectorial de V nos ha permitido realizar con él operaciones propias de
vectores. Los productos

V.VxA =0 VxVFf=0

son andlogas a los productos entre vectores: B.8xA = O, BxBf = 0. Sin embargo, la apli-

........................................................ Emlomm

bdblull §"| lcblllbblullub UG Tota dai ldlUglG bUllUubllld a \./Ullbchucllbldb 1aioas. I“\OI, IJUI

ejemplo:

A.BxA =0 AVXA #0

pues, en general, el Vx4 no es perpendicular a A. De la misma manera:

B.(fA) = fB.A V.(fA) = fV.A
Bx(fA) = fBXA Vx(fA) = fVxA

[ver ecuaciones (3-64) y (3-65)]. Andlogamente:

A.BxC = C.AxB = -C.BxA AVxC # -C.VxA



4 CAMPOS VECTORIALES.

4.1- CAMPOS VECTORIALES ESTACIONARIOS. FLUJO DEL CAMPO.

Un campo vectorial estacionario, B = B(X, Y,2), esta definido por toda aplicacién que
a un punto P del espacio afin haga corresponder un vector B del espacio vectorial asociado.
El campo vectorial B = B(X,Y,2), supuesta una funcién definida y derivable en cada uno
de los puntos de una regién o dominio D, tiene en cada punto de ella un médulo, una
direccién y un sentido perfectamente definidos.

En general, el conocimiento de B implica el de sus tres componentes By, By, B, es
decir, el de las tres funciones B,(X, Y. 2), B,(X,Y,2), B;{X,Y,2). En ocasiones estas funciones
no son independientes entre si. Si B puede determinarse por una sola funcién de las
coordenadas, el campo se dice que es monoescalar o monofuncional; si B se determina por
dos funciones de las coordenadas, el campo es biescalar o bifuncional.

En un campo vectorial, se llaman flineas del campo a las del espacio afin que
cumplen la condicién de que el vector campo es tangente a ellas en cada punto. El conjunto
de lineas del campo en un instante dado se llama imagen del campo. Las ecuaciones
diferenciales de estas lineas, en coordenadas cartesianas, son:

ax . dy 9z (4-1)
By B, B :

Las lineas del campo proporcionan una representacién geométrica muy clara de un
campo vectorial. Aunque por cada punto del espacio solo pasa una linea del campo, se
conviene en dibujar las lineas del campo de modo que, considerando una superficie de drea
unidad perpendicular a ellas, el nimero de las que resulten cortadas coincida con el valor
numérico del médulo del campo en el punto medio de la superficie. En otras palabras, el
mdédulo del campo es numéricamente igual a la densidad de lineas (ndmero de lineas por
unidad de superficie) en todos los puntos del espacio. De este modo, en las regiones del
campo donde las lineas del campo estdn muy apretadas, la intensidad del campo es mayor
que en las regiones donde las lineas aparecen més espaciadas.

Tipos de campos vectoriales:
a) Campo uniforme: Un campo vectorial es uniforme cuando el vector campo no
depende (médulo ni direccion) de la posicién de P:

B = cte (4-2)



90 Campos vectoriales.

Las lineas del campo son rectas paralelas a B. Las superficie equiescalares del
campo escalar son planos perpendiculares al campo.
b) Campo con simetria esférica: Siendo R = RU,, un campo vectorial posee simetria
esférica cuando el médulo del vector campo, en cualquier punto P es solo funcion de R e
independiente de Uj:

o0

& B(R) = BRIU, (4-3)
>

Las lineas del campo son rectas que pasan por el origen
0. Las superficies equiescalares del campo B(R) son esferas
concéntricas.
c) Campo con simetria cilindrica: Un campo vectorial
€ posee simetria cilindrica cuando el campo es de la forma B(r) =
B(NU, , donde r = P,Py P, es la proyeccion de P sobre la recta
e y U, es el vector unitario de P - P, (fig 4.1). Las lineas del
campo son rectas que cortan perpendicularmente a la recta e. Las superficies equiescalares
del campo son cilindros de eje la recta e.

4.1.

FLUJO DEL CAMPO:

Consideremos un elemento de superficie dS = ndS en un punto P de un dominio en
el cual esté definido un campo vectorial B(R). Se llama flujo elemental del campo a través

‘ / de dS al escalar d¢p = B.dS. El flujo del campo a través de una

sunerficie finita S es

————

o = JB. ds (4-4)

Gees
ds
. En cuanto a la significacion geométrica del flujo basta
_S_/ tener en cuenta que B representa el numero de lineas
4.2, vectoriales que pasan por la unidad de superficie normal al
campo, B.dS = B dS‘,, indica el ndmero de lineas vectoriales
que atraviesan dS,, que es el mismo que atraviesan dS, el flujo indica el nimero de lineas
del campo que atraviesan la superficie S (contdndose positivamente de dentro afuera, si
la superficie es cerrada, y negativamente de fuera adentro, puesto que el coseno del dngulo
que forman B y dS es positivo y negativo, respectivamente).

En un dominio D, el conjunto de lineas del campo que pasan por los puntos de una
linea cerrada cualquiera, se llama tubo de flujo o tubo de lineas del campo (fig 4.3). Si en
un tubo de fluje consideramos dos contornos ¢,, c,, Y las superficies S,, S, limitadas por
estos contornos, tenemos una superficie cerrada. El flujo total se compone por el flujo que
atraviesa la superficie lateral, que es nulo {pues, B es perpendicular a n), y el que atraviesa
las bases. Y si todas las lineas que entran por S, salen por S,, el flujo total es nulo: ¢ =
¢, - ¢, = 0. Es decir:
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@2 = @ (4-5)

y en estas condiciones, a lo largo de un tubo de flujo,
el flujo es constante a través de toda superficie
limitada por cualquier contorno del mismo. En otras
palabras, a lo largo de un tubo de lineas del campo el
flujo se conserva.

4.3.

4.2.- DIVERGENCIA. TEOREMA DE GAUSS.

Consideremos un campo B(R), funcién vectorial de las coordenadas, que tiene en
cada punto un médulo, una direccién y un sentido perfectamente definidos. Si S es la su-
perficie que limita un volumen finito V, el flujo del campo a través de la superficie estd dado
por la (4-4). Si dividimos el volumen 'V en N elementos de volumen AV, es claro que si

Ag, = lB.ds,. (4-6)
es el flujo elemental del campo B a través de cada superficie

parcial S, que limita el volumen AV, el flujo total a través de
la superficie S que limita el volumen Ves:

N N
Y a9, =Y J;B.ds,. = Ls.ds

4.4 i=1 i=1

es decir: @ = ZA@, puesto que el flujo que atraviesa una superficie comtn a dos elementos
de volumen adyacentes se cuenta positivamente para uno y negativamente para el otro.

En general, la integral (4-6) depende del volumen AV;; por lo que si NV es muy grande
(AV; pequeio), el cociente

Ay, 1
v A_V,lg'dsi

puede tender a un limite finito. Pues bien, si este limite existe y es independiente de la
manera como se haya realizado la division de V, esta expresion es una propiedad
caracteristica de B en cada dV. Este limite se llama divergencia de B y escribiremos:
. - Ag 1

divB = lim — = lim — | B.dS; 4-7

av=o AV; av~o AV,.[ ! ( )
La divergencia de un vector es un escalar, que puede variar de unos puntos a otros.
Fisicamente, representa el flujo del campo por unidad de volumen (infinitesimal); o sea, el
flujo del campo a través de la superficie que rodea a la unidad de volumen. O también, la

divergencia representa el nimero de lineas vectoriales que se originan en la unidad de
volumen.
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Los campos en los que div 8 = 0, en todos los puntos del espacio donde B estd
definido, se llaman campos sofenoidales. En un campo solenoidal ninguna linea del campo
puede tener comienzo ni fin en ningln punto del campo; por consiguiente, todas las lineas
del campo son cerradas. En los puntos de un campo no solenoidal donde div 8 > 0 nacen
lineas vectoriales y en los puntos donde div 8 < 0 mueren; a estos puntos se les llama
fuentes o manantiales del campo y sumideros del campo, respectivamente.

Puesto que el flujo total que atraviesa la superficie S es igual la suma de los flujos
elementales, es decir:

= =

N N
lB.dS -y LB.dS,. = EAV,-_AI\_/. LB.dS,-

en el limite, cuando N — o, AV, - 0, el primer miembro no varia, puesto que el flujo de B
a través de S solo depende de la superficie a la que estd extendida la integral; pero el
dltimo se transforma en

LdideV

por tanto:

J;B.ds = LdideV (4-8)

ecuacion que recibe el nombre de teorema de Gauss o teorema de la divergencia y es vélida
en todo campo vectorial para el cual exista el limite (4-7). Por consiguiente, segdn e/
teorema de la divergencia, dada una superficie cerrada S, que encierra un volumen V, para
todo campo vectorial B se cumple que el flujo de B a través de S es igual a la integral de
la divergencia extendida a todo el volumen V. En particular, cuando div 8 es constante, el
flujo es: ¢ = Vdiv B.

La (4-7) es la definicidn de la divergencia, con independencia de todo sistema de
coordenadas. Tratemos ahora de hallar la expresién de la divergencia en coordenadas
cartesianas; o sea, vamos a calcular la divergencia de la funcién B(X,Y,2). Para ello,
tomemos AVen la forma de una pequefia caja rectangular con vértice en el punto A(X,Y,2),
y aristas AX, AY, AZ (fig 4.5). La superficie se compone de 6 rectdngulos: dos de drea
AXAY, dos de drea AYAZ y otros dos de drea AZAX. El flujo a través de las dos caras
normales al eje Y es:

AB B,

A
= - = b4 =
A9, = [B,P) - BIQIAXAZ = —L AXAYAZ = —L AV

donde 8,(P) y B,(Q) son las componentes del campo segln el eje OY en los puntos medios
Py Q de las dos caras y AV el elemento de volumen. Repitiendo el razonamiento para los
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otros pares de caras, y considerando un elemento de volumen infinitesimal dV = dXdYdZz,

z resulta:
| B(O) B(P)
= A dp - [2Bx. 3By, 3B 4y
a7l B 50 aX Yy az
e ' axX asi que el flujo del campo por unidad de volumen, es
INg . . .
v decir, la divergencia de B es:
X
. o _ 9By 9B, 3B, (4-9)
.5 | VB = ox "oy " Az

expresién que por no contener las dimensiones de la caja es independiente de la forma de
la caja y de sus proporciones.
Si se multiplica escalarmente el operador nabla por B resulta:

V.8 = divB (4-10)

Esta expresion también es completamente general en el sentido de que se cumple
siempre, con independencia del sistema de coordenadas adoptado. Naturalmente que la
expresién de la divergencia en otro sistema de coordenadas (cilindricas, esféricas, etc.) no
coincide con (4-9), vélida para coordenadas cartesianas, pero siempre se cumple (4-10).

En particular, puesto que R = X/ + YJ + ZK, resulta:

divR = 3 @11

Aunque, segin (4-10), la divergencia de un vector es el producto escalar simbélico
de V por el vector, sin embargo, no se cumple que V.8 = B.V, ya que mientras el primer
miembro es un escalar, el segundo es un operador.

Ejemplo 4.1: Siendo B = X°YI - XY?ZJ + YZ'K, calcular div B, en el punto
PQ2,-1,2).
Solucién: Calculando las derivadas parciales, se tiene:

3B 3B 3B
* - 2x’Y 2 = -2XYZ : = 4y7°

X Y 9z
divB = 3X*-2XYZ +4YZ3 divB(P) = -36

% %k %

Ejemplo 4.2: Demostrar que el vector B = kR/R’ es solenoidal, salvo para R = 0.
Solucién: El vector
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B = kR/R® = k(X*+Y* +ZH) (X1 + Y] + ZK)

por tanto
B, = kX0 + Y2 + 20" %f}g = [+ Y + 22 -3X0(X + V2 + 20)57]

y andlogamente para By y B, sustituyendo 3¥? y 3Z2 por 3X2. Luego:
divB = kBX*+ Y +Z)3R -3X*+ VP +ZHX*+Y*+Z) 21 = 0

asi que el campo es solenoidal. De otra forma:
. 1 . 1 1
divB = kV.| —R| =k|=V.R+V | —_|.R
R? R? R?

y como

resulta div B = 0

4.3.- CIRCULACION DE UN VECTOR. ROTACIONAL.
En todo campo vectorial se llama procesién del vector B a lo largo de una linea ¢ de
extremos Py Q, a la integral

Q
P=1BJR

Si el contorno ¢ es cerrado (P = Q) se tiene el escalar llamado circulacién:

c=fRdR (¢4-12)

Los elementos dR del contorno estén dirigidos en el sentido en que sea recorrida la
curva. Por tanto, si se invierte ese sentido cambia el signo de C. En general, la procesién
y circulacién de un vector dependen del camino seguido; es decir, las integrales de linea
a lo largo de caminos distintos conducen a valores distintos.

La curva cerrada a lo largo de la cual calculamos la circulacion del vector B8, puede
considerarse como el contorno dé cierta superficie S que la abarca (fig 4.6). Si esta
superficie se divide enun ndmero N de elementos de superficie dS, la circulacidn del vector
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B a lo largo de sus contornos elementales, es:

AC, = §B.dR,

y si se suman estas N circulaciones se obtiene C, puesto que la linea comin a dos
superficies contiguas es recorrida dos veces en sentidos opuestos. Por tanto:

N
§B.dR - z §B.4R,

Cuando N se hace més grande obtenemos superficies de
menor circulacién y menor 4rea. Por tanto, parece légico
considerar la relacién de la circulacion del contorno al 4rea de
la superficie que limita, de forma andloga a como consideramos
la relacién del flujo al volumen, si bien ahora debemos tener en
cuenta que una superficie tiene caracter vectorial.

Por definicién, llamaremos rot B al vector cuyas componentes estdn dada por

AC,
n.1otB = im—2 = lim -~ §B.dR, @13)

as~0 AS; s AS;

donde n es el versor normal al efemento de superficie dS;. Por ejemplo, la componente X
del rotacional es:

L1
LrotB = lim — ¢B.dR, 4-14
10 lfm, ASI’{ ' @4-14)

- Puesto que para toda la superficie original

§B.dR - )Ifl §B.aR, - T Aisify.dk,. As,

i=1

en el limite, cuando N = o, AS; = 0, el primer miembro no varia, pero el Gltimo se
transforma en

L n.totBdS = i rotB.dS

y, por tanto

§B.dR - 1rotB.dS (4-15)

que es el teorema de Stokes. Segtn él /a circulacion de un vector B a /o largo de una curva
cerrada c es igual al flujo del rotacional de dicho vector a través de una superficie abierta
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cualquiera que estd limitada por la curva. El sentido de dS estd relacionado con el de
recorrido del contorno ¢ por la regla del torniflo.

‘Un campo vectorial se dice que es irrotaciahal, si en todos sus puntos se cumple
que el rotacional es nulo.

Expresion del rotacional en coordenadas cartesianas:

Calculemos la circulacién a lo largo de un rectangulo elemental de cualquier orien-

| tacién con respecto a los ejes. Empecemos por considerar en el plano OYZ, el rectédngulo

de lados dY, dZ, paralelo alos ejes, proyeccién del dado (no dibujado en la fig 4.7). La
circulacién de B por el contorno del mismo, en el

B(P)
z P/§ sentido contrario a las agujas de-un reloj, es igual
B IQ)‘ E B(N) a la suma.de las procesiones a lo largo de los
Q S Az ; lados. Con. las notaciones de la figura vy
I B(M) N
AYE/W ) comenzando por el lado horizontal inferior:
M dC, = B(M)dY +B(N)dZ -B(P)dY -B(0)dZ
Y
{ = [B,(N) - B,(Q)1dZ - [B/P) —By(M)]d Y
4.7

La diferencia B,{(\V) - B,(Q) es-lo que varia la compo-
» nente B, al ir del punto Q al V; segin Y. Por tanto,
BAN) - B(Q) = (AB,/AY)dY y, de forma andloga, B/P) - B,A\M). = (AB,/AZ)dZ. Se tiene:

E% oz

3B, 3B, 9B, 9B,
dCy = —Fdvaz - —Tazdy = | =2 - —I]ds,

donde dS, = dYdZ. Andlogamente, para los. planos OXZ y OXY, se obtendrian las
expresiones correspondientes:
oB, 0B,
ds,

e[ 2

3B, B,
aZ X z

dc, = | =X - —Xlds
ox oy

y sumandolos todas, se tiene como expresién de la circulacién de un rectangulo infintesimal
orientado de cualquier modo con respecto a los ejes

3B, @B, B, OB, 9B, aB,
dc = | =% - ZXlas, + | =X - —Z|as, + | =L - —Z|as,
vy oz X X oy

La extensién a una curva cerrada cualquiera es inmediata, apoyando en ella una
superficie cualquiera S, la cual se divide en recténgvulos infinitesimales. La circulacién en
los lados comunes de estos rectangulos se anula y quedan solo los lados que se apoyan
en la curva. Puesto que dS = dS,/ + dS,J + dS.K, si tenemos en cuenta la (4-15), debe
ser:
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wotB = | Bz - Br|p, (Bx 3B\, 9By  OBylp
v  az) ez &) \ax o

que se recuerda mds facilmente en la forma

I J K
a a8 @ .
= = = = 4-16
VxB =1tB =|>% ¥ 3z 4-16)
B, B,

como expresién del rotacional en coordenadas cartesianas. En particular, utilizando (4-16)
se deduce que

rotR = 0 @-17)

el vector de posicién es un campo irrotacional

Ejemplo 4.3: Calcular la procesién del campo B = 2(X2-Y)I -7YZ] + 3XYZK, desde
P(0,0,0)2a 0(2,1,1)alolargodelacurvaX =2t, ¥ =2y Z = 7.
Solucién: Sustituyendo X, Y, Z en B, se obtiene: B = 6¢71 - 77] + 6°K, y como

R =21+ +1*K dR = (i +2tJ +32K)dt

luego

B.dR = (1272 - 1415 + 18¢%dr

Los puntos Py Q corresponden a z = 0 y ¢ = 1, respectivamente. Entonces

Qo 1 s
LB.dR = lB(t)dt =[ar-27+27) = 4

Ejemplo 4.4: Calcular la procesién del campo B = 2(X>-Y)I -7YZ] + 3XYZK, a lo
largo de la recta que pasa por los puntos P(0,0,0) y Q(2,1,1).

Solucién: La ecuacién de la recta que pasa por los puntos es: X/2 = ¥ = Z. Entonces
se cumple: dX/2 = dY = dZ, por lo que, se puede poner:

B.dR = 2(X* - Y)dX - 7YZdY +3XYZdZ = (6Y* +9Y* - 4Y)dY

de modo que:



98 Campos vectoriales.

Q 1

LB.dR = £(6Y3+9Y2—4Y)dY =2

N

y como se ve la procesién de B es distinta que en el ejemplo 4.4. La procesién del campo
depende del camino seguido.

4.4.- CAMPOS CONSERVATIVOS.
Un campo vectorial se dice que deriva de un escalar ¢, en un dominio D, cuando
existe una funcidén escalar ¢(X,Y,2) tal que

B =Yg

cualquiera que sea el punto (X, Y,2) de D. En este caso, la procesién infinitesimal del campo
es: B.dR = V¢.dR = dg vy, por tanto,

Q
le. dR = (Q) - ¢(P) (4-18)

que nos dice, que la procesién entre dos puntos del campo B es igual al nimero de ldminas
unidad que hay entre ellos. Ademds, nos dice que la procesién no depende de la forma de
la curva (a condicién de que todos sus puntos pertenezcan al dominio D), solo depende del
valor que toma ¢ en ios puntos extremos. Si Q@ = P, la curva es cerrada y teniendo en
cuenta el teorema de Stokes:

fe. dR = lrotB.dS =0 (4-19)

vélida cualquiera que sea la superficie S, limitada por el contorno de la linea a lo largo de
la cual se calcula la circulacién.

Los campos vectoriales que cumplen la ecuacion (4-18) o la (4-19) se llaman
campos conservativos. Tales campos cumplen, pues, la condicién de que /a procesién no
depende del camino y que /a circulacion es nula. Los campos conservativos son
irrotacionales (rot B = 0). En todo lo que sigue, cuando un campo vectorial sea
conservativo, utilizaremos la funcién V(X,Y,2) = - ¢(X,Y,2). Esta funcién escalar se llama
funcién potencial o potencial escalar. Si un campo es conservativo diremos que deriva de
un potencial y escribiremos:

B =-VV (4-20)

Hay que hacer notar que las lineas del campo B, normales a las superficies
equipotenciales (V = cte), van de los potenciales més altos a los més bajos. Puesto que
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B.dR = -VV.dR = -dV

la diferencia de potencial entre dos puntos (P y Pp) del campo

Py

P
VIP) - VIP,) = - I B.dR = J;B. dR (4-21)

viene dada por la procesién del campo para ir del segundo al primer punto; representa el
numero de ldminas unidad que se atraviesa para ir de un punto al otro. Naturalmente, la
circulacién del campo es nula. Segln (4-21), existe una indeterminacién en la funcién
potencial, ya que solo podemos calcular diferencias de potencial. Esta indeterminacién
puede resolverse dando a la funcién V(R) un valor determinado en un punto, haciendo, por
ejemplo, VIP,) = 0, para puntos muy alejados del campo, P, = <, y entonces

R
VIR) = - I B.dR

Podemos decir: La condicién necesaria y suficiente para que un campo vectorial
derive de un gradiente es que la procesién del campo sea independiente del camino, que
la circulacion sea nula o que el campo sea irrotacional. Para saber si un campo €5
conservativo utilizaremos la condicién local: rot B = 0.

Ejemplo 4.5: Demostrar que B = 2Y2I+(4XY-Z)J-3YZ?K es conservativo.

Solucién: Basta comprobar que el campo B es irrotacional. En efecto, como es fécil
comprobar rot B = 0 y, por tanto, el campo es conservativo y deriva de un potencial. ;Cudl
es el potencial de que deriva?. Vamos a ver a continuacién cémo puede calcularse el potencial
del que deriva un campo conservativo.

CALCULO DE LA FUNCION POTENCIAL V-

Para determinar el potencial del que deriva el campo, puede hacerse uso de las
condiciones (4-20) y (4-21).

1) Utilizando (4-21): Puesto que el campo B es conservativo, entre los puntos P,y P
(fig 4.8), tendremos:

P A 8 P
VIP) - V(P,) = -IB.dR = - [stdX+JBYdY+J;BZdz] (M
) o A
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Para ir de Py(X,,Y;Z,) a P(X,Y,Z) sigamos la quebrada que pasa por los puntos
AX,Y,,Z) y B(X,Y,Z); es decir, sigamos el camino que va del punto P,a 4, de 4 a By,
finalmente, de B a P.

Z
Y a— > a) De P, a 4 se cumple: la coordenada X varia
p ; de X, a X, de manera que dX # 0, siendo ¥ = ¥, dY
‘ | = 0; Z = Z, dZ = 0. El tinico sumando no nulo de la
P,,/:L S | integral (1) es el primero. Entonces
7 - Y A X
{ AKTZ) B Y.Z) VIA)-V(P,) = -Lsxdx = —’[BX(X,YO,ZO)dX

4.8.
b) Al ir del punto 4 al B, se tiene: dX = 0; Y

variade Y,a ¥, dY # 0; Z = Z,, luego dZ = 0. El tinico sumando no nulo de la integral (1)
es el segundo. Por tanto:

B Y
VIB)-VIA4) = - I B,dY = - I BAX,Y,Z)dY
A o
c) De B a P, se cumple: dX = 0; dY = 0; en tanto que varia Z,a Z, dZ # 0. El
tinico sumando no nulo es el tercero. Luego:

P 4
VIP)-VIB) = - { B,dZ = - 1 BAX,Y.2)dZ

0

Entonces podemos escribir la integral anterior en la forma siguiente:
X Y z
VIP) - VIP,) = —J:BX(X, Yo Z,) dX - I BAX,Y,Z)dY - l’ BAX,Y.2)dZ (2)

Calculando las derivadas de V con respecto a X, ¥,Z, debemos obtener las componentes
de B, de acuerdo con (4-20). De esta forma podemos comprobar que el cdlculo de la funcién
potencial se ha efectuado correctamente. La expresion se smphﬁca si se parte del origen,
donde X, = Y, =Z, = 0.

Ejemplo 4.6.- ;Cudl es la funcién V del campo B = 2¥2I + (4XY-Z°)J - 3YZ?K?.
Solucién: 1) Utilizando la (2), se tiene:

P X Y z
—JB.dR = —2Y§ldX+I(Z§~4XY)dY+3YIZ2dZ

por tanto la diferencia de potencial entre P y P, es:
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VIP) - VIP) = -2YEX +2VEX+Z3Y -2XY2=28Y+2XY5+YZ® - YZ;

luego

V=YZ3-2XY2+C

donde C es una constante arbitraria. Ms fcil resulta si se parte del origen, pues X, = ¥, =
Z, = 0y las integrales se simplifican.

P Y z
—IB. dR = - 4xI Ydy+3 lewz

2) Utilizando (4-20): B = -VV y rot B = 0; es decir, integrando las ecuaciones

3y V4

.g_)Y( - By av v . _p, @)

Ejemplo 4.7.- ;Cudl es la funcién V del campo B = 2Y?I + (4XY- -7%)J - 3YZ?K?.
2) Utilizando la (2):

av _ Vv v
Y2 gy = - vy = Y. 2
% - -2 37 2 -4XY 74 3YZ

Como V = V(X,Y,Z), integremos estas ecuaciones, poniendo:

V= -2Y2Idx+f(Y,Z) = =2Y2X+f(Y,2)
V= J’(za-4xwdv+g(x,2) = YZ3-2XY?+g(X,2)

V= 3YJ’22d2+h(x, Y) = YZ3 +A(X,Y)

Para calcular, por ejemplo, AY,Z), derivemos la primera con respecto a Y o Z.
Derivando con respecto a Z (conviene asi porque la derivada con respecto a Z del primer
sumando de V es nula, cosa que no sucede derivando con respecto a ¥) y teniendo en cuenta
la tercera, de las primeras ecuaciones, tenemos:

_ of 2 - 3 = 3 _ 2
8Z P4 =3YZ f=YZ V=YZ:-2XY2+C

o bien, utilizando la dltima
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3V _23h _ oy h = -2XY? V=YZ*-2XY2+C

4.5.- CAMPO VECTORIAL DE FLUJO CONSERVATIVO.
Si un campo vectorial B es solenoidal en un dominio D, segtin el teorema de Gauss:

le.ds = J:dideV =0

el flujo total es nulo y el campo es de flujo conservativo. La expresién anterior es la
condicién necesaria y suficiente para que el flujo sea conservativo, cualquiera que sea S,
en forma integral. En forma local es que el campo sea solenoidal; es decir: div 8 = 0, en
todos los puntos de D.

Demostremos ahora que si un campo B cumple la ecuacién

B =rotA (4-22)

en todos los puntos de D, el campo B es solenoidal y, por tanto, de flujo conservativo.
Entonces diremos que A es el potencial vector del campo B. El teorema de Stokes para el
campo A, utilizando la (4-22), da:

fA.dﬁ = 1rotA.dS = lB.ds (4-23)

expresién que es vélida cualquiera que sea la superficie abierta S que se apoya en el con-
torno c. El flujo del campo B a través de S es igual a la circulacién del campo 4 a lo largo
de la curva c.
Consideremos ahora una superficie cerrada S que se apoya en un contorno cerrado
c. Este contorno divide a S en dos superficies S,, S, (fig 4.9). Los flujos de B a través de
estas superficies, seglin (4-23), son iguales en valor
absoluto, ya que se apoyan sobre el mismo contorno c:
| @] = | ¢,] . Por tanto, el flujo total a través de la
superficie S es: ‘

»=¢,-9,=0

asi que el flujo es conservativo y el campo B es
solenoidal. Por consiguiente, si un campo 8, definido en
un dominio D, admite un potencial vector A4, tal que 8 =
rot A, el flujo es conservativo y el campo es solenoidal. Reciprocamente, si el flujo de un

4.9.
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campo B es conservativo el campo es solenoidal y admite un potencial vector. En otras
palabras, si div B = 0, B = rot A.

Desde luego este vector no es Gnico, pues si A es un vector potencial del campo
solenoidal B y ¢(X,Y,2) es una funcién escalar, el vector 4, = A + V¢ también es un
vector potencial, pues se cumple: rot A, = rot A + rot V¢ = rot 4. '

Reciprocamente, si 8 = rot A, también es B = rot A, y rot(4 - A,) = 0 y'el campo
A - A, esirrotacional y, por tant, existe una funcién del campo ¢ tal que 4 -4, = -V¢, de
donde A, = A + V¢. Por consiguiente, hallado un vector potencial A4, la formula 4, = A
+ V¢ nos dard la expresién general del vector potencial. La demostracién se hace
buscando una solucién particular cualquiera de la ecuacién en denvadas parciales: B =
VxA, con la condicién, por ejemplo, A, = 0.

- Para demostrarlo, busquemos una solucién particular cualquiera de la ecuacién en
derivadas parciales: B = VxA. Esta ecuacién es equivalente al sistema
d4, 04, _ 04, 94, dA, 04,

B, = — - — B, = o - s B = ——-—=
¥ 3y az Y9z ox Z X 9y

y como este sistema tiene infinitas soluciones tratemos de resolverlo mediante un campo A
que satisfaga la condicion 4y = 0. Entonces, se tiene:

04 04 : 04 04
"B, = —Z2-_1 B, =-_2 B =t
* 9y oz Y oxX Z X
De las dos dltimas ecuaciones se deducen las formulas:
X ‘ X
A4, = LBde +f(Y,Z) 4, = - LBYdX+g(Y,Z)

siendo f'y g funciones arbitrarias y X, un valor elegido a capricho. La primera ecuacién da:

B_BAZ_BAy_‘_X
|

pero siendo div B = 0, se tiene

ﬁ'+i€z. dX+.q_g.—_a_f_'
Y oz Y oz

X
4B af _ 9 af
B, = | —XdXx + 98 _f _px.vZ)-BX Y,Z g
X Lax Y oz WX, ¥,2) - Bylo, )+ 3z

es decir:
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08 _9 _p(x,v,z
'5'5‘,‘87 X(O”)

que también es una ecuacién indeterminada. Una solucién particular puede obtenerse haciendo
g = 0. Entonces

z
f¥,2) = —le(XO,Y,Z)dZ

siendo Z, un valor elegido a capricho. La solucién

X z X

4, =0 A, = LBde— LBX X,,Y,Z)dZ 4, = - LB,(X, Y,Z)dX

no es dnica, puesto que A + V¢, también es solucién. La solucién general es:
X

X z
A, = % A, = LBde— JBX(XO,Y,Z)dZ+%% 4, = -lB,dX+gi;i

En resumen, la condicién necesaria y suficiente para que el campo 8 cumpla que div
B = 0 es que B = rot A, y reciprocamente.

En particular, si el campo B es conservativo v, a la vez, es de flujo conservativo, se
tiene: Por ser el campo conservativo:

B =-VV VXB =0

y por ser de flujo conservativo:
B=VxXA V.B=0
Sustituyendo B dado por la primera en la cuarta, resulta:
V.(-VV) = -V2V = ( V2V =0

asi que la laplaciana del potencial es nula. Sustituyendo la tercera igualdad en la segunda,
se obtiene:

V(V.A) - V24 = 0 (4-24)

es decir: grad(div 4) - V24 = 0, ecuacién que tiene gran interés en el estudio de la
propagacion de ondas.
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4.6.- CAMPOS CON SIMETRIA ESFERICA.

Se llama centro activo a toda particula puntual capaz de interaccionar con otras de
la misma naturaleza, situadas en las proximidades. Estos centros activos poseen una masa
m y pueden tener o no carga eléctrica g. La cantidad escalar 7, caracteristica de un centro
activo es siempre positiva para la masa y puede ser positiva o negativa para la carga
eléctrica.

Supongamos que todo centro activo produce una perturbacién en el medio que le
rodea; es decir, modifica de alguna manera el espacio que le rodea. Decimos entonces que
el centro activo crea un campo en el espacio. Este campo es una descripcion del estado del
medio que rodea al centro activo, y viene a ser una medida de la perturbacién producida
por el centro activo; el campo producido es un atributo fundamental del espacio, cuando
en él existen centros activos.

Consideremos campos con simetria esférica, que segin (4-3), cumplen la condici6n:
b(R) = b(R)Uy, siendo R = RU; el vector que une el centro activo con el punto del espacio
origen de b. Las lineas de b son rectas que pasan por el centro activo. Si queremos incluir
el escalar 7 caracteristico del centro activo en el campo, escribiremos:

BR) = 7b(®) = bR U,

Estos campos deben ser conservativos, ya que las superficies equipotenciales del
campo escalar del que derivan serfan esferas con centro en el centro activo. Es mds, podemos
demostrar que estos campos son conservativos puesto que rot B(R) = 0, y, por tanto, admite
una funcisn escalar. Multiplicando por 4R, se tiene:

B(R).dR = 7b(R)U,.dR = ‘rb(R)%Ii = rbR)dR = - dV(R)
pues, es una funcién de R multiplicada por dR. La funcién V es funcién de 7y Ry se
denomina funcién potencial. Como, dV = VV.dR, resulta:

-VV = B(R) = R U,

que nos hace ver que, si 7 es positivo, el VV tiene sentido contrario a Ug. Como el sentido
de VV va de los potenciales bajos a los altos, U, va de los potenciales altos a los bajos.
Naturalmente, ‘

2 2

V,-V, = —lB.dR = -r{b(R)dR

1
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Campos con simetria esférica que tienen especial interés son los campos
newtonianos, en los que b = C/R?, que est4n definidos en todos los puntos del espacio,
salvo en el punto donde se encuentre el centro activo. El centro activo produce un campo
vectorial de la forma:

B-Sy -c- R (4-25)
R2 RS

donde C es una constante que depende del sistema de unidades utilizado y Uy, el vector
unitario de R, que es el vector de posicién del punto del espacio donde se quiere calcular
el campo. Las lineas del campo newtoniano son rectas que pasan por el centro activo, que,
‘muchas veces, supondremos esté en el origen de coordenadas. Los campos newtonianos
son, pues, campos inversos del cuadrado de la distancia (abreviadamente, campos inverso
cuadréticos).

Cuando el centro activo es una masa m el campo se denomina campo gravitatorio,
cuando el centro activo es una carga g el campo se llama campo eléctrico. Escribiremos:

g = -G%UR - —G%R E-= K%UR = K%R (4-26)

donde Gy K son constantes (de gravitacién y de Coulomb), que dependen del sistema de
unidades utilizado. En el sistema internacional:

G = 6.672x10™"" N.m?kg>
K = 8.98755x10° N.m%/C2.  (En el vacio)
Por tanto:
-Gm Campo gravitatorio
Ct = 4-27)

Kq Campo electrostatico

Propiedades de los campos inverso del cuadrado de Ia distancia:
1) Un campo inverso del cuadrado de la distancia es conservativo:
a) El campo es irrotacional; es decir: rot B8 = 0. En efecto:

VYXEB = C1Vx [ik] - Cr [iVwa [_1-] xR] =0
RS R3

R3

pues VxR = 0, y

v(1l] _._3vR _3U, 3R
R* R* R

- 1 -
= = V[F}XR_O
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b) El campo B admite una funcién potencial que cumple: B = -VV y es de la forma
V = Cr/R, en todos los puntos, salvo en el punto (o puntos) donde se encuentre el centro
activo (R = 0). Para verlo, calculemos la procesién del campo. Como dV = -B.dR:

P, R R
V-V0=—IB.dR=-ch_’%‘§=%I] -cr|2-2
., &, 0

de manera que

V -_Gm Campo gravitatorio
=<8 (4-28)
R

V=

R
I;q Campo electrostitico

2) En los puntos del espacio donde no hay centros activos el flujo de B es
conservativo; o sea, div B = O, salvo para R = 0. En efecto:

V.B = CrV. iR] - cCr {iv.znv [i} .R] =0
B 7 g

pues V.R = 3, como se vio en (4-11), y

_ 3
7 X m

( 2
v _L].R - -3RVR
R3

3) Teorema de Gauss: £/ flujo que atraviesa una superficie cerrada cualquiera que
contiene un centro activo T es ¢t. = 4nCr, siendo independiente de /a forma y tamario de
la superficie.

En efecto, sea S una superficie cerrada cualquiera, que contiene un centro activo
7, en el punto A (fig 4.10). Construyamos el cono elemental, con vértice en A que deter-
mina sobre la superficie un elemento de superficie dS. Si consideramos, ademas, la super-
ficie esférica de radio unidad con centro en A, el cono determina sobre ella un elemento de

AS superficie, que denotaremos por dw, denominado dngulo
solido. Como dS, = dS.cosé y dw cumplen la relacién:
s, _ R (4-29)

do 1
luego

ds, = cosddS = R*dw
4.10. ‘
y el flujo elemental del campo B que atraviesa la superficie
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elemental dS es:

dé = B.dS = %coseds - Crdw

e integrando para toda la superficie w (que es el drea de la superficie esférica de radio
unidad, que vale 4n), resulta:
¢ =-4nGm Campo gravitatorio _
¢ =4nCt (4-30)
¢ = 4nKq Campo electrostitico

De acuerdo con el teorema de Gauss, el flujo (o nimero de lineas del campo que
atraviesan la superficie) es independiente de la forma y dimensiones de la superficie, solo
depende del valor del centro activo situado en su interior.

4.7.- EL CAMPO EN UNA DiSTRIBUCION DE CENTROS ACTIVOS.

1) Distribucién discontinua:

El campo B que varios centros activos puntiformes 7;, de la misma naturaleza,
situados en los puntos A, originan en un punto P cualquiera del dominio D donde el campo
esté definido, resulta de componer vectorialmente los campos B;, que cada centro activo
produce por separado en dicho punto. Esta proposicién, que se conoce como principio de
superposicion del campo, es evidente si se admite que B es una magnitud vectorial.

El campo en P, por consiguiente, es:

m,
g = —G:—;Ri (C. gravitatorio)
B -TB, - CSUR, PR (4-31)
i R | g- k& i
i = . —3R‘. (C. electrostitico)
1
oo

El potencial V del campo B, en P, debido a los centros activos, es:

vexv=Ccrit (4-32)

La divergencia del campo es:

V.B

i
<
™
>°]
]
™1
<
=]

y V.B = 0 en todos los puntos donde no existan centros activos, por lo que el flujo a
través de una superficie cerrada que no contenga centros activos serd nula.
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Si una superficie cerrada contiene centros activos, aplicando la (4-30) al conjunto
de centros activos, tendremos:

¢ =-4nGXm, (C. gravitatorio)
¢ =X = 4nCZr, ‘ (4-33)
i i ¢ = 4nKig, (C. electrostitico)

que es el teorema de Gauss para una distribucién discontinua de centros activos en el
interior de la superficie gaussiana. Como se ve el flujo total que atraviesa la superficie
cerrada se obtiene multiplicando por 47C la suma algebraica de los centros activos.

Supongamos ahora que, ademas de los centros activos en el interior existen centros
activos fuera de la superficie gaussiana S. Por sencillez consideremos un solo centro activo
interior 7; y otro exterior 7,. El campo B en cada elemento de superficie dS, producido por
los centros activos, es la suma vectorial de los campos B; y B, producidos por cada centro
activo (fig 4.11): B = B; + B,, el flujo total es: ¢
= ¢, + ¢..El flujo debido al campo del centro
activo interior es ¢, = 4nCr. El flujo debido al
campo del centro activo exterior es nulo. En
efecto, el &ngulo sélido dw, intercepta las
superficies diferenciales dS, y dS,. Los flujos a
través de estas superficies son iguales vy
contrarios, ya que el campo estd dirigido hacia el
interior en todos los puntos de la superficie S, y
hacia el exterior en la superficie S,. Por tanto d¢, = Cr, (-dw, + dw,) = O, luego: ¢, = 0.
Como esto sucede para cada centro activo exterior, en el caso de ser varios los centros
activos exteriores el flujo total a traves de la superficie gaussiana es también nulo. Por
consiguiente,

¢ =¢, =4xCr,

ningdn centro activo situado en el exterior de la superficie gaussiana contribuye al flujo que
la atraviesa.

2) Distribucién continua:

En la practica, es frecuente que los centros activos estén distribuidos de forma
continua en un volumen V. La formula (4-31) tiene un sentido perfectamente claro cuando
el centro activo esta concentrado en un punto o volumen muy pequefio con respecto a la
distancia; pero no cuando los centros activos se distribuyen en un volumen grande, ya que
entonces no sabemos desde que punto debemos medir la distancia. Resolvemos esta
indeterminacion dividiendo el volumen V en elementos de volumen infinitesimales dV, cada
uno de los cuales contiene un elemento infinitesimal de centro activo dr. Definimos la
densidad ctibica p(4) de centros activos en cada punto A por la expresion:
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dr = p(A)dV (4-34)

siendo dV un volumen infinitesimal tomado alrededor de A. También se pueden definir las
densidades superficial y lineal por

dr = o(d)dS dr = MA)ds (4-33)
El campo dB que, en el punto P, produce cada dr, situado en A, es:

dB = cRyr - cPRyy (4-36)
R3 R3

donde R es la distancia de 4 a P. El campo total en P es:
_ R _ oR
B = chdr = CLFdV 4-37)

extendiéndose ia integral a todo el volumen V.
Para distribuciones continuas, la (4-32) queda modificada en la forma:

dr P
v=c[% - c[Lav 4-38
[R LR (4-38)

Cuando los centros activos estan distribuidos en forma continua, con una densidad
ctibica p. el teorema de Gauss (4-33) se convierte en

f

S

B.dS = 41rCLpdV

donde V es el volumen limitado por la superficie S a través de la cual calculamos el flujo.
El teorema de la divergencia nos permite escribir:

LV.BdV = 47rcj;pdv L(V.B-—41GC)dV =0

cualquiera que sea el volumen V. Por tanto. el teorema de Gauss, en forma diferencial, es:

( V.gy =-4nGp (C. gravitatorio)
V.B = 4%nCp : (4-39)

V.E = 4nKp (C. electrostatico)

y expresa la relacién local entre el campo vy la densidad cutbica de centros activos. Esta
ecuacion nos hace ver que si hay centros activos el campo posee divergencia y, por tanto,
es un campo no solenoidal. Precisamente, los centros activos son las fuentes o0 manantiales
y sumideros del campo. En los puntos del campo donde p = 0 el campo es solenoidal. Por
otro lado, puesto que V.8 = -V.VV = -V?V, resulta:
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V3V = 4xGp (C. gravitatorio)
V2V = 4xCp { (4-40)

V3V = -4nKp (C. electrostatico)

y se tiene la ecuacién de Poisson, que relaciona el potencial con la densidad cubica.
Si p = 0, es decir, en las regiones del espacio que no contengan centros activos,
el potencial escalar cumple la ecuacién de Laplace para el pdtencial:

VZV = 0 (4-41)
La ecuacion de Poisson expresa la forma en que el potencial debe variar en las

regiones del espacio en las que existe una distribucién de centros activos, la ecuacién de
Laplace hace lo mismo en las regiones del espacio que no contienen centros activos.

Ejemplo 4.7.- Un centro activo estd distribuido uniformemente en toda la longitud de
un hilo infinitamente largo con una densidad lineal A = d7/ds. Determinar el campo B a una
distancia % del hilo.

Solucién: Eligiendo el hilo como eje X (fig 4.12) del sistema de coordenadas, resulta
Y = h y podemos escribir, segun la (4-37), con d7 = NdX y R = -XI+hJ, en la forma:

-

- R o _ (hd -XDdX ¢
B(R) = C\ j Es—dX = CA f i CA\RJ LW

-0

puesto que la contribucién de las componentes X se compensan entre si. Resulta asi que el
campo tiene la direccion del eje Y. Para calcular esta integral podemos utilizar la sustitucién

BR)y X = Itg6. Entonces resulta
2
5] aX = hd?b X2+h2 = h2(1 +tg20) = h
cos’f cos?0
R .
A y, por consiguiente,
x/2
B(R) = QJJ cosfdf = .2_911
0 X AdX h ~7/2

4.12.

y el campo es inverso de la distancia.




APENDICE:

CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE GAUSS: Del teorema de Gauss

j B.dS = Ldidev

S

se deduce:
1) Pongamos, B = bC, donde b es un campo escalar y C un vector arbitrario
constante. Puesto que V.(bC) = bV.C + C.Vb = C.Vb resulta:

C. Lde = C LVde

y puesto que C es arbitrario

[de = IVb av M

2) Poniendo AxC en lugar de B, donde C es un vector arbitrario constante, como:
V.(AxC) = C.VxA - A.VxC = C.VxA, se tiene:

CidSXA = I,div(AxC).dV = C.jrotAdV

y por la arbitrariedad de C:

LdeA = LrotAdV @

El teorema de Gauss y las ecuaciones (1) y (2), usando la notacién simbdlica de V,

[

S

dan:

dS*A = lvmdv 3)

donde A es un campo escalar o vectorial y * representa el producto ordinario, escalar o el
producto vectorial, segun el caso.

3) Teoremas de Green: Si hacemos: B = fVg, donde fy g son campos escalares,
tenemos:

fVg.dS = | V.(fVg)dV
[rreas=|

y como: V.(/Vg) = fV.Vg + Vf.Vg = V£.V?g + Vf.Vg, resulta:
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Lng.ds - L(Vf-Vg +fV%g)av @

que es el primer teorema de Green. Es evidente que, segin este teorema:

igi.ds = L(Vf-Vg*ng’f)dV

y restando ambas ecuaciones resulta el segundo teorema de Green:

L(ng-gi).ds = L(fvz,g—gvv)dv ®)

Haciendo f = 1/R, como V(1/R) = -R/R’ y V2(1/R) = V.V(1/R) = 0, tendremos:

L [%Vg-gv%].ds= L{%Vzg]dV ©)

que puede aplicarse a cualquier superficie cerrada S, con tal de que el origen no esté en el
recinto V limitado por ella, ya que de otra manera surgen valores infinitos de 1/R y, para
evitarlos, hay que excluir del recinto V de integracién una esfera tan pequefia como se quiera,
centrada en O, de radio R, y superficie S;. Se puede escribir:

1 1 1 1 1
—V2%dV =| | = Vg-gV_1|. —Vg-gV_|.
v-[vR 8 L[P 57¢ R] dS+I[R 78 R} .

donde dS es la normal saliente con respecto al recinto V-V;, y entrante con respecto a la
esfera V;. Haciendo tender R, a cero, se tiene:

tim [ L vg.ds, = lim . (Vg.ds, = lim[VgaV, = 0
R;-05 R R0 R 5, R0y

1 1 .1
lim |gV|—=|.dS, = -lim — [gU,.dS, = -1im — [g(-|dS,|) = 4ng(©0
Rl_ofg (R) 1= Rr‘?stflg 295, R-oRZ;,{g( |dS, 1) 8(0)

1

donde Uy es el vector unitario de R y g(O) es el valor de g en un punto O cualquiera. Resulta
asi:

1 _ lg. .ol _
Livzng—i[EVg gvﬁ].ds 47g(0) ™

Si V2g = 0, esta ecuacidn se reduce a
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o = Vo - oV .ds 8

que nos da el valor de ¢ en un punto cualquiera O, cuando en todos los puntos de una
superficie S que encierra a O, se conocen g y Vg.

CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE STOKES:
Otros teoremas que se deducen del teorema de Stokes son:
1) Pongamos B = bC, donde C es un vector constante arbitrario, en

fB.dR = j;rotB. ds

Puesto que VxB = VxbC = bVxC + VbxC = VbxC, se tiene:

§bdr = -Lv:‘;xa‘s ©)

2) Poniendo BxC en lugar de B, siendo C un vector constante arbitrario:

foc.dR = LVX(BXC).dS

pero como
B cl ‘.VB 0
+

=CVB-CV.B
V.B 0 B C

Ix(BxC) = l

pues VC = V.C = 0. Por consiguiente:

foc.dR = iC.VB.dS - ICV.B.dS

o bien, puesto que: BxC.dR = -CxB.dR = -C.BxdR y como V.B es un escalar que se puede
asociar a cualquiera de los vectores, resulta C(V.B).dS = C.(V.B)dS, de manera que:

fodR = LV.BdS - LVB.dS (10)
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CUESTIONES Y EJERCICIOS.

¢Qué es un campo vectorial?.

¢Qué son las lineas de un campo vectorial?.

¢Cuando un campo vectorial tiene simetria esférica?

¢Cuando un campo tiene simetria cilindrica?.

¢Qué es el flujo del campo y qué significado geométrico tiene?

¢Que es la divergencia de un vector?

Calcular la divergencia de B = 3X2Z/ + XY2J + 2YZ?K. R: 2(3XZ +XY +2Y2).
¢Qué es un campo solenoidal?.

Dado el campo B = (X +2Y) + (2Y-2)J + (XY-aZ)K, determinar la constante a para
que el campo sea solenoidal. R: @ = 3.

Dado el campo vectorial B = 2XCI + 2Y°J - 4ZK hallar el lugar geométrico de los
puntos que presentan sumidero. R: Los puntos interiores al cilindro de eje Zy base
la circunferencia de centro el origen y radio v'2/3.

:Qué expresa el teorema de la divergencia?.

Calcular el flujo neto del campo vectorial: B = 2X/+ YJ-ZK, a través de un cubo de
arista 2 m, uno de cuyos vértices estd en el origen y tres aristas sobre los ejes.
R: 16 [Bl.m2.

Dado el campo 8 = 2XI + 7YJ + (4Z?+ 1)K hallar su flujo a través del cilindro de
altura 3 cuya base es la circunferencia X? + Y2 = 9. R: ¢ = 567m.

Dado el campo vectorial B = 3X/ + 2YJ + (562°-32)K hallar su flujo a través de un
cilindro cerrado de ecuacién X?+ Y? = 4 y cuyas bases estén en los planos Z = O;
Z=4.R:¢ = 131279l

Dado el campo vectorial B = 3XY/ + 8Xe?J + (3Z+8)K hallar su flujo a través del
triangulo determinado por los ejes Xe YylarectaX + Y = 2;Z=0.R: ¢ = 16.
Demostrar que el flujo del campo B = (3X-2)/ + (4Y+2)J + (5Z-3)K a través de
una esfera de centro en el origen de coordenadas y radio 2 es 402,1 [¢].
Calcular el flujo neto del campo B = (3224 7)K a través del cubo de aristas 2 m
coincidiendo con los ejes y vértice en el origen de coordenadas. R: ¢ = 48 [BIm?.
¢Que es la circulacién de un vector?.

¢Qué es el rotacional de un vector?.

Calcular el rot B, si B = (X+2YW+(2Y-2)J+(XY-a2)K. R: (X+ 1)I-YJ-2K.
Calcular el rot B, si B = 3X22ZI + XY/ +2XZ?K en el punto (1,-1,1).

R:rot B = J + K.

Siendo V = Q x R, donde Q es un vector constante, demostrar que rot V = 2Q.
¢Cuando un campo vectorial es conservativo?.

;Es conservativo el campo B del ejercicio 7)?. R: rot B = 2Z%+3X*J+Y?*K # 0.
Dado el campo vectorial B = 3XY/ + (X°+3)J, calcular su procesién desde el
origen hasta el punto P(2,1) siguiendo el eje X y una paralela al eje Y. R: P = 11.
Calcular la procesién del campo B = 3X2Z] + XY?J + 2YZ?K, desde el punto
(0,0,0) al (1,1,1), siguiendo la recta que los une. R: P = 3/2.

Calcular la procesién del campo B = (2Y+3) + XZJ + (YZ-X)K, desde el punto
(0,0,0) al (2,1,1), siguiendo la recta que los une. R: P = 24.

Demostrar que B = (2XY+Z°) + X3J +3XZ?K es un campo conservativo y calcular
la procesién del campo desde el punto P(0,0,1) al Q(2,1,3). R: P = 58.
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29)
30)
31
32)

33)

34)
35)
36)

37)
38)

39)

43)
44)

45)
46)

47)
48)

49)
50)
51)

¢Cuédl es la funcidn potencial V del campo del ejercicio anterior?. Comprobar que
V(Q)-VAP) = a la procesién entre Q y P. R: V = -X2Y-Z°X + C. VIQ)-V(P) = -58.
Demostrar que el campo B = (3Y, 3X-2YZ, -Y?) es conservativo y encontrar su fun-
cién potencial V. R: V = Y2Z-3XY + C.

Dado el campo B = (3X?2+6Y) - 14YZJ + 20XZ?K, hallar su procesién desde el
punto P(0.0.0) al Q(1,1,1), siguiendo la recta que los une. R: P = 13/3.

Dado el campo vectorial B = (XY-1)/ + X°J hallar la procesién a lo largo de la
pardbola Y2 = 3X desde (0,0) hasta (3,3). R: » = 19,37.

Dado el campo vectorial B = 2XY/ + XYJ hallar su procesién a lo largo del primer
cuadrante de una circunferencia de centro el origen y radio 3, situada en el plano
Z=0.R:P=-9.

Obtener la funcion potencial V del campo B = 2XYZ¥ + X2Z%J + 2X?*YZK.

R: V = -X?YZ? + C.

Obtener la funcidén potencial V del campo B = (3Y?+4X2)] + 6XYJ + 2XK.

R: V = -3XY?-2X%Z + C.

Obtener la funcién potencial V del campo B = -3XZ32YZI + XZJ + 3XYK).

R: V = 3X?YZ° + C.

Siendo B = X?YI - 2X2ZJ + 2YZK, comprobar que rot(rot B) = 2(X+ 1)J.

Dado el vector B = 2(XY/ +XZJ + YZK), calcular la procesion de rot B a lo largo
de la curva Z = 2X*+ 1, entre los puntos P(0,1,1) y Q(1,2,3). R: P = 23/3
Hallar la circulacién del campo B = (2X-Y+2)+(X+ Y-Z°)J+(3X-2Y+42)K, a lo
largo de la circunferencia de centro el origen y radio 3, contenida en el plano Z =
0, siguiendo el sentido positivo de giro. R: C = 18r.

¢Cuando un campo vectorial tiene flujo conservativo?.

Dado ei campo 8 = (3X% + X°ZJj + X°¥Kie” caicuiar su funcién potenciai escaiar
¢ e indicar si es de flujo conservativo. R: ¢ = X°¢® + C; ¢ no conservativo.
¢Qué condiciones debe cumplir un campo para que sea a la vez conservativo y
tenga flujo conservativo?.

Suponiendo que ¢ = @(X,Y,2) tiene derivadas segundas parciales continuas,
demostrar que rot(grad ¢) = 0.

Suponiendo que B = B(X,Y,2) tiene derivadas segundas parciales continuas,
demostrar que div(rot B) = 0.

Demostrar que V = 1/R es una funciéon armdénica.

Demostrar que si ¢ = ¢(X, Y, 2) es una solucién de la ecuacién de Laplace, el campo
vectorial V¢ es conservativo y de flujo conservativo.

¢:Qué es un campo inverso cuadritico?.

¢Como son las lineas del campo vy las superficies equipotenciales de un campo
inverso cuadrdtico?.

¢Qué campos inverso cuadréticos conoce y que propiedades satisface?.

¢ Qué dice el teorema de Gauss para campos inverso cuadraticos?.

Se llama dipolo al sistema de cargas constituido por dos cargas puntuales iguales -
gy g, separadas por una distancia /, que se caracteriza por el vector /, cuyo sentido
va desde la carga negativa a la positiva. Tomando como origen de coordenadas el
punto medio del segmento determinado por las cargas y el eje X en la direccién y
sentido de /, demostrar que el campo eléctrico en los puntos P(X,0) y P(O,Y) esta
dado por E = 2KgXW/IX*(/?/4)]? y E = -KqI[Y?+ (/*/4)1*?, respectivamente.
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