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Introducción

Las categorías de cofibraciones definidas por H.J. Baues [2] en su libro Algebmic Ho-

motopy es, actualmente, el marco algebraico ideal pa,ra el desarrollo de la homotopía, pues

siendo sus axiomas menos restrictivos que los usados por D.G. Quillen [36] en sus catego-

rías de modelo, abarcan la mayoría de las teorías de homotopía existentes y se obtienen

los principales resultados comunes a todas ellas.

En homotopía, uno de los objetivos a conseguir es el cálculo de los denominados

corchetes de homotopía de dos objetos, clases de homotopía de los morfismos entre dichos

objetos, en función de éstos; lo que presenta, en algunos casos, bastantes dificultades púes

ni siquiera se puede asegurar la existencia de dichos corchetes. En este sentido es necesario

poseer un cierto tipo de morfismos distinguidos, denominados equiwalencias débiles, que

actuarán como isomorfismos en una categoría donde, mediante localización, se definirán

dichos corchetes de homotopía. Lo anterior permite calcular los grupos de homotopía de

un objeto referido a otro media¡te suspensiones o, en el caso dual, lazos. Estos grupos

son mr¡y importantes en el desarrollo de cualquier teoría de homotopía, pues el cálculo

efectivo de ellos suministra una información esencial a la hora de distinguir objetos desde

el punto de vista algebraico, así como en la obtención de posibles clasificaciones.

Este trabajo consta de dos partes bien diferenciadas. En la primera parte se hace

un desarrollo minucioso de cómo obtener los grupos de homotopía en una categoría de

cofibraciones. La línea seguida es análoga a la que realiza H.J. Baues en [2] pero se

estructura de forma diferente, dándole una continuidad más clarificadora del objetivo al

que se pretende llegar. Las demostraciones se simplifican y surgen nuevos conceptos.

Adem,ís se complementa el trabajo con referencias y desarrollos afines y necesa,rios para

la descripción del método de obtención de los grupos de homotopía. Esta parte consta de

tres capítulos. En el primero se dan las técnicas precisas para el desarrollo de la teoría

que permitirá en el capítulo tercero la creación de los grupos ya nombrados. El capítulo

se divide en tres pá.rrafos, El primero presenta, como su nombre indica' los primeros

conceptos y algunos resultados que los autores han descrito detalladamente en [6] y que

por ello se dan aquí sin demostración, sólo haciendo referencia a datos que más tarde

serán utilizados, En el siguiente párrafo se describen las técnicas a utiliza¡ en posteriores

desarrollos sobre categorías de cofibraciones. En el último, aparte de ver que lahomotopía
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sobre objetos fibrantes y cofibrantes funciona realmente al estilo de J.H.C. Whitehead [42],

pudiéndose obtener categorías homotópicas, se da una versión similar al Teorema de Dold

en la homotopía ordinaria de los espacios topológicos, que será un arma esencial en Ia

construcción de las categorías localizadas.

En el segundo capítulo se intenta conseguir una extensión en categoría de cofibraciones

de las categorías homotópicas, pero sin hacerlo sobre la subcategoría de objetos fibrantes y

cofibrantes sino sobre la categoría inicial de cofibraciones. Este capítulo también se divide

en tres párrafos g así, en el primero se introduce la noción general de localización de una

categoría sobre una cla¡e de morfismos, similarmente a como lo hacen P. Gabriel y M. Zis-

man en [15] se construye la categoría de fracciones y usando las categorías cocientes se ven

algunas breves relaciones entre éstas. La utilidad de lo anterior es reflejada en el segundo

párrafo con la construcción de la categoría localizada de una categoría de cofibraciones

sobre sus equivalencias débiles. Aquí se prueba que la categoría localizada de objetos

fibrantes y cofibrantes sobre sus equivalencias débiles, que coincide con la homotópica, es

equivalente a las localizadas de objetos cofibrantes y de la inicial de cofibraciones sobre

sus equivalencias débiles. Finalmente, en el tercer párrafo se aplica el proceso descrito an-

teriormente, a las categorías bajo un objeto, justificándose la definición dada en el primer

capítulo, de homotopía relativa a una cofibración.

El tercer y último capítulo de esta primera parte, como ya se ha dicho, presenta los

grupos de homotopía de una categoría de cofibraciones. Se divide en dos párrafos, donde

el primero está dedicado a la creación de los grupoides de homotopía siguiendo técnicas

similares a las usadas en homotopía ordinaria, esto es, definiendo conceptos análogos a

caminos, composición e inversos de éstos y probando las propiedades homotópicas que

originan dicha estructura, Se termina viendo resultados relacionados con morfismos, que

servirán en el siguiente párra,fo, después de introducir los grupos de homotopía' Para ver

su carácter funtorial y las principales propiedades homotópicäs que poseen, entre las que

cabe destacar, por su novedad, las referidas a objetos homotópicamente equivalentes y

contráctiles.

La segunda parte de este trabajo consta de un solo capítulo dividido en dos párrafos. Es

conocido que las categorías con un cilindro natural son también categorías de cofibraciones,

[2], [6]. Pero sus grupos de homotopía no han sido calculados de una forma precisa, sino

a través de la categoría de cofibraciones asociada. En el primer párrafo se construyen los

grupos de homotopía de una categoría con cilindro natural, sin hacer uso, para ello, de su

'categoría de cofibraciones asociada, demostrando, posteriormente, que dichos grupos son

isomorfos, resultado lógico y esperado, pues las homotopías relativas coincidían en ambas

categorías, pero no evidente.

En el párrafo final se plantea Ia misma cuestión pero, esta vez, para una categoría

aditiva con un cono natural. En este caso, también es conocido que, toda categoría
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de este tipo tiene asociada una categoría aditiva con cilindro natural y recíprocamente,

donde las homotopías relativas a una cofibración son coincidentes en ambas. Pero, como

sucedía en el caso anterior, no se ha descrito el isomorfismo que existe entre los respec-

tivos grupos de homotopía, resultado que se obtiene aquí. Entonces, los grupos en el caso

aditivo funtorial son todos equivalentes, independientemente de la estructura homotópica

utilizada para su definición: cono-cilindro-cofibraciones o arcos-caminos-fibraciones. En

construcciones adjuntas de homotopía (cono-arcos), (cilindro-caminos) y (cofibraciones-

-fibraciones) también sucede Io mismo. En este caso aditivo una construcción de homo-

topía adjunta sobre una categoría con límites y colímitgs finitos da origen a una categoría

de modelo propia [6], [35] con grupos de homotopía respectivamente isomorfos. Se con-

cluye el pá"rra.fo viendo que el grupo fundamental en la homotopía. funtorial aditiva es

abeliano.
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Capítulo I
I{omotopía en categorías de
cofibraciones

Una categoría de cofibraciones es, actualmente, el marco más idóneo para el desa¡rollo

de una homotopía. En este capítulo se dan los ionceptos relativos a la obtención de la

homotopía en estas categorías, se crean los fundamentos básicos para construir los grupos

de homotopía y se presentan algunas propiedades interesa¡tes entre las que cabe destaca¡

una extensión del Teorema de Dold [9] a este tipo de categorías.

I.1 Primeros conceptos y resultados

Este es un párrafo preliminar donde se dan las definiciones precisas de los conceptos

que se usarán a lo largo de este trabajo así como algunos primeros resultados. Se omitirá

la mayoría de las demostraciones pues éstas son desarrolladas exhaustivamente por los

autores en [6].

Primeramente se introduce el concepto de categoría de cofibraciones en el sentido de

H.J. Baues [2].

Definición I.1.1 Una cøtegoríø ile cofibraciones es una categoría C, con dos familias

distinguidas de morfismos, cof . y u'e., denominadas cofibraciones ("'-J') y equivalencias

débiles (n:i") respectivamente, verificando los axiomas CFl, CF2, CF3 y CFa.

Definición 1.1.2 (In morfismo que seø ø Ia uez cofibración y equfualenciø débil se llamará

cof,bración tri,uial, y se representará por "i.".

Definición I.L.$ Un objeto X en una cøtegoría ìle cofibrøciones se iliró que es fibrønte

si cad,ø cofibmcién triuial i: X Ë'Y ailmite una retracció¿ r : Y --r X.
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2 Capítulo L Homotopía en categorÍas de cofibraciones

CFl: Axioma de composición.

Los isomorfismos son cofibraciones triviales.

Para dos morfismos

A Í.n e,c
Si dos cualesquiera de f, s y sf son equivalencias débiles, entonces lo es también el

tercero. La composición de cofibraciones es cofibración.

CF2: .A,xioma de push-out.

Pa¡a una cofibración i : B ¿ Ay un morfismo f : B --+ X, existe el push out:

fBX
.V V,
tl lzlt
A _ *B{f ,i}

J

donde ã es cofibración. Además, si f es una equivalencia débil, también lo es f.
CF3: Axioma de factorización.

Todo morûsmo f : X --+ Y admite una factorización (j,Z,q) con / .- qj, j ; X - Z

cofbración y q I Z å Y equivalencia débil.

r

CF4: Axioma de modelo fibrante.

Para todo objeto X existe una cofibración trivial r¡ : X i. RX donde RX es fibrante.

Se llamará a r¡ i X L RX modelo fibrante deX.

Cuando existeobjeto inicial los axiomas que deûnen categoría d,e cofibraciones pueden

ser simplificados, pa.ra ello es necesario hacer uso del concepto de cilindro relativo a

una cofibración, que se utiliza, además, para introducir también la noción de homotopía

relativa.

Deffnición I.1.4 Dødø una categoría que posea d.os fami.lias ile morfæmos, cof,braciones

g equiaølenc'ías ilíbiles, se ilird que aerifica la propiedød CF2' cuanilo para toila cofibración

i: B >/, y morfismo f : B --+ X, existe eI push-out

x

L

Y

/



I.1. Primeros conceptos y resultados

B

Jl-
I
C

.4 es fibrante, luego existe f :

tiene que rt j -- L.

J

- 'B{.i,i}
z

B{i,i} jb 
14, retracción para'1. Tomando r' : rtl se

3

f

ï
-i-n{r'¿}

dondel. es cofibrøción, y ødemds si i es cofibración triaial, ta¡nbién lo es i

Proposición 1.1.1 Toda categoría ile cofibraciones uerificø el axioma CF?'

Corolario l.l.l Un rctracto ìle un objeto fibrønte es fibrante

Demostración:

Sea B retracto de un objeto fibrante A mediante i: B --+ A, esto es, existe r: A --+ B

tal que ri = l.
Si j : B ËrC es cofibración trivial se considera el push-out:

B

ï
A

2

x

A

ï

Definición 1.1.5 Døda una cofibración i : B * A, un cilindro rclatiuo a i ds cuølquier

triple ({is,it},Zi,p) proceilente ile la factorizaci.ón del morfismo {1,1} : B{i,i} + A por

cF?' 
B{i'i'} -- 

l'!)- 
A

{'.\ /
Zi

Nótese Et'e i, es cofibración triaial pues Pi" : r e i'" es cotnposición de cof'brøeianes;

e € {0, i}.

Definición I.1.6 si c tiene objeto inicial þ se d.íce que un objeto x es þ-cofi,brante, o

si,mplemente, cofibrante, cuo.nilo Óx t ö - X es una cof,brøción'



4 Capítulo I. Homotopía en categorías de cofib¡aciones

Teorema I.1.1 St todos los objetos d,e una categoría de cofibraciones son cofrbrantes,

entonces el aùoma CFT pued,e ser reernplazød,a por el CF|'y en CFI se puede sustituir:

"Tod,o isomorf,srno es cofibración triuial" por "l: S--+ Q es equiaølencia ìIébil".

DefiniciónI.l.7 Seai: B*Aunacofibraciónyu: B + X unmorfismo. Se define

Hom(A,X)(i) = {/ : A - X I fi :u}.
Cød,ø elemento de Hom(A,X)"O se ilenominørá extensión d,e u relatiua a i.

Definición I.1.8 Sean fo, h € H orn(A, X)"(i) , X fibrante, se iliní que fs es homótopo a

f1 relatiuo oi (fo- f1 ret. i) si eciste un cilinilro reløtiuo ({io,ir}, Zi,p) V un morfismo

H : Zi --+ X tal que høce conmutatiuo el iliagmma

B{i,i} lro'f'} , x

{io, ir

H se d,irtí una homotopía entre fs y f1 rclatiua a i y se notard H : lo = fi rel. i. Si

A es cofibrante y la cofibración i es el morfismo inicial se notartí H : fo z ñ.

Obsérvese que, por definición de cilindro relativo a una cofibración, éste no tiene por

qué ser único, por tanto, cabe preguntarse si dos morfismos son homótopos por un cilindro

si también lo serán por otro. La respuesta es afirmativa, como se ve a continuación.

Lema I.1.1 Ðailø unø cofibmción triuial, toilo morfisrno con el mismo ilominio que éstø

y cod,ominio fibrante tiene unø ettensión rtlatiaa a dichø cofibración.

Demostración:

Sea i: B Ê'r4. cofibración trivial y Í : B --+ X con X fibrante. Considérese el push-

-out -B{/, i}, como ã es cofibración trivial y X fibrante, existe una retracción r con rî. : L

i : rj es la extensión buscada.

E

Lema I.1.2 Dødo el cuailrøilo conmutatiao

r
t

B

ï
{

A

h

X

I
YI



I.2. Propiedades b¡ísicas y conseclrencias 5

eøiste un objeto Z, y rnorfr,srnos l, m y n qae hacen totølmente conrnutøtiao el siguiente

diagramø: 
fB ' ,x

I

ilonde I es cofibrøción g m equiualencia d'ébil. Ailemás, si f es cof'bración tatnbién lo es

n, y si h o g son equiaalenci,øs débiles también lo son I o n respectiao,mente.

Demostración:

Se considera el push-out B{f ,ù;por CF3 el morfismo {h,s}: r¿k' Se define l: /cã

y n: kj, CFl y CF2 concluyen el resultado.

E

Proposición 1.L.2 Si fo = h rel. i meiliante ({is,ít},Zi,p) entonces fs - h rel' i

rnedí,ante ({jo, jrl¡ , K¿ , q).

Demostración:

Por el lema anterior existe el siguiente diagrama:

{io, ir }
B{|i}* Zi

u.,i,iÏ ,'/ -1,l/"\l
K,---o* A

Sea If : Z¿ ---+ X homotopía entre /s y f1. Por ser I cofibración trivial y por el lema

I.1.1, existe iI : z --, x extensión de ll relativa a I. H', -- iIn." la homotopía buscada.

ú

I.2 Propiedades básicas y consecuencias

Aquí se presentan las herramientas esenciales para el desarrollo de este trabajo. Prime-

ramente se dará una propiedad interesante para decidir cuándo morfismos que salen de

A

,r
,1 \

z
I'
Y



6 Capítulo L Homotopía en categorías de cofibraciones

un push-out y llegan a otro son cofibraciones o equivalencias débiles.

Lema f.2.1 Dailos los cuo,¿lrad,os conmutatiuos

X f .Y s-Z

Dr JD" h

L _M
f' s'

s'i se llama D3 al cuailrado eompòsición de Ð1 con D2 g si Ð1 es push-out, entonces D2

es push-out si y sélo si Ds Io es.

Teorema 1.2,t Sea el iliagrarna conmutatiao

r
X r 

'Xo

/ .Y /t
x1 x{f ,s}

7

6

a.

p

Y f' -yo

Y

t'
ilonile las bases superior e inferior son push-outs.

(ø) Si a, 8,1 son cofibraciones V {a, l']¡ t X{f ,ù --+Ys ó {þ,g,} , X{5,ú ---+y1 es

cofi,bración entonces t : {4a,1 B} = aU þ es también cofibración.

(b) Si a, 8,1 son eqaiualencias ilébiles entonces 6 = alJ B es equ'iualencia d.éb,il.

Demostración:

(a) El siguiente diagrama es totalmente conmutativo con todas sus caras push-outs:

g' /a
lf', s'\



I.2. Propiedades básicas y consecuencias

fX-

p

x{s

c'l

Yt ----7-_x,{-f,þ} 
"r 

Y{f',s'}Í,

Obsérvese que d: {6;î,în y por el lema I.2.1 (-r)o : 6,d : ã,0 :i v

xo{?,(7)o} : XÁ-Í,(7)1}. Por otro lado q' : {a,þ{a,f'}}, þ' : {F,i{P,s'}}, a" :
: {aU þ,Vl V þ" : {oU Pdl donde tarnbiétL a' :þ|fj, a" :d, þ' : {þ,g},

þ" :7 por el lema I.2.1 anterior.

Si {4,/'} ({þ,5'I) es cofibración entonces a' (B') es cofibración, y por lo tanto a" (8")

también, luego á : o"F (: Bt'ã) es cofibración.

(b) Si o, p,7 son equivalencias débiles es fácil comprobar que en el caso que "f y 9

fueran cofibraciones se tendría un diagrama totalmente conmutativo similar al anterior,

y donde todos los cuadrados son push-outs, y por CFl y CF2 se llegaría a que 6 ès

equivalencia débil.

En el caso general, cuando Í, g îo sean cofibracioûes es suficiente tener en cuenta sus

factorizaciones:

XoX xr

/' /''

\/ \/

Ix

Zo

pa.ra obtener los siguientes diagramas:

7

Zt
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xr------_ x
-Í

Corolario 1..2.1 Dad,as i : B --+ A, i'
entre objetos cofibrantes entonces i l) i'
débit).

Capítulo L Homotopía en categorías de cofibracioneß

f'

B' ---+ A' cofibmciones (equiualenciøs débiles)

B U B' + AU A' es cofibración (equiaalencia

I /o
{Í,s}

Por lo anterior 6' y B' son equivalencias débiles y como 66' = B'se tiene que ó es

equivalencia débil.

n

Las equivalencias débiles permiten relacionar las homotopías relativas a distintas cofi-

braciones. A continuación se verán algunas de estas actuaciones.

Teorerna 1.2.2 Seø i : B Ë- A cofibración.triuiøl, fs, ft : B --+ X , X fibrante g j : C - B

cofibración. Entonces fo = fi ret. j si g sólo si io - i, nt. ij; donde jo,j, 
"on

extens'iones respectiuøs de Ío y f1 relatiaas ø i.

Demostración:

El siguiente push-out da un cilindro relativo a ij

c{j, j}>:*c{ij,ij}
11t0 ï ï

Zij

{16, ii}

Zi >.€
tui

Obsérvese que, por la proposición I.2.1 i U i es cofibración trivial, por lo tanto i U.j

también lo es. Sea p' = {I,1,ip}, como f6ui) = ip se concluye que p, es equivalencia



I.2. Propiedades b¡ísicas y consecuencias I

débil. Por otro lado {i[,i'r] es cofibración por ser la inducida en un push-out de la

cofibración {io, it}.

Si -fo - fi rel. j, entonces existe -Ëf : Zi --+ X tal que H{io,ir]¡ : {lo,Ítl¡. L^

homotopía buscada entre fs y i, .. H : {io, ir, H}.

Recíprocamentesifs-/rrel. ij,existe iItZii ---+Xtal q".H1l'o,f,¡ ={/o,/t}.
U : n6ui) es la homotopía buscada.

tr

Corolario I.2.2 Dos extensiones de un rnisrno morf.smo rclatiaøs a una cofibrøción tri-

úal son homótopøs relatiaøs a ella.

Demostración:

Usar la cofibración j = 1 en el teorema I'2.2 anterior

t

corolario I.2.3 f : x --+ Y con Y f,brante verifica cF? føctorizdnilose a trøaés ìle un

objeto f.brønte.

Demostración:

Usando CF3, CF4 y el lema l.l.i el siguiente diagrama es totalmente conmutativo:

X
f

Y

\

B

Y
I

C

/
z

,r\-
t

RZ

c

¡
Este corola¡io permite, cuando una cofibración tenga codominio fibrante, conseguir un

cilindro con objeto fibrante.

Corolario 1.2.4 Sea eI siguiente iliøgrøma conmutøt'ivo:

J

A

j,
x

I



10 Capítulo I. Homotopía en categorías de cofib¡aciones

Seøn hs,h1 : A ---+ Y, conY fibrante. Entonces ha - ht rel. i. si y sólo si lion - il,
rul, j; dondelío,ñ1 son ext,ensiones respectiuas ilehs,hl relatiuøs al; conl yn como en

el lema 1.1.2.

Demostración:

Obsérvese que, en este caso, / y n son cofibraciones triviales.

tr

También los push-outs sirven para relacionar homotopías relati s a distintas cofibra-

ciones.

leorema 1.2.3 Seøi: B ¿A cofibrøción, uf : B ---+ X --+ Z composición ile rnorfi,smos

con Z"fibrante,t go,gt; A--+ Z extensiones d,euf reløtiuas ai; entonces go- g rel. i si

y sélo si {r,go} o {u,g1} rtl. T; donde i es la inilucida de i por f al hacer push-out:

xf
V

i
'Ì*B{Í'ii,

Demostración:

El siguiente push-out da un cilindro relativo a I

BIi'i\ J!J* x{;'r}

ï

1,

B

ï
A

trÌtO{ Y
I

{
|i'o' i\\

Zi Zi

dondeg:ÍUf. Obsérveseque{ii,ii}escofibraciónporserlainducidade{is,i1}. Sea

p' = {I,1,}p}. Es sencillo verificar que el siguiente cuadrado es push-out:

I

-J-B{f ,il
iL

z;

I

A

"Ï-
2;

Y
i

s

y, por tanto, z'! es coûbración trivial y como p'iL = 1 entonces p' es equivalencia débil.



I.3, Homotopía y Teorema de Dold ll

sigo- frre: imedianteunahomotopíaH: Zi + Z entoncæ Iahomotopíabuscada

es {u,lolutgrrH]¡: Zl - Z.

Reciprocamente si {u, gs} = {u,gr]l rel. ã mediant e F : Zl ---+ Z entonces la homotopía

buscada es Fg i Zi --+ Z. 
tr

Corolario T.2.5 Dødo el cuad,rad,o conmutøtiao

(a) Sih: A---+ Z es una extensión deuf : B ---+ X ---+ Z reløtiao ai, Z fibrønte, etiste

í :Y -. Z extensión ile u relat'iua a j tal que íS - h rcL ¿.

(b) hs =h tul. i si y sólo si io- ú ret. i.

Demostración:

El cuadrado dado en la hipótesis puede expresa.rse,

fi
X >-Y,T Ï I

x

lr
Y

B

ï
A

s

?,

A -+B{Í,il u;v
{r,9} "t equivalencia débil pues U,s}-Í - g. Aplicando el teorema I.2.3 anterior y el

corolario L2.4 seobtiene ¡ : Çln¡t,dorrd" ffi es una extensión de {u, å} relativa a

- 
-

Ia cofibración trivial n; entonces íg : {u'h]¡t{j,g}-Í: {u,h}lmni-{u,h}ni:lu,h}-Í:h
rel. i, pues {u,h}l: {u,h}Iml y por el teorema 1.2.2 {u,hl - {",h}Im rel. lj : nï.

El apartado (b) es consecuencia inmediata.

n

I.3 l{omotopía y Teorema de Dold

A continuación se verán algunas propiedades básicas de la homotopía relativa, así como

una versión del conocido Teorema de Dold, en categorías de cofibraciones.
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Proposición I.3.1 ",9¿r homótopo relatiao a i" es una relación de equiaalenciø en

Hom(A,X)"GÌ.

Demostración:

Reflexiv¿:

Basta considerar /p para cualquier morfismo f e Hom(A,X)"(i) y cilindro relativo

({is,i1}, zi ,p).

Simétrica:

Sea f1 : Ío = h rel. i através del cilindro ({io,it}, Zi,p), entonces H : fi - /o rel"

i mediante el cilindro ({to,ir}{(;h, (l)o},Zt,p). Obsérvese que i(ã)1,(ã)6} es cofibración

(trivial) al ser isomorfismo.

Tra¡rsitiva:

Sea F : fo = fi rel. i a través de ({io,it}, Zi,p) y G : fi - f2 rcL. ia través de

(Uo,fr),Kt,g), entonces {r',G} : fo= Íz rel. i a través de (iou jr,A{it, jo},{p,q}).

Obsérvese que i6 U j1 es cofibración por el teorem a I"2.I, {p, q} equivalencia débil pues

su dominio es un push-out con equivalencia débil y, evidentdmente, {p,q}(irU jr) : {1, 1}.

tr

Definición I.3.1 Se define el conjunto ile cløses ile homotopía ile las extensiones d.e u

rclatiaas a i como el conjunto cociente

lA, Xlt;l : Hom(A, X¡"Ð ¡ - þet. i).

Si A es cofibrdnte, Hom(A,X)ôx@tl : ¡7o*1A,X) y, en este caso, [A,X]óx(d¡) se

nota^rá simplemente por [á,X].

Proposición I.3.2 Si h = h rc|. i, fs es equiaa,lencia débil si g sólo si fi lo es.

Demostración:

En este caso se tiene que cualquier homotopía .I/ es equivalencia débil.

n

Proposición I.3.3 Død,os [,fr],t.fr] e [A,X|"O y h: X ---+ Y, si [/r] : [/r] entonces

lhrd: thri.
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Demostración:

Si Il : /o e fi rel. i entonces hH : hfs * hÍt tel' i'
D

otra forma de exprèsar esta proposición es: /¿* | lA,xl"@ ---> lA,Ylh"(i) es aplicación.

Proposición I.8.4 Dados t/.], t/r] e lA,xl"o y h : Y --+ A tal que el siguiente ìIiagmma

es conmutøtiao:

Z k'B
.V Y.

J I l?'ll
Y --n- A

si [/e] = lftj entonces lfo[: Vlhl

Demostración:

Si Il : /o - /r rel. i a través de ({i6, ir},Tí,P), entonces iIn: fsh - f¡h rcL j,

donde .É es la extensión de .[f relativa a la cofibración trivial l, con I y n los del lema I.1.2

aplicado al siguiente cuadrado:

{ioh,iúl.

hl

Esta proposición expresa que lr* : [A,X1"t;l --+ lY,Xl"*Ul es aplicación.

Corolario I.3.1 Sean t/rl,l/tl € [.A,x]"(i), [go],[9t] elY,A)ih(i). St [/o]: [/'] v [so]:

- lgll entonces [fo9o] : [figr].

Demostración:

consecuencia inmediata de las proposiciones I.3.3, I.3.4 y de la propiedad trar¡sitiva.

D

Haciendo uso de esta notacién, se tiene que en el teorema I'2'2

i* :lA,X1(;i) --+ [8,X1'(j)

{

2;

t,
A

zu,i!

,r)Ï

Zi

i,o,
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es biyección, el teorema I.2.3 dice que

(i)- : fa{f ,;,}, Z](i\ è lA,Zl"tG)

es una biyección, y el corolario I.2.5 dice que

g' : [Y, Z)G) + lA, Z]rO

es una biyección.

En la mayoría de las teorías de homotopía las cofibraciones verifican lo que se conoce

como propiedad de extensión de homotopía, una categoría de cofibraciones posee una

versión de dicha propiedad que tiene como una consecuencia inmediata e importante un

resultado paralelo al que consigue A. Dold [9] para la homotopía ordina¡ia de los espacios

topológicos.

Teorema I.3.L Dado el iliagrama conmutatiuo

r-

(a) Si X es fibrante existe i ertensión de f relatiuø ø i.

(b) Si ademó*, Y es f,bra,nte, entonces Si = S rel. i. En este caso j es única søluo

homotopíørelatiuøøiysedirdqueiesløextensiónd,efrv.latiaaaidelcuo,d.radoo,

simplemente, eatensién tlel cuailrailo.

Demostración:

(a) Por el lema LL.2 existe el siguiente diagrama totalmente conmutativo:

f
B " -X

/"

r
X

A ---¡--: Y

I : X * Z es cofrbración trivial, X es fibrante, luego existe una retracción r tal que

rl: L" i = r?? es la extensión buscada.

q

x

t
Y

B

ï
A I

Y

I

v s
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(b) ñ,n' : Ci = S rel. i, con rîh una extensión de rn relativa a la cofibración trivial f' y

( y n' son las respectivas I y n dellema I.1.2 aplicado al siguiente cuadrado:

llrn,nl
Z

1

x

i)B{i,

Y
{io, ¿' } I

I

Zi

r

fnp

Supóngase ahora dos extensiones io, i, d"/ relativas a i tal que eio = I tel. i,, qi1 - g

rel. i. Sean Ho: qio * g rel. i, H1: qj¡- 9 rel. i y sean ({io,ir}, Z|,p) y ({i!o,¿\}, Zi,p')

los respectivos cilindros de definición.

Considérese el diagrama:

B{i,i}
VIioutål -lqll

A{úi\}------------- Y

Nótese que (isUifi, A{ibii]¡,{p,p'}) es un cilindro relativo a i pues isUi[ es cofibración

por el teoremal.2.l, {p,p'} equivalencia débil y, evidentemente, {p,p'Xisu i[) : {1,1}.

La homotopía buscada es la extensión de {fs, f1} relativa a isu i'o que existe por el

apartado (a) anterior. 
!

Corolario I. 3.2 Si i : B i. A es cof.bración triuial entre objetos fibrantes ent onces B es

un retracto por ileformación fuerte d,e A.

Demostración:

Por el teoremq I.3.1 anterior aplicado al siguiente diagrama:

B 1' B
.V V., l'- -l t'

+t
AA
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se tiene r'. A - B tal que ri = l, ir - 1 rel. i.

O

Teorema I.3.2 (Teorema de Dold)

Dado el siguiente tridngulo conmutatiao:

B

X Y

con X, Y f,brantes. Entonces h es equiualencia ile hornotopía relatiaa a i

Demostración:

Sea g : Y --+ X la extensión del siguiente cuadrado

B ,__r_ X
VIit -thil
Y --r_* Y

Entonces hg - I rcL. j. Observando que gh y 1 son extensiones del cuadrado

>-r_

se concluye el resultado.

tr

Obsérvese que, por la proposición I.3.2:, g es también equivalencia débil.

Proposición I.3.5 Se¿ f : A -+ X morfisrno, X fibrante, y seø (i,Z,p) una factoriza-

ci,ón ile f con Z fibrante. Entonces para cuølquier otra føctorizøción (j,K,q) existe una

equiaalencia d,ébil h : K :+ Z tal que hj : i g ph - q rel. i.

Demostración:

h: K -+ Z esla extensión del siguiente cuadrado:

\/
h

h

X
I

-t
I
Y

B

ï
X

h
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>__3_

Proposición I.3.6 Si h: X 3 Y es equíualenciø débil entre obietos fibrøntes entonces

h, : lA,X7"6 -+ [,4, f]l'"(;) es unø biyección.

Demostración:

Por la proposición I.3.3 faltaría ver que Ir. es sobre e inyectiva'

Sobre:

Dada [fl G [A,y],,"(Ð, aplicando el teorema I.3.1, la clase de la extensión del siguiente

cuadrado es la antiimagen buscada.

Bu'X
iY -l¿rt
AY

T

Inyectiva:

si tñJl : Íhsl entonces, por Ia unicidad en el teorema L3.1 aplicado al siguiente

diagrama se obtiene el resultado sin más que observa,r que / y g son extensiones de dicho

diagrama.

Bu,x
rY -l¿tlAlrY

A

T
K

z

-1,

x
q





Capítulo II
Categorías de homotopía

Los corchetes de homotopía han sido definidos en el capítulo anterior para dominios

cofibrantes y codominios fibrantes. El objetivo de este capítulo es definirlo para cualquier

tipo de dominio y codominio. Para ello será necesario analizar primeramente el concepto

de localización de categorías, que, posteriormente, partiendo de una categoría homotópica

en el sentido de J.H.C. Whitehead [42], se utilizará en la definición de los corchetes' Por

último, se aplicará este desarrollo al caso particular de las categorías bajo un objeto,

concluyendo con lajustificación de Ia definición de homotopía relativa dada en el capítulo

anterior.

II.1 Localización

En este párrafo se dan unas nociones sobre teoría de categorías que serán utilizadas a

lo largo de este capítulo, en este sentido se introducen los conceptos de localización y de

categoría de fracciones semejante a como lo hacen P. Gabriel y M. Zisman en [15], y se

ve que las categorías cocientes en el sentido de S. Mac Lane [34] son las localizadas sobre

las equivalencias de la relación.

Definición I.L.I Dada una categoría c y una clase s de morf;rnos d,e c, se d,irá que

una, categoríaL esla categoríalocølizaila dec sobres cuanilo eúste unfuntor P;c -+L

uerifi,cand,o lo siguiente:

(a) P(s) es isomorfi,smo, pt,rø tod,o s € S.

(b) Si F: C --+ B es un funtor que uerifica (a) euiste un único funtor F:L+B tal

qu" FP : F.

Definición II.l.2 Dada una categoríø c y 
.una 

clase S ile rnorfismos ile c, se ilefi,ne

la categoría d,e fracciones ile C sobre S como Ia categoría I que tiene por objetos los

19
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misnos de C y conto morfsntos bósicos tle tlicha categoría, saluo posterior relación en la

composición, los pares de la fornm (f ,1"o¿.^l) U (l"o¿o^ ",s) donde f es un morfrsmo en

C y s un morfismo en S. Ad,entds dom(f ,1) : domf , codom(f ,1) : codornf , dom(I, s):
:codoms y codorn(l,s): d,om s. La composición se erpresa como sucesiones finitas ile

morfi,srnos bdsicos componíbles y sometidos a las siguientes relaciones:

(i) (Í,1)(f,,1) - (//,,1).

(iil (1.1)(1,s) - (1,s); (1,s)(1,i) - (1,s).

(üi) $,s)(s, 1) - (1, 1) ; (s,1)(1, s) - (1, l).

Teorema I'I.\,L La cøtegoría ile frøcciones de C sobre S es una categoría localizaila ile

C soóre S.

Demostración:

P : C --+ F viene dado por:

- P(A) = ,4, Para todo objeto A de C.

- P(/) = [(¿ l)], para todo morûsmo / de C.

Por la relació" (ù P conserva la composición y por la relación (ü) consewa las iden-

tidades.

(a) Por la relación (íü) P transforma los morfismos de S en isomorfismos.

(b) Dado el funtor F : C + B que transforma los morfismos de S en isomorfis-

mos se define É: F -+ B pon f'(a) : F(A) paxa todo objeto A de C, É(¡1f,s¡¡¡=
:F(s)-l v f([(/, 1)]) : f'(/), extendiéndose por linealidad' Evidentemente É es funtor

y FP = F. La unicidad es evidente.

n

Obsérvese que las categorías localizadas de una categoría C sobre una clase distinguida

de morfismos, S, son únicas salvo isomorfismo, por la propiedad (b) de la definición II.1.1.

Definición II.1.3 Se ilice que una cøtegoríøC tiene una relación d,e equiaalencia cuand,o

pom toilo par ile objetos A, B de C el conjunto Hom(A,B) tiene uno, reloción d,e equ,iua-

lencia. [A,B] representø el conjunto cociente de Horn(A,B) sobre lø reløci,ón.

Definición n.!.4 Una relaci.ón ile equhtalencia en una cøtegoríø C se dice compatible

con la cornposición cuanilo døilos ¡los morfismos f y g reløcionøilos en Hom(A,B) y f',
gt rr,lacionødos en Hom(B,C), entonces f'f y g'g están reløcionados en Horn(A,C).
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Proposición II.L.L Dada una relación compatible "-" en una categoría c se detine

la categoría cociente C l- "o*o 
Ia que tiene por objetos los mismos de C y dødos dos

objetos A, B ile c, como morf,smos, lA, Bl. De forma natutøl existe un funtor progección

P : C -'+ C l- død,o Por P(f) : l¡1.

Demostración:

Obsérvese que, por la compatibilidad, existe la composición de morfismos: [/][9]:

:lf s\. 
n

Definición n.L.5 tln morf.smo f d,eC se iliró. una equiaølencio' ile Ia relación"cuønd,o

existen morf,nnos g y h d'e C tales que fg - I, hf * 1'

Teorema II.L.Z La cøtegoría cociente Cl- d'" una cøtegoría C es la categoría locølizad'a

ile C sobre løs equiaøIenciøs ile Ia relación.

Nótese que las equivalencias de la relación es la mayor clase de morfismos sobre la

cual C/- es localizada de C mediante el funtor proyección P. Además, toda categoría es

localizada sobre sus propios isomorfismos, mediante el funtor identidad.

TT.2 CategoríashomotóPicas

La idea que, a continuación, se verá, es la generalización de la categoría homotópica de

J.H.C. Whitehead [42] donde las equivalencias débiles desempeña,n un papel similar a las

equivalencias de homotopía, en el sentido de que serán isomorfismos en dichas categorías'

aunque, sólo cuando su dominio y codominio son frbrantes y cofibrantes se puede ase8urar

que son efectivamente equivalencias de homotopía ¡ ni aún en este caso, tienen por qué

coincidir ambas clases de equivalencias.

Dàda una categoría de cofibraciones C con objeto inicial {, se definen las subcategorías

llenas, C"¡ de objetos fibrantes y cofibrantes, y C" de objetos cofibrantes'

Proposición II.2.1 Cc es una categoría ile cofibraciones con la estructura iniluciila por

c.

Demostración:

CFl: Obvio.
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CF2: $61¡,¿1 :lóx, por tanto cofibración.

CF1: þ2: jóx.

CF4: $p7¡ : rxóx.

D

Proposición 11.2.2 C"¡ con la estructu,o. ind,uci¿lo, por C uerifi,ca CFl, CFS y CFI

Demostración:

CFl: Obvio

CF3: Corolario I.2.3 y la proposición anterior.

CF4: Se considera L : X i. X para todo objeto X.

E

Obsérvese que CF2 no tiene por qué verificarsi pues no se puede asegurar que el objeto

push-out sea fibrante.

La relación de homotopía es una relación de equivalencia compatible con la com-

posición de morfismos en C.¡ como se vio en el párrafo I.B, y, por la proposición II.1.1,

se puede deûnir la categoría cociente sobre dicha relación, que se denomina categoría ho-

motópica de C.¡ y se representará por C"gh. Por el teorema anterior se sabe que C"¡h
es la localizada de c"¡ sobre las equivalencias de homotopía, pero también sucede,

Proposición II.2.3 C.¡h med,iante el funtor proyección es la localizada de C"¡ sobre sus

equia al en cias d ébile s.

Demostración:

Notaremos P"¡ : C¿¡ + C.¡h la proyección.

(a) sea g : X :+ Y equivalencia débil en c.¡, entonces se considera el triángulo

conmutativo:

ó./
ö

lt
x

Por el reorema de Dold (1.3.2) g es una equivalencia de homotopía, por tanto, p"¡(g)=

=[g] es isomorfismo en C.¡h.

(b) Sea F : C"¡ -+ B un funtor que transforma equivalencias débiles en isomorfismos.

Se define .É : C"¡h + B por

Y
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- F(x) : F(x), para cualquier objeto x.
- Ftt¡l1 : F(Í), para cualquier morfismo [/].
,Ê está bien definida pues si fo, h : A --+ X son morfismos homótopos en C"¡, existe

una homotopía H : Z -+ X con Hio - fo, Hir: ¡t donde ({is, irl,Z,p) es un cilindro

en C"g.

Se tiene F(pis) : F(pi) : F(1) : 1, es decir, F(ùF(is) : f'(p)F(t'), y como F(p)

es isomorfismo, puesto que p es equivalencia débil, se llega a que .F(is) : F(iì.
Así, F(/s) : F(Hio): F(H)F(io): F(H)F(|ù: F(Hiì: r(/') v por tanto -É es

independiente del representante elegido en la clase.

Es sencillo comprobar qo" -É ", 
funtor con fr'Pu : -F, siendo su unicidad obvia.

tr

Se notará Cç¡h: IIoCcf, por ser ésta la notación que se usará para la localizada de

una categoría sobre sus equivalencias débiles.

Se elige en C., para cada objeto X, un modelo fibrante ry : X ;. nX y si X es

fibra¡rtel:Xi+X.
Se define la categoría II¡C" como la categoría cuyos objetos son los de C6 y cuyo

conjunto de morfismos entre X e I/, que se representará por [X,Y], es \RX,.RY]. Dado

f t RX * .RY se tiene entonce. ["f]x,y e lX,Yl y lllnx,ny e IilX,RY].

Proposición 1I.2.4 Distintøs elecciones ile moilelos f.brøntes dan lugar a categoríøs iso-

morfas.

Demostración:

Dados objetos X,Y de C6, sean ry : X *-RX y r'1¡: X ;R'X modelos fibrantes de

X y rt:Y i-pyrr'y:Y i-ËY modelos fibrantes de Y, y considérense H¡C.' H[C"

las respectivas categorías que inducen dichas elecciones,

Se define F : HoCc --+ H[C" por

r([/]",r) : lrÇft1¡l

donde r|, r'v, íÍ, fr son las extensiones respectivas de r!, r'y, rx, ry relativas a las

coûbraciones triviales rx¡rytrk,r'v- Obsérvese que por eìlo dichas extensiones son equi-

valencias débiles entre objetos fibrantes y que por el Teorema de Dold son equivalencias

de homotopía en C.¡, concluyéndose que las respectivas clases son isomorfismos en C"¡h.
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Po¡ otro lado, como lr'* = 7ç y r'¡í1¡rty: rtxrx : rl se tiene, por el teorema I.2.2

sustituyendo j por la cofibración inicial que 4 V f, son inversas homotópicas entre sí.

Análogamente sucede con d' y fÇ.

De forma similar se define G : HiC¿ -+ HsCç por

G(lsl*,r): l,tsÇl

Evidentemente, por lo expresado anteriormente, F y G son funtores tales que FG : I

y GF :1.
n

Si g : X * Y es un morfismo en C" se obtiene una extensión Rg : RX + RY de ryg

relativa a la cofibración trivial r¡ :

x
rX ï

(¡

Rs

Y

-l"t
I

RYRX

Si se define P": C" --+ HsC. por

P"(g): lâdxy

Proposición II.2,5 HoCc es la categoría locøIizad,ø ile Cç sobre sus equiaalencias débiles

mediønte P".

Demostración:

P" es un funtor por la unicidad de las extensiones salvo homotopía (corolario I.2.2).

(a) Observando que cualquier extensión de una equivalencia débil relativa a una cofi-

bración trivial es también una equivalencia débil, por el Teorema de Dold se tiene que

[.R/] es un isomorfismo en HsC", para toda equivalencia débil / entre objetos cofibrantes.

(b) Dado un funtor .F' : C. + B que transforma equivalencias débiles en isomorfismos

se define \

r(["f]",r) = F(rv )-1 F( [) F (r r).

Un razonamiento análogo al de la proposición II.2.3 demuestra que .É es independiente

del morfismo representante escogido. Se puede comprobar fácilmente que .É "t 
un funtor.

Observando el diagrama de definición ðe Rg y que el funtor F conserva dicho diagrama

se tiene, obviamente, F P" : P .
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Por otro lado, si FP" = 1F'¡'P" = F, entonces Fttnsll = (f)'([ng]) y como dacio

g : RX 1 RY, Rg = g y ldx,v : lR rl¡¿I,rlslnx,nvlBrx)x,¡¡ se tiene la unicidad.

n

Por último se define HsC como la categoría que tiene por objetos los de C y el conjunto

de morfismos entre los objetos X,Y, qlue se representará por [X,Yl es IRMX,RMYI

donde MX se elige entre las factorizaciones que induce CF3,

óx x

/.
MX

teniendoencuentaquesiX escofibranteentonces MX : X y *x: lx. Análogamenteal

caso anterior, dado / : RMX --+ RMY, existen lflx¡ elX,Yl, lflu*,rt elMX,MY)

y lllnvx,nvv e IRM X, RMY].

Proposición 11.2.6 Distintas elecciones ile Ia factorización ile Ia cofibración inicial ilan

categorías isomorføs.

Demostración:

Dadas dos factorizaciones MX, M'X de X y MY, MtY de Y se tienen las respectivas

categorías H6C, H'6C.

Aplicando el teorema I.3.1 al siguiente cuadrado

ónu,x
RM'X

R*'x

RMX 

- 

RX
Rmx

se obtiene una extensión i;; , RMX ---+ RM'X que, por CF1 y el Teorema de Dold es

una equivalencia de homotopía. De forma simila¡ surgen las equivalencias óavx, Ón¡tt,v

Y Óauv.

Obsérvese qrre (tun'r){ff,1ç{fri1¡=(Rmy)iã= R^'x -- (Rmjç)Iy por el apartado

(b) del teorema I.3.1 se tiene que ónu'xónux * I.
Razonamientos análogos demuestran q.e illx, ffi roni,'uersos homotópicos' así

corno $p¡4,y y Ón¡r4v.

ó
Yxl
i

ónu
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Sea .F : HeC -+ H'sC definido por

F(tfl,,'):tijã¡Çl¿

y G: HIC + H6C por

G([dx') :6ãsi;;;l
Comprobaciones simila.res a las hechas en la proposici& II.2.4 dan el resultado bus-

cado.

Nótese que por la proposición II.2.4 distintos modelos fibrantes de las factorizaciones

ú

dan categorías isomorfas.

Dado g : X --+ Y, se tiene, por el teorema L3.1, RMg: RMX -+ RMY como una

extensión del siguiente cuadrado:

9vv* nuv

RMX 

-

(Rs)(Rmt()

-l "-'
RY

Se define P:C- HsC por P(s):[RMslxy.

Proposición ti.Z.Z HoC es Ia localizatla ile C sobre sus equi,ualencias d.ébiles med,i,ante

P.

Demostración:

P es funtor por la parte (b) del teorema I.3.1.

(a) Si 9 es equivalencia débil, entonces RMg Io es también por la proposición I.3.2,

usando el Teorema de Dold es equivalencia de homotopía y, por tanto,[RMg]x,y es un

isomorfismo.

(b) Sea .F : C + B un funtor que transforma equivalencias débiles en isomorfismos.

Se define F: HoC + B por

fr' (fl r,r) : F(rv ) 
-1 F( Rrnv) F ( f ) F ( Rm v )-1 F (r v).

Un razonamiento análogo al usado en las proposiciones II.2.3 y II.2.5 demuestra que

-F no depende del morfismo representante elegido y que es un funtor.

öaax

ó

ï
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Observando que F transforma homotopías en igualdades y considerando el siguiente

diagrama conmutativo salvo homotopía,

ll
X Y

-!'"
RY

Rrnx Rmv

RM X- RMY
RMs

se tiene qlue FP = F.

Si (i')'P : ÊP : F, entonces @¡,1¡nUs1¡:F1¡nUs1¡ y como dado et morfismo

g: RMX --+ RMY, RMg: g y

lgl*,, : lRMryl¡1,,"[RM Rmy]p¡¡ay,pylslnux,RM7IRM Rm2ç);t*,^r¡lRMr¡]y,p1¡

se tiene Ia unicidad. 
!

Estas categorías localizadas, como ya se ha dicho, pueden considerarse, en cierto sen-

tido, transforman equivalencias débiles en isomorfismos, como extensiones de categorías

homotópicas, idea de alguna förma confirmada por el siguiente teorema.

Teorema II.2.1 HsC.f : Ccfh, HoC" U HoC so¿ categorías equiualentes.

Demostración:

(a) H6Csf e; HoCc

Sea Í ' HoCcr * HoC" el único funtor inducido tal que iPu : P"1 donde 1es el

funtor inclusión de C"¡ en C..

Sea ñ : HsC. --+ HoCcr el único funtor inducid o 
"oo 

ñ.P": .R : C" + HsCs¡ definido

por.R(X) - RX, R(Í): [.R/], Usando el teorema I.3.1 se ve que r3 es, efectivamente,

un funtor.

Sea g : X --+ Y en C"¡, entonces

Yrxl-
{

R.oRX+

ñi eu 1s¡ : ñ.p"t (g) = nI @) : n(s) : l&slnx,nv : ïgl x,v : p"¡ (g).
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Sea g : X --+ Y en C., entonces

iñ.r"6 = in(ù : i([Rs]Rx,Ry) = iP"r(Rs): P"I(R1) = P.(Rs).

Luego

i it1¡s1r,r¡:i É(Rryl*I'Íslnx,nvlarxlx,^r):f&rvlnl,nvlslux,nvl&rxlnx,nx:

=l ay lgl nx,nY L nx :[g] ax,nv .

La equivalencia natural e'. id ¿ Íå se define por

ey = fåry]x,nx

(b) HoC.f æ H6C.

Sea i : HsC" -t HoC el único funtor tal que i P" : p¡ donde J es el funtor inclusión

de C" en C.

Se define RM : C -+ HsCs¡ pot RM(X) : RMX v RM(s) : fÈMgl. Usando el

teorema I.3.1 se tiene que RM es un funtor.

Observando qrte RM transforma equivalencias débiles en isomorfismos existe un único

funtor -ÉI4 : HsC --+ HoCcr tal que îl,t p = R¡tt.

Sea g : X --+ Y en C.¡, entonces

lu i i r", 1s¡ : lu i p"t (g) : lu p t t (ù : RM J I (s¡ : lRM sl nu x,RMy : lgl *,t :
:P"¡ (ù. Lues î-u i i([s]",r) : lslx,v.

Seag:X*YenC,entonces

i i al[ p @ = i i nu @): i i 1¡nu s1 
^* 

r,**t): i i P" ¡ (RM fi : i p" I (RM s):
:PJI(RMs) = P(RMs).

L".s iiî-M([s]",")=
: i i {u (n u r yl;lr,y IR M R n y] n u v, av [s] a u x, n u v I 

R M R* xl n\, n v xll R M r I v, p v ) 
:

=[RMrv]n]øv,*rlRM RmylnM",^*"[s]nux,auvlùM Rmxl-nhx,nuxlRMrsç)p¡a¡,p¡av:

=l nuvl nuylg)nu x,nuv \ nv xL nu x :lgl nu x,RMy -

La equivalencia natural e' : id -'+ iinU se define por

et, = IRM Rm *jn|,^* *lRM r x] x,ax

Se concluye que las tres categorías son equivalentes.

tr



IL3. Categoría bajo un objeto 2t)

II.3 Categoría bajo un objeto

A continuación se verá qué sucede con la homotopía en el caso de la categoría bajo

un objeto de una categoría de cofibraciones y se justificará la definición de homotopía

relativa dada anteriormente.

Proposicién If.3.1 Seø C categoría ile cofibraciones g B objeto en C. Entonces CB,

categoría bajo B, es una categoría ile cof,braciones.

Demostración:

Se definen las equivalencias débiles y las cofibraciones como los morfismos de CB que

son equivalencias débiles y cofibraciones respectivamente en C.

CFl: Se induce trivialmente de C.

CF2: Se comprueba fácilmente observando que (2,,4){/, i}:(1f u, A{f ,i}) para toda

cofibración i: (u,A) *(iu,C) y morfismo f : (u,A) -+ (f u,X).

CF3: Sea un morfismo f : (u,A) ---+ (fu,X), toda factorización de / en C induce una

en CB. Si (j,Z,q) es dicha factorización, entonces (j,(j",2),q) es una en CB.

CF4: Es fácil ver que (u, X) en CB es fibrante si y sólo si X es fibrante. De donde se

concluye que los modelos fibrantes de un objeto (2, A) son de la forma:

ra: (u,A) i.(r¡u,RA).

tr

Nótese que aunque C no tenga objeto inicial, ls : B ---+ B sí es objeto inicial en CB y,

por tanto, un objeto (i, ,4) es cofibrante si y sólo si i es cofibración. Luego si A es fibrante

e i cofibración, (i, A) es fibrante y cofibrante.

Por otro lado, si (i, A) es un objeto cofibrante, entonces (i, A)U (i, A) : ((i)oi, B {i,i}).
Así ({r's, ir!,Zi,p) es un cilindro relativo a i en C si y sólo si ({ie, iù,(ioi,Zi),p) esw
cilindro relativo a la cofibración inicial en CB. Por lo visto en el párrafo L3 se concluye

que [(i,,4), (2, X)] : lA,X1"{;\ y que existe Ia categoría Cp¡h.

Siguiendo un procedimiento análogo al desarrollado en el párrafo II.2 se obtiene

l@,A),(u,C)] conjunto de morfismos de H3CB, que por definición coincide con

IRM(u, A), RMþ:,C)1.

Luego si (u', Z, q) es una factorización de u y se designa Z : Mu, Q : mu y M(u, A):

-(u', Mu) entonces

IRM (u, A), RM (u, C)l : [(r¡a.u' , RM u), (ru,r' , RM u)] - IRM u, RM ¿f'u"u'(ru"u'¡ .
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Teorema IT.3,l Los corchetes lRMu,RMu]'uoot(ru'u'),lMu,RC)'""("') son biaectiuos.

Demostración:

Obsérvese que -Rrn, : RMu :+ RC es equivalencia débil entre objetos fibrantes, apli-

cando la proposición I.3.6 y como (Rma)(r¡a,)u' : rcu se tiene que

lRM u, R M ul' ¡a o u' (r v uu' ) e IRM u, RClr ct (t v "u' ) 
.

Por otro lado r¡¿, : M u i. RM u es una cofibración trivial y usando el teorema I'2'2

se obtiene que

IR M u, RC]' c' (' u.'') = fM u, RCf' c 
" 

("' ) .

ü

Nótese que si u es cofibración y C es fibrante entonces, por el teorema anterior,

lfu,A),(u,C)] coincideconlA,Cl'("),porotraparte, si B - þselieneIRMS¡,RMÓc]:
:IRMA,RMCI btyectivo a [M$¡,RC1:[MA,RC] y pot localización se tendría que

lA,Cl: IMA,RC).

Por la definición de RM f v R(lm¡) = (Rf)(Rm¿), vista en el párra,fo II.2 anterior,

el siguiente diagrama es completarnente conmutativo salvo homotopía:

RMÍ
A+ nMC

rM Rrnc

(Rf)(Rm¡)
M RC

\ /"
A ----:- C

r
se tiene que dado un morfismo f : A -+ C, se le asocia [(i?rn6:)(RM f)r¡a¡]: lrçf m¡l



Capítulo III
Grupos de homotopía

Uno de los objetivos principales de cualquier teoría de homotopía es la obtención de sus

grupos. En este capítulo, al igual que sucede con Ia homotopía ordinaria de los espacios

topológicos, se desarrollan primeramente los grupoides de homotopía y se obtienen algunas

de sus propiedades, usadas posteriormente en los grupos de homotopía. También se hace

un análisis del carácter funtorial de éstos últimos, así como un estudio de sus propiedades

más características.

In.l Grupoides de homotopía

En teoría de categorías un grupoide es conocido como una categoría con morfismos

inversibles. Un ejemplo bien conocido de ellos es el grupoide fundamental de los espa-

cios topológicos (ver S. Maclane [3a]). Aquí se hace una generalización a categoría de

cofibraciones de dichos grupoides de homotopía.

Dado({is,i1},Zi,p)wcilindrorelativoaunacofibracióni:B>A,Xobjetofibrante

y un morfismo u ; B --+ X, se va a obtener un grupoide cuyos conjuntos de morfismos son

[Zi,X]{,'u}({¿o',1}) donde x,y e Hom(A,X)"{i), que serán los objetos.

Sean ø,y, z € Hom(A,X)"(t). S" d"fio"

(u) -, lzi, Xl{''!}({io"'Ð - [Zi,¡1iv'"i({;o,i'}) por

m: I_1rl

(b) *:[Zi,X]{',v}(iio,,,i) xlZi,Xltuc}({io,ir}) + ¡Z;,y1t,,,+ffi",ir}) por

lrl.[c] :[F*G]

donde F, F * G son las inducidas por la proposición I.1.2 de las respectivas homotopías

soluciones para la propiedad simétrica y transitiva de la proposición I.3.1.

31
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En esta definición de - y * aparecen' por el lema I.1'2, morfismos l, m, n y objeto Z

que se notarán en estos casos por (1" ,m" rn" , Z") y (lt ,m'rn' , Z') respectii'amente'

Proposición III.1.I -, * son aplicaciones

Demostración

Porsimplificarsenotará j:{io,i1},lc=isUil,considerandoelsiguientecuadrado:

{í'ou ito,ilu i\}
(B{i,i}){k,kI A{i\i1,i'oio}

{í'í,i'i} p'ul

Zk d'
A{i 

'io]l

donde ({ifi,if\,Zh,p"), ({iä,ti}, Zi,t') son cilindros relativos respectivamente a /c y j;

p'u p' esequivalencia débil por el teorema I'2.1. Entonce " {ffin: {Fo, Go} = {Fr, Gr}

rel. /c con F: Fs=¡"1 rel. j, G:Go-G1 rel. j y {îÃ laextensión de {r,G} relativo

a la cofibración trivial /, donde I y n son los del lema I.1.2 aplicado al cuadrado anterior.

El corolario L2.4 aplica.do a los cuadrados de definición de - y * nos da el resultado

buscado.

B

Sea 1' : lxpl e lZi, Xllø'øX{is'i1}).

Lema III.1.1 Dad'o lFl € [Zi , Xl{''t}(;o';')) ,

(i) lPl* lv : [r].
(ii) 1,* [r]= [r].

Demostración:

(i) Por la definición de * y por el teorema I.2.2 basta demostrar {F,up} - Fl' tel' k,

donde -É es la extensión de F relativa a Ia cofibración trivial n''

La homotopía buscada es .Én donde É 
", 

l" extensión de -É relativa a la cofibración

trivial l, donde I y n son obtenidas por el lema I.1.2 aplicado al siguiente cuadrado:
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{nt,ntitp,ll
(B {i, il) {k,È} -:-:--::- zt

*l ^,
I

A

{i'l,ii}

Zk
lp,pld'

(ii) Demostración similar sustituyendo {n', nt i1p, I' I pot {n' isp, n'., l' l.

Lema III.1.2

Dad.os lFl e lZ¿,Xl{,'u}({';o'rr}), [G] e fZi,Xl{vøX{io,ir}) y l,Hl e [Z;,Xll"'-W;o'tt]l

entonces ([r] *, [c]) * [I1] : [r] * ([c] ,* [ä]).

Demostración:

Por el corolariol.2.4basta demostrar que {F*G, H} = {F, G*I/} rel. /c. La homotopía
---.,t--

buscada er i{4 G},{G,H}}n donde {,F, G}, {G,If} son lj{}tensiones respectivas de

{F,G}, {G,H} relativas a la cofibración trivial t' y {{ffi,Glll es la extensión de

{{4 G}, {G,Hll relativa a la cofibración trivial I y donde l, n son definidas por el lema

I.1.2 aplicado al siguiente cuadrado:

{n' u (¡'[), (¡'õ') u u']
(B{i,il){k,k} z¿{]/ü,rñ]l

{^',*'l

{p,p}p"

Nótese que {rn', rn'} es una equivalencia débil pues Io son sus componentes y sale de

un push-out donde hay una equivalencia débil.

D

Lema III.1.3 Dado lFl € [Zi, Xll''rt]({;o';rìl ,

(i)lF)* [Fl= 1,.

A

Y

'J

Zk

li'i, i'i
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(ü)F)* [1] : tu.

Demostración:

(i) xp : în1,tn', de donde se deduce que um' es una extensión de rp relativa a n',

entonces, por la definición de *, y el corolario I.2.4 basta ver que {F,T} = rm'I':

=x{p,p} : {xp,æp} rcL le .

La homotopía buscada ", .Ér, dorrd" .É 
", 

,rrru extensión de F relativa a la cofibración

trivial /t', -ñ ", orru extensión de .É relativa a la cofibración trivial /, donde I y n son

obtenidas aplicando el lema I.1.2 al siguiente cuadrado:

(B{i,i}){k,k} ll't ,ntt ,ltisp, n"i1pj
zil

{i'í,i'i}

lp,plp"

(ii) Demostración análoga a la anterior cambi¿ndo el morfismo {1",n",1'tisp,n"i1p} pot

{n" ,1" ,nttisp,ltti1p} .

tr

Teorema III.1.f Si se tomø, como conjunto ile objetos Hom(A,X)"(i) y como morf'smos

ile t en A, [Zi,Xl{''s}({io'i'}) s¿ tiene un grupoiile, que se notará por H¡C¡.

Dicho grupoid,e se ilenomina grupoiile ile homotopía relatiuo a la cofibración i.

El conjunto de morfismos y el conjunto de objetos de H¡C¡ç hacen las veces de los

caminos y los puntos de los espacios topológicos. Por otro lado las operaciones - y

i. equivalen, respectivamente, al inverso de un camino y a la composición de caminos,

y los lemas son los análogos a los respectivos que dan los neutros, asociativa e inverso

homotópicos del grupoide de homotopía de dichos espacios topológicos.

Se analiza, a continuación, la relación existente entre los morfismos y los objetos que

definen los grupoides.

Proposición III.f.2 Seani: B-A, j: D*C cof,braciones, g:C - AA f , Zr --+ Z"

morfæmos d,e forma tal que hacen totalmente canmutatiao el diagrama

AZh
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D{i,il -!!-!-n{¿,¿}
)t

+

Zi

'j-
C

J1Uo'

Í I 
{io, tl}

Zi

I-le
{
Ag

d,onde ({is,irl,Zi,p), ({jo,rt}, Zi,q) son cilinilros reløtiuos alas cof'brøciones i y i rcs-

pectiuamente. Entonces f inCuce un funtor /. : H¡C¡ --+ H;C¡.

Demostración:

Se define /.(tf1]) : lH fl. La definición no depende de la homotopía representante f1

escogida, por la proposición I.3.4.

Se verá, a continuación, que. /.([F] *'[G]) : f.([f'])i/-([G]), donde x' y * representan

la composición de morfismos en las respectivas categorías con (l' ,m' ,n', Z') y (î,ñ,ñ,2)

los respectivos morfismos inducidos eaþ_rcuadrados de definición de lasoperaciones.

La homotopía buscada es {{4 G},{Ff,Gfl}" donde {F, G}, {Ff,G/} son las ex-

t'ensionej-{gpectivas de {F,G}, {Ff ,Gl}:elut$-. las cofibraciones triviales /', i;

{{4 G}, {Ff ,Gl}l es la extensión de {iF, G},{Ff ,Gf}} relativa a Ia cofibración trivial

/ y donde l, n son los morfismos obtenidos aplicando el lerna I.1.2 al siguiente cuadrado:

n'ÍlJñ
(cir,, joÌ){J'( f u l),î}(D{j, j}){s, s}

l^', cñ|

gq'q"

donde s : Uoit\.
Obsérvese que el conjunto de morfismos entre un objeto es un Srupo y, por tanto,

/' restringida a estos grupos es un homomorfismo, en particular conserva el' morfismo

identidad t,: lrpl.
n

ur,inl

zE A

Definición trI.f .1 Dado el s'iguiente cuadrad,o conmutatiao
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n Í -n
.V V.
J I lztl
c ---r- A

se ilefine el cilinilro ile g, que se notaní por Zg, corno el morfisrnon iniluciilo por ellema

1.1.2 en el siguiente cuad.rado:

D{i,ùWz,
vl

Uo,¡r) I -loll
Zi

sq
A

Corolario III.1.1 (Zs)- t H¡C¡ -+ H.¡C¡ es un funtor,

Demostración:

Basta observar que n, - Zg : Zi --+ Z, (l{i,s,i1l,Z,*) es un cilindro relativo a i y

aplicar la proposición III.1.2 anterior. 
o

A la hora de construir los grupoides se ha fijado un cilindro, cabe preguntarse qué

sucede cuando se elige otro cilindro. Como consecuencia de la proposición anterior surge

la.respuesta.

Teorema III.1.2 Dødos ({is,ir\,Zi,p), ({jo,jrl,K',q) d,os cilind.ros reløtiaos a i, los

respectiuos grupoiiles IIiCx, HIC¡ son isomorfos.

Demostración:

Basta considerar la proposición 1.L.2 y el corolario L2.5. Observando que por la

proposición III.I.2 anterior aplicada alos casos (l : r, g:1) y (f:1,9 = l) se

obtienen ios funtores inversos

t.(¿*)-t : H¡C¡ -+ HIC¡ç, I.(t.)-t : HiC¡ --+ H¡C¡

Nótese que (/{i¡, ir} = n{io,ir},Z,*)es un cilindro relativo a la cofibración i y que el

inverso de un funtor como aplicación también es inverso como funtor.

tr
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En la obtención de - y de * se han considerado fijos, respectivamente, (1" ,m",n" , Z"),

((rm',n'rZ'). Se puede cuestionar qué sucede si se consideraran otros paréntesis de este

tipo a la hora de definir dichas aplicaciones. El siguiente teorema demuestra la inva.rianza

de dichas operaciones respecto de los paréntesis considerados'

Teorema III.1.3 Do,ilos los siguientes cuadrailos conrnutøtiuos:

ÍBX
iY )o €€{0,1}

tt
AY

9"

con lJs = lh r\el. i. Entonces (É)ono - (É)rn1 rc\. i, d,ond'e (É)" es ertensùín ile

H : X + K con K fi,brante, relatiaa a la cofi,brøción triuial 1", ilonile 1", n, son obtenid'os

øplicanilo el lema L1.2 ø los cuailmtlos anteri'ores, € € {0, 1}'

Demostración

Sea G i 9o = h rel. i. La homotopía buscada es {(ã)s, (E)r}", aonae {(ã)o, (F¡t}

es la extensión de {(F)s, (F)r} retativa a la cofibración trivial l, donde l, n son obtenidos

aplicando el lema I.1.2 al siguiente cuadrado:

n9Un1
XUo,lrl

{mo, *r}

G

E

Corolario III.1.2 Døilos los cuadro.d.os

B{i,i

{i.,ir} Ï
i

Zi Y

X
I*lh-
t-
Y

B

ï
A

s € {0,1}

9c

ilonile gs* h rel. i, ho- h1 rel. j, entoncës (F)o"o - (H)p1 ret. i
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Demostración:

Fijando el morfismo ås y utilizando el teorema III.1.3 anterior surgen dos morfismos

Foo, .Fro : A + K homótopos relativos a i. Fijando ahora gr y aplicando el mismo teorema

a Foo Y -F1s surgen cuatro morfismos Fooro, Foorr, Froro, Frorr : X + K todos homótopos

relativos a j. Pero Froio es homótopo a 'F relativo a j por el corolario 1.2.4. Por último,

fijandofiVfuyapìicandoelcuadradoa.FoorryFseobtienenF6¡1111 yF11 homótopos

relativos a i, pero por el mismo corolario, Foorrrr es homótopo a Fss relativo a i, lo que

concluye el iesultado.

n

Finalmente se verá cómo actúa /- : H¡C¡ --+ H¡Cy.

Proposición III.1.3 Dado f : X -+ Y morfismo entre objetos fibrantes, entonces

/. : H¡C¡ + H¡Cy es un funtor.

Demostración:

Se define /.([f1]) : llHl que no depende del representante elegido como se vio en la

proposicién I.3.3.

/.([r]* [d]): /.(trl)*/.([c])si y sólo si /(.P* G) - f F */G rel. {is,i1} si y sólo si

f {F,G} = {f F,/G} rel. is U i1 Io cual es evidente pues no sólo se cumple la homotopía

sino la igualdad.

tr

III.2 Grupos de homotopía

Toda teoría de homotopía tiene asociado unos grupos denominados de homotopía, que

poseen un carácter funtorial. Aquí se generaliza este concepto para categoría de cofibra-

ciones y se obtienen sus principales propiedades, relativas a objetos débilmente equiva-

Ientes, homotópicamente equivalentes, contráctiles y relativas a la unión de objetos.

Antes de definir los grupos de homotopía se introduce el concepto de categoría basada

y se analizan algunas propiedades que serán utiiizadas posteriormente en la construcción

de dichos grupos.

Definición trI.2.1 Dada C categoría ile cof.braciones con objeto inicial $, un objeto

cofibrante A de C se d,irá basad.o cuand.o existe un rnorfi.smo a : A + S.
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Definición III.2.2 Un morf,srno f
:d.

39

A --+ B se ilirá basødo entre (A,a), (8,0) 
"¿ 

flf :

rA-B
\lOt

ó

Proposición III.2.1 Los objetos basødos d,e Q con los rnorfismos basados forman una

cu,tegorío, ilenominaila cøtegoría bøso.d'a d,e C, y que se notará por C(þ).

Nótese gue (d,1) es objeto cero en esta categoría y que, por tanto, existe el morfismo

0 : óaa : (A,a) -- (8, Ð para cualquier pa,r de objetos de C(/)'

Proposición In.2.2 c(þ) uerifi,ca cF1, cFy y cFT çon las cof.brøciones basad,øs y

equiaølencias débiles basødas.

Demostración:

CFl: Por la proposición II.2.l es obvio.

CF2: Basta observar que dada una cofrbración i : (B,B) * (A,a) y un morûsmo

f , @,þ) ---+ (X,u), (8,Ð{f ,i}: @{f ,i},{.,o}).
CF3: Dada f , (A,a) --+ (X,tu) si (j, Z,q) es una factorización en C de f, entonces

(j,(2,-q),q) es una factorización de / en C(/).
tr

Otro concepto, generalizado de los espacios topológicos, necesa¡io para la definición

de los grupos de homotopía es el de suspensión de un objeto.

Definición trI.2"3 Dad,o un objeto basøilo (A,a) se d,efine lø suspensión d,e A, como eI

siguiente push-out:

{"' o}
AU A-

{io't'}

ZA

dond.e ({is,i1},ZA,p) es un cilindro relatiao a la cofibración inicial S¡-

obsérvese que AuA es basado por cF2 anterior, zApor CF3 y por tanto,9A. Usando

esto último se puede iterar el proceso y definir SnA: S(S"-rA), n € N, donde SoA: A'

Aplicando el teorema I.2.3 se tiene

ï

ó

ït*
SA

G,"l
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Proposicién III.2.3 ïS"A,XI es biyectiuo a [ZS"-rA,X1{o'oXilo';r}) g, por tanto, es

grupo.

Definición IIT.2.4 Se d,efi,ne el n-grupo ile homotopía ile un objeto X d,e C rcferido ø

un objeto bøsødo (A,a) por rf (X) : ÍS"A,Xl.
Nótese qu, por' lo proposic'ión IIL1.2 dicho grupo está, definido salao isomorfismo.

El carácter funtorial y algunas de las principales propiedades de los grupos de homo-

topía se analizan a continuación.

Definición III.2.5 Dado un rnorfismo f : X -Y, se ìIef,ne

,4U) = (Ãf). , fi(x¡-- ":(Y).

Proposición III.2.4 r!(f) es un hornornorfisrno de grupos.

Demostración:

Consecuencia inmediata de las proposiciones I.2.3 y IIL1.3.

E

Proposición III.2.5

(i) r:(lx) = 1,á(x).

(ii) r*bÐ =,rî(s),+U)

Demostración:

Obsérvese que .R(sf) e (Rg)(Rf) y que .R1 - 1 y por la compatibilidad de la homo-

topía con la composición se concluye èl resultado.

tr

Corolario III.2.1 Dos objetos d.ébilmente equiaalentes tienen grupos ile homotopíø iso-

morfos reJerid,os a cualquier objeto bøsad,o.

Demostración:

Si f : X å Y es equivalencia débil entonces Ef : RX :+ RY también lo es y por el

teorema L3.6 (,R/). es biyección.

n

Es conocido que espacios homotópicamente equivalentes poseen grupos de homotopía

isomorfos. Este resultado también se cumple en este câ.so, pa"ra ello es necesario extender

el concepto de espacio homotópicamente equivalente en categoría de cofibraciones.
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Definición III.2.6 Do,ilos ilos objetos X,Y se dirdn homotópicamente equi.talentes cuan-

d,o existen morfismos Í: X --Y, g:Y ---+ X tales querygfmy - rxû¿x vrvf gmv -

- rYmY.

Proposición III.2.6 Si X, Y son homotópöcømente equiuølentes entonces rf(X¡ =

= nf(Y), Vn e N.

Demostración:

Si r¡çgfmy - r'xrrtrx se tiene R(rygfm¡ç)-: R(rxmx)* y observando qtre rnx y rx

son equivalencias débiles y por el teorema I.3.1 se 
"on"í.ty" 

que (,Bg)-(fr/), : 1.

De forma análoga se obtiene (R/),(ftg). : 1.

E

En la homotopía ordina^ria de los espacios topológicos se tiene el concepto de espacio

contráctil como espacio homotópicamente equivalente a un punto. En una categoría de

cofibraciones con un objeto final e una forma de extender dicho concepto es:

Deffnición III.2.7 Un objeto X es contrtíctil cuanilo es homotópicamente equiualente a,l

objeto f,nol e.

Proposición IÐ..2.7 Si X es contróctil entonces fi(X) es el grupo úriui¿I, Vr¿ € N.

Demostración:

"î(e) 
posee un único elemento.

D

Por último, se estudian algunas propiedades sobre el objeto referencial de los grupos

de homotopía.

Por ser Só = ó, se observa que zrj(X) es el grupo trivial, parâ cualquier objeto X.

Proposición III.2.8 Dailos ilos objetos As,A1 cof,btu.ntes y i,ailos ({i3,i1}, ZAo,po),

({iå,il}, ZAt,pr), il,os cilindros reqtectiuos, se tiene que

({i3 u tå,iÎ uil]Ì,zAotJ zAr,po u pt)

es un c'ilind.ro tle Aol) At.
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Demostración:

{tB U ,å, r1 u ,i}:({i3, i|} u {tå, rl}XU' u jo,h u J1}), por tanto coûbración por ser

composición de ellas, pues {¡! U jo, jru j1}) es cofibración por ser un isomorfismo, cuyo

inverso tiene la misma notación y {i$,t|} U {tå,il} es cofibración por el corola"rio I.2.1.

Por el mismo corolario po U pl es equivalencia débil y (po U pt){ifi U i¿,i?U il}:
={1uI,1U1}={1,1}.

tr

Teorerna III.2.1 oaouer(X) = 7r;o(X) x rf'(X), Vn € N[.

Demostración:

Observando el siguiente push-out,

(Aou At) u (Áo u,4r)
{as, 41, a¡, o1}

ó

{r3 u rå, iÎ u rl}Ï

zAou zA1
Jr",",",.

SAaU SAt
GñãIu{ol,"iI

se tiene que 
^9(,4s U.41) = SAo U S.41, por tanto [^9(,40 U Ar),Xl = [S,40 U SA.,X].

Iterando el proceso resulta que [.9"(ás U AL),Xj= [S"AoU S"Ar,X].

Elisomorfismobuscado", (Uo)., (ir)'):trtou't (X) * o*,(X)xtrf'(X)definidopor
( ("rï)., U' ).X [/] ) : ( (jo). ( [/] ), (r, ). ( lfl ) ).

La proposición III.1.2 aplicada aI siguiente diagrama,

A"u A.>u*(Aou Ar)u (.40 u.41)

ï ï
6 € {0,1}

{rå, ,î } {d3 u rå, r1 u rì}

ZA" i, ZAIU ZAr

p" p0upr

A")----.-AaU A1
lc

da que U,)- "r 
un homomorfismo y, por la proposición IIL2.8 anterior, se concluye la

inyectividad ¡ por tanto, el resultado.

n
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Teorema ÍII.2.2 Dad,o un cuadro,d,o conmutatiao

r ,B'

43

i'

-s - A',

entonces existe un funtor g# : Hi,Cx -r H¡C¡ç.

Demostración:

Basta considerar el siguiente diagrama y aplicar la proposición III'1.2

B{i'i} sls 
'3'1¡"¡'¡

B

ï
A

ï

jkt-c)

I

donde (j, Zi',q) es una factorización, por CF3, del morfismo

{sp,1,1} : B{i,i}{{is,it]¡,sU s) - A'.

Obsérvese que (jIoJJ, Z¿',q) es un cilindro relativo a la cofibracióni',y que 9#:
= (i(e u?))..

E

Corolario III.2.2 Dad,o g: (A,a) - (A',e') un morf,srno basad'o, entonces g# iniluce

un homomorfimo ile grupos g;: rf'(X) - r!(X).

Demostración:

gi: (S"g)* | !S"A',X) --+ lS"A,Xl, donde ,S'9 se define inductivamente con 59 :
: lu j(gE s) : SA -+ SAt.

tr

Corolario III.2.S Si g : (A,a) n (A',a') es una equiualencia débil basada entonces

g;: rf'(X) -- rf(X) es un isomorftsmo.

)Ï
Z¿

,l-
A

{io, it
Y-
li{io, 

ir }

zi'

-t,
I

At
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Demostración:

Nótese que, en este caso, {gp,l, 1} es una equivalencia débil y entonces se puede tomar,

en la demostración del teorema III.2.2, j = l, por lo qte Zi' es un push-out y basta aplicar

el teorema I.2.3. Por otro lado ,94' es también un push-out:

,1A-A
VVósnl löse,ti
SA ,;SA,

Reiterando el proceso se obtiene el resultado para S"At, n )- l.
tr



Capítulo IV

I{omotopía funtorial

Toda homotopía obtenida a través de un cilindro natural da lugar a una categoría de

cofibraciones, cabe preguntarse si los grupos de homotopía de ambas teorías son isomorfos'

Por otro lado, toda categoría aditiva con cono natural da origen a una con cilindro natural,

también aquí se plantea la misma cuestión. La homotopía aditiva con funtores adjuntos

y límites y colímites finitos tiene asociada una categoría de modelo en el sentido de D'G.

Quillen [36] y otra vez surge la misma pregunta. En este capítulo se responde a eilo viendo

que los grupos son isomorfos en todos los casos considerados'

IV.1 Categoría con cilindro natural

H.J. Baues [2] da la definición de categoría con cilindro natural. Un estudio más de-

tallado de este tipo de categorías es realizado por los autores en [6]. En este pá.rrafo se

estudian, usando los resultados obtenidos en los capítulos anteriores, los grupos de homo-

topía de dichas categorías, pues éstas inducen categorías de cofibraciones, concluyéndose

que los grupos de homotopía obtenidos en ambas teorías son isomorfos.

Previamente se recuerdan las definiciones básicas y resultados que se usarán posterior-

mente. Estos resultados, salvo que se vaya a usar notación de la demostración, se darán

sin ella. Para una visión más completa de esto puede consultarse [2] y [6].

Deffnición fV.1.1 (Jnø l-categoría (cøtegoríø con cilinilro naturøl), es uno, categoría

c con objeto inicial þ, un funtor cílinilro I : c + c , tmnsformaciones naturales

is,ù: id,¿ + I, p: I + id,g, y una clase distinguida ile morfismos cof., denomina-

dos cofibrøciones uerif,cøndo los siguientes øxiomas:

45
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11: .A.xioma de cilindro.

pi" = 1, pam e €. {0,1}
12: A.xioma de push-out.

Dad,a una cofibración i : B * A y un morfismo f : B - X, eúste el s'iguiente

push-aut,

fBX
.V V=
t' I 12t{
a ---=-B{/,t}

j

donde T es cofibración. El funtor I transforma push-outs en push-outs: I(B{f,i}):
:IB{If ,Iij. Ailemás Ió: ó.

I3: Axioma de cofibración.

Pørø cualquier objeto X, el morfismo inicial óx.: ó - X es una cof,bración.

Lø cornposición d,e cofibmciones es cofi,brøción. Ailemds, toilø cofibrøción i : B * A

aerifica la siguiente propiedad, de eúensión d.e homotopía (PEH):

Seø e € {0,1}, para caila d,iagrøma conmutatiuo ilel tipo,

i,
B 

-IBït E

A_X
f

eaiste un rnorfismo extensión Eo : I A --+ X tal que E,(Ii) = H y E"i, : f .

14: Axioma de cilindro relativo.

Pørø una cofibracióni: B *A, eI morfismo j = {Ii,is,i1l , d,efinido por el siguiente

push-out es unø cofibración:

{to'tr}BUB- TB

U

T
liui
I
J

\i

I;
AUA-

{j"-IT

{¡0, ;r }
IA
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I5: Axioma de intercambio.

Eúste unø tmnsformación ile intercømbio t : II --+ II, aerifi'cando t(iJ) - Ii, A

t(Ii"): i"I, para e e {0,1}.

Como consecuencia inmediata de esto surge,

Proposición fV.1.1

l. Todo isornorfismo es cofibrøción.

2. {io,it} : Au A+ IA es cofibracíón.

3. is e fi son cofibraciones.

E. I(f ,gj) : {If ,Ig}. Como caso pørticular I(f U S): If U Ig.

5. El cilind,ro ile toila cofibrøción es cofibración.

Definición fV.1.2 Seani: B *A cof,bración, Ío,h € Hom(A,X)"(i) conu: B - X,

se dird que Ío es homótopo a f1 relatiuo a i si eriste un morfisrno F : IA -'+ X tal que

hace el siguiente diagramø conmutøti,uo:

l"p, lo, f]
J x

{1r,cr,\ ,1
IA

Proposición fV.1.2 La homotopíø relatíaø a i es una relación de equiualencia.

Demostración:

(a) Reflexiva.

lptfefrcLi.
(b) Simétrica.

Si F : /s - /, rel. i entonces F - Eü : fi = forel. i' donde E : IIA- X es la

extensión del siguiente cuadrado:

io
J 

- 

IJ
1r i, io, it\YIt¡

IA- X
foP

1"pp, F, top\
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(c) Tra.nsitiva.

Si.F:/s-fi rel. i,G: f1 -/rrel. ientonces F LG:Pit, Ío- f2rc1. i,donde

D : IIA + X es la extensión del siguiente cuadrado:

is
J 

- 

IJ

lli,io,itl

1A- X
f t'P

Teorema fV.1.1 Todø l-categoría es una cøtegoría ile cof,braciones con tod,os sus objetos

fibrøntes y cofibrantes usanilo corno equiaalencias ilébiles las equiaalencias d,e homotopía

U corno cofibraciones lø cløse cof. de la I-cøtegoríø.

Proposición fv.l.3 fo = fi rel. i en unø l-categoría si y sólo si fs = fi rel. i en la

co,tegorío, d,e cof,brøciones asociaila.

Demostración:

Basta observa¡ que en el siguiente push-out,

{(i)6ip, t u t}

YIlt

u

uw' F G\

n

ii
{i,i}

Jta,
Z;

Bf

Ìt
+

IA

lortl$i, )

({i|,i\},Zi,p' : {1,1,p}) es un cilindro relativo a i.

Como consecuencia de esto se tiene que lA,X1"li) coincide en ambas teorías.

Proposición IV.1.4 Seønus,u1 : B --+ X morfismosta,les queG:us* u1, i: B >A
cofibración. Entonces G" : lA, X)""(i) - [A, Xl",'('\ d."frnido por G" ([a]) = lE7i",l , d,onde

Ei es la extensién d,el cuadra,ilo
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i"
B 

-IB

VIr I lGll
A- X

a

49

es una o,plicøción, ilonìle € € {0, l} , e' : (e + 1) mod.2.

Demostración:

G' está bien definido:

Si.t/: c = Brel. ientonces Ei",: E"oi"' * E"Ui,' rel. i donde Eeslaextbnsiónde

siguiente cuadrado:

lê

J + rJ

{ri,io,r,}Y I GQù,rz,"vItt
IA- X

H

a

Corolario fV.1.1 Si D y E son extensiones lle un mismo cuaìlrøilo con trønsformación

i, entonces Di", - Ei., relatiuo a lø cof,bración ile dicho cuødmilo.

Corolario fV.1.2 G' es una biyección.

Demostración

G" y G'' son aplicaciones inversas pues E"¿¡r, y Ei son extensiones de un mismo

cuadrado y por el corolario IV.1.1 anterior se concluye el resultado.

Proposición IV.1.5 Sean Gs,G7 e Horn(IB,X){ro'ur}({io'i'}) con Go - Gt rel. {is,i1}

Entonces G"o : Gi, € € {0, 1}.

Demostración:

Sea [a] € îA,Xl"'(i) , se tiene que G[([a]) = lD"*i",]V Gï(["]) = lEZi,'|.

Sea f/ : Go = Gt rel. {is,i1}, entoncçs Ei"' : D"oi"' - Eii"' rel. i, donde E es la

extensión del siguiente cuadrado:
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2É

J 

- 

IJ
VI

{rr, io, il} I Irt
IA- X

ap

{Ht,4,E'p}

con t la transformación de intercambio.

n

Dados ø,y e Hom(A,X)'(¡) se notará por H¿(r,y) : lIA,Xl{"n'''sx{ri'io''1}. Se definen

^: H¿(x,y) -+ H;(y,x)

A: H¿(x,y) x H¿(y,z) --+ H¿(x,z)

de forma natural por A : [Ê] y trl A tGl : [¡ A G]

Proposición IV.1.6 ^ y L son aplicac,iones.

Demostración:

Sea 11 : Fo : Ft rel. {1i, i6, i1}, entonces

{uppp,H,xppl : {upp,Fo,rp| = {upp,Ft,xp]¡ rel. {is,i1l

y por la proposición IY.l.5 {upp,Fo,xþto = {upp,Fr,rpi}o y por tanto

[fo]: {"pp,Fs,xp}o([øp]) : lupp,fi, "p]o([rp]) 
: I4l.

Supóngase ahora ,F's - F1 rel. Ih,io,ilj y G: Gs - Gr rel. {1i,i6,i1}. Por lo

demostrado anteriormente existe F,r,o = r', rel. {Ii,is,i1}. Entonces

{uppp, F,G} : {upp, Fo,Go]¡ = {uw,fl, C, } rel. {is,i1}.

Por la proposición IV.1.5 lupp,Fo,Golo = {upp,Fr,Gr}o y por tanto

[¡% ¡G'] : {upp,¡o,Co}o([yp]) : {upp,¡",G'}o([yp]): [¡' ¡G'].

n

Una vez creadas las herramientas necesarias se van a obtener unos resultados que

concluirán con el objetivo buscado, ver que ios grupos de homotopía de una l-categoría

son isomorfos a los respectivos de su categoría de cofibraciongs asociada por el teorema

ry.1.1.

Sea ¡¿ = 1,4 - Z; elmorfismo definido en la proposición IV.1.3,
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Teorema ÍV. 1. 2 D adø lF) e lZi, Xll',vl ({¡6,ii }) y [G] e lZt, Xltv,'X{'å,ií }),

^(i) a"([Fl: ø.([F]).

(ü) u-(lF)* [G]) : r.([r]) aar.([G]).

Demostración:

(i) Sea (-1) : ,Eri1 donde E es la extensión del siguiente cuadrado:

IB{Ii,Ii}
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?gilB{i,

{iå,ri} Ï
I

Zi

B{i,i

{i6,ii} Ï
I

Zi

{r,itop}

i'oq'
Zi

Dado f/ : Z¿ --+ X se notará -H = H(-I).
p'p y p'E son extensiones del cuadrado

IB{Ii,n}

{p,p}

y por el corolario IV.1.1 se concluye eue p' æ -p' rcL ti|,i't\.Por el teorema III.1.3,

observa,ndo el siguiente cuadrado se tiene que [A : [-.F].

B{i,i} #'ü- ,,
À

z'

/,

Se concluye que a,.([F])=ø.([ - F]):lF Eiøl-lF E (I u)i1l:¡ñ1 :r{ffi , pues

F E(I..,) es una extensión del cuadrado que define Fà, y pot el corolario IY .l.l F E(Iu)fi -
- ñ' rel. {h,io,ir]}.

Lo

pt
A

{iâ,

'ï
Zò

í\ "l'

A
X

-/
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(ii) Se define ¡r -- Dù ¡ li + A{il,i!} donde D es la extensión del siguiente cuadrado:

i'oi\P'

Se notará F .G = {F,G}r.
pp y {pt,p'}D(,Iø) son extensiones respectivas de los cu4drados

Xo

B{i,i
Y

I

Zi

IB{Ii,IiI

i\iL,{ ) Ìti,iL),,

1"-
A{i\,iL}

¡0

J-IJ
VI

{/t,to,ir} I I lipp,p,pI¡l
IA4 A

P

io

J-IJ
VI

{It,io,tr} I I {¡pp,Gd)",P|ll
IA- A

p

y si f1 : p: f u = (-p'), rel. {1i,is, i1} entonces {ipp,H,pp} t {ipp,p,p} = {ipp,(-p')r,p}
rel. {is,i1}y,porlaproposiciónIV.1.5p=(p''l), rel. {/i,is,i1}oequivalentemente,

por ser biyectiva la aplicación u* : lZi,Á]{r'1x{ió'iíi) + IIA,A]{de'1'1X{ri'io'i}), p' - f ' Pt

rel. {i[,ii].
Por el teorema III.1.3 aplicado al siguiente cuadrado se tiene que [F' G] = [.F * G]'

n 1t., t¡ >-J!!- A {i'1, iL}
L

A{i\,i;f
-.; {p',pì\

-l þ"0'\
I

A

ûilo,

ï
Zi p'.p'

Por lo ya visto (-F)ø - ñ rel. {Ii,io,i} y de forma análoga a la anterior

{upp,(-F)u,Gu} = {upp,Fiu,Gr¡ rel. {is,i1l

y por la proposición IV.1.5, {F,G}D(Iu)it - Fu Â Gø rel. {Ii,ia,it]¡, pues {.F G}D(Iu)

es una extensión para el cuadrado de definición de Fr¡ A Gø sustituyenào {upp,Fìt,Gr¡
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por {upp,(-F)r, Gu}. De donde se concluye

ø.([F] * [G]) : ,*(lF' Gl) : [{4G}Dip]: [{4GlD(Iu)i1]: lFu À Gr..rl :
:r.([r]) lo;.([G]).

D

Corolario fV.1.3 H¡C¡ con objetos eI conjunto Hom(A,X)"ç) y morfsmos H¿(r,y)

es un grupoide isomorfo al respectiuo HiCy- obtenid.o en la categoría de cofibraciones

øsociøda.

Demostración:

Es evidente observando que ur* es una biyección y que por el teorema IV.1.2 anterior

se conservan las operaciones.

tr

Corolario fV. 1.4 H¡(a, r) = [Zi, X]{' *}(¿L'iiI) corno grupos.

Se nota por (z'f(X),l) y (zf(X),*) los grupos de homotopía con las operaciones

indicadas.

Corolario fv.r.5 ("î(X),^) = (n#(X), *)

Demostración:

Un cilindro relativo a la cofibración inicial es 1A pues, en este caso, ar : 1

IV.2 Categoría aditiva con cono natural

En el caso de la homotopía funtorial, los autores [0] y E. Padrón y S. Rodríguez-

Machín [35] han visto que toda categoría aditiva con un cono natural da origen a una

categoría aditiva con un cilindro natural y recíprocamente, donde las homotopías en ambas

teorías son coincidentes. S. Rodríguez-Machín también en [38] hace un estudio sobre las

categorías aditivas con un cono natural. Aquí se usará la noción de categoría aditiva con

cono natural y se darán las principales propiedades y consecuencias sin demostración,

pues éstas se pueden ver en los trabajos anteriormente mencionados, para concluir con el

isomorfismo que existe entre los grupos de homotopía en ambas teorías.
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Por último, utilizaado también los resultados duales y que toda categoría aditiva

con un par adjunto (cilindro-caminos) da origen a una categoría de modelo propia en el

sentido de D.G. Quillen [36], se demuestra que los grupos de homotopía resultantes de

ambas teorías son también isomorfos.

Definición W.2.1 Una C-categoría ailitiua (categoría ailitiaa con cono natural) es una

categoría ad,itiaø A, con un funtor cono C : A + A, una tra.nsfonnacién natural

k: id,s - C y una cløse distinguid,a d,e morfismos cof ., llømødos cofi,braciones, ueri-

ficanilo los siguientes atiomøs:

Cl: Axioma de push-out.

Dad,a una cof,brøeión i : B * A g un rnorfæmo f : B -+ X, eai,ste el siguiente push

out,

ÍBX
.V V=zl 12tt
A - -B{f ,i}

J

dondel es cofibración. C transforma push-outs en push-outs: C(B{Í,i}) : CB{C l,Ci}.
Ailemds C0 :0, ilonile 0 es el objeto cero ìle Ia cøtegoríø.

C2: Axioma de cofibración.

El rnorf,srno 0 : 0 -+ X es unø cofibrøción, pørø tod,o objeto X. La composición ile

cofibraciones es cofibración. Ailemds, toìlø cof,bración i : B > A posee la ìlenorninad,a

propiedad, ile ertensién ile homotopía, esto es, tiene una retracción r po,ro, su cono Ci,

(r(Ci) = 1.)

C3: Axioma de cono relativo.

Dada una cofibmción i : B - A, el rnorfismo I = lci,k\, definid.o por el siguiente

pash-out es unø cofrbración:

k

T

A
ï

k

B{k,i\
\/

Ci

At
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C4: Axioma de retracción.

Eriste una transformación q : CC - C aerífrcando q(kC) : 1.

Como consecuencia inmediata de esto surge:

Proposición fV.2.1

l, Los isomorfismos son cofibraciones.

2. C{f ,sl: {Cf ,Cs}. En particular C(f @ s): Cf @Cs.

3. fr es cofibración.

4. El cono ile toila cofibración es cofibrøción

l. {Ck,kC} : A{k,k} *CCA es cofibración.

Definición \1.2.2 Daila una cofi.bración i : B * A y un nxorfr,smo f : B * X, se

dice que f es nalhomótopo rciatiao a i si existe un rnorf,srno H : CB --+ X tal que hace

conmutøtiao el diagramø

B{k,i} {o'Í} . x

ic,,\ ,Á
CA

Si la cofibrøción i : 0t se obtiene Ia definición ile morfismo nulhomótopo. El conjunto

d,e estos morf,smos nulhomótopos se notørd por Nul(A,X).

Definición IV.2.3 Daìlos f,g'€ Horn(A,X)"(t) tt d,iní que f es homótopo a g relatiuo

aisig-f-0rel.i.

Proposición IV.2.2 La homotopía rcløtiaø a i es relación ile equiaalencia.

Se puede, entonces, definir de forma natural I,1., X1"<'l . Obsérvese que cuando i : 0¿,,

ÍA,Xl: Hom(A,X)lNul(A,X), y por tanto, un grupo.

Proposición fV.2.3

Existe una trønsformación u : CC + C tal que u(kC):l y u(Ck):1.

Teorema fV.2.1 Toda C-categoría ød,itiua es una I-categoríø ad.itiaa.

Teorema IJr',2.2 Tod,a I-categoría aditiaa es una C-categoría ad.itiaa.
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Proposición IJ.Ì.2,4 seai:B*A cofibración. Entonces f =g rel. i enlac-categoríø

si y sólo si I - g rel. i en Ia l-categoría equi'ualente'

Por lo anterior, el corchete de homotopía lA,X1"{;) coincide en ambas teorías, por

tanto, también coincide en la categoría de cofibraciones asociada.

Usando 1o anterior, a partir de aquí, se verá ei isomorfismo que existe entre los

grupos de homotopía de una categoría aditiva con cono y la de cilindro asociada, y

recíprocamente.

Definición nI .2"4 Døilo un objeto A, se ilefine EA = coleer(lca) la suspensión de A.

obséraese que ili,cho conúcleo existe por ser lc¿ cofibración y ser éste un push-out.

0
AO
VVkl l0tl

EA
I

Iterando el proceso se obtiene EA: X(t"-l,4), n € \ donde EoA: A

Definición fv.2.5 Dados d,os objetos A,x, se d.efi,ne eI n-ésimo grupo ile homotopía ile

X bajo A a (nl(X),+): lU,"A,X).

En el párrafo a.nterior se ha visto que los grupos de homotopía de una categoría con

cilindro natural son isomorfos a los respectivos de su categoría de cofibraciones asociada.

Se tiene ahora que una categoría aditiva con cono natural es también una categoría aditiva

con cilindro natural. Se verá que los grupos de homotopía obtenidos en Ia categoría aditiva

con cono natural son isomorfos a los respectivos obtenidos en la categoría de cofibraciones

asociada a la categoría con cilindro natural procedente de la primera, concluyéndose que

los tres tipos de grupos de homotopía son isomorfos.

Proposición fV.2.5 Død,o un objeto A, SA es isomorfo aDA'

Demostración:

En este caso aditivo AuA = A@A, I A : A@CA, io : jo, ù : jo+jJe : A'-+ A@CA

y F:po: A@CA* A.

Observando que lo.siguiente es un push-out se concluye el resultado.
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donde r : {O,õTj, .on {õl} Ia inducida de i0,0} en el push-out de definición de S.4.

tr

Es f¡ícil ver que si dos objetos A y Atson isomorfos en A, existe una biyección entre

lA, Xj y [A' , Xl en curlquiera de las estructuras de homotopía ha¡ta áhora consideradas,

pues en todas ellas la homotopía es compatible con la composición de morfismos.

Teorema fV.2.3 Sean F,G : CA+ X, F i r = y, G : y * t
^(i) {x,Fl = {y,-Fl' re\. {jo, jo + jú}.

(ii) {ø,F} L{s,Gl - {r,F +G} rel. {rb, jo +rrÀi.

Demostración:

Obsérvese que si .F i s * y entonces {x,F} : AØ CA-+ X hace {x,Fl : x -
(i) Se tiene que {ø,0, F, -Fu} es una extensión del siguiente cuadrado,

l0
A@A+ A@A@CA@CA

0
A

-ï

CA

0

Yo
I

SA
f

v

{io, ir }

AACA

o)F,t

I

X
{',0}

entonces {a,0,F,-Frl(jo+jrå) = {A,-Fl y como dicho cuadrado define {c,F}, por el

corolario IV.1.1 se concluye el resultado.

(ii) Por lo visto anteriormente {6ñjo,6Ã},fu,h2}:Çfi = {v,-Fl rel. {is,i1}
^ ^entonces {{r,.F}jo, A,{x,F}jt,G,hy,0,lz2,0} es una homotopía relativa a {is,i1} entre

{ilÐjo, y,Çfi¡,,c} v {y, y,-F,G}.

Ly,0,-F,(F + G)u\ es una extensión del siguiente cuadrado:
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,0
A@ A@CAACAA@A

{to, tr } {v,v,-F,G}

A@CA
{v, o}

Y

Por Ia proposición IV.1.5' este cuadrado puede usarse para definir {x,F} L {y,Gl,

observando que {y,0, -F,(F * G)u}fi - {r,F * G}, por un razonamiento análogo al

anterior se tiene lo buscado.

tr

Corolario fV.2.1 Dailos dos objetos A' X se tiene

(r:(x),+) = (":(x),^) = (rf (x), *)

Demostración:

Sólo hay que ver el primer isomorfismo pues el segundo está visto en el párrafo anterior.

o. : Ïõ,0)- : lSA,Xl * [.4O CA,X]{o'o}'(\io''rbfjrÈ}) es isomorfismo pues, por el

teorema IV.2.3 anterior, dados [¡'], [G] e lS A, Xl, se tiene

a.([,F] * [G]) : [ro + Gø]:[{0, Fr} + {0, Gri]: [{0, Fr * Gr}]:[{0, ,F'r} a {0, Gr}]:

:a.([r]) a ø.([G]).

n

Todo lo hecho hasta aquí tiene una fácii dualizacién usando los conceptos de categoría

de fibraciones, P-categoría o categoría con caminos naturaies y A-categoría aditiva o cate-

goría aditiva con arcos naturales, utilizando para definir los grupos de homotopía los lazos

de un objeto. En categorías con construcciones adjuntas (cono-arcos o cilindro-caminos)

los grupos de homotopía ébtenidos a través de los funtores adjuntos son isomorfos.

Por ot¡a parte iambién es cierto que, en categorías aditivas, construcciones adjuntas

conos-arcos dan lugar a construcciones adjuntas cilindro-c¿minos, de forma que se obtiene

grupos de homotopía isomorfos en ambas. Si en edtas homotopías aditivas con funtores

adjuntos se supone que la categoría tiene límites finitos se obtiene asociada una categoría

de modelo propia con todos los objetos fibrantes y cofibrantes.
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Toda categoría de modelo induce una categoría de cofibraciones restringida a sus ob-

jetos cofibrantes, así mismo induce una categoría de fibraciones restringida a sus objetos

fibrantes. En este caso la categoría de cofibraciones y fibraciones inducidas por la homo.

topía aditiva funtorial adjunta y la inducida por la categoría de modelo propia asociada

coinciden.

Para una visión más amplia de lo comentado aquí pueden consultarse [2], [6], [35], [36]

v [38]

Como los grupos de homotopía de la categoría de cofibraciones y fibraciones asociada

a la de modelo son isomorfos a los grupos de homotopía de éste se concluye:

Teorema \11.2.4 Los grupos ile hornotopía ailitiaos de la homotopía funtoriøl adjunta son

isomorfos en cualquiem d,e løs estructuras de homotopía øsociød,ø, cono-arcos, ci.lind,ro-

can'¿ínos, cofibraciones-fibraciones y categorías ile moìlelo propiøs.

Observando la definición del corchete de homotopía en una categoría aditiva con cono

natural se tiene entonces:

Teorema IV.2.5 El grupo fundamentøl de la hornotopía øili.tiua funtorial es abeliano.
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