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Introduccién

Las categorias de cofibraciones definidas por H.J. Baues [2] en su libro Algebraic Ho-
motopy es, actualmente, el marco algebraico ideal para el desarrollo de la homotopia, pues
siendo sus axiomas menos restrictivos que los usados por D.G. Quillen [36] en sus catego-
rias de modelo, abarcan la mayorfa de las teorias de homotopia existentes y se obtienen
los principales resultados comunes a todas ellas.

En homotopia, uno de los objetivos a conseguir es el cdlculo de los denominados
corchetes de homotopia de dos objetos, clases de homotopia de los morfismos entre dichos
objetos, en funcién de éstos; lo que presenta, en algunos casos, bastantes dificultades pues
ni siquiera se puede asegurar la existencia de dichos corchetes. En este sentido es necesario
poseer un cierto tipo de morfismos distinguidos, denominados equivalencias débiles, que
actuardn como isomorfismos en una categoria donde, mediante localizacién, se definiran
dichos corchetes de homotopia. Lo anterior permite calcular los grupos de homotopia de
un objeto referido a otro mediante suspensiones o, en el caso dual, lazos. Estos grupos
son muy importantes en el desarrollo de cualquier teorfa de homotopia, pues el calculo
efectivo de ellos suministra una informacién esencial a la hora de distinguir objetos desde
el punto de vista algebraico, asi como en la obtencién de posibles clasificaciones.

Este trabajo consta de dos partes bien diferenciadas. En la brimera parte se hace
un desarrollo minucioso de cémo obtener los grupos de homotopia en una categoria de
cofibraciones. La linea seguida es aniloga a la que realiza H.J. Baues en [2] pero se
estructura de forma diferente, déndole una continuidad maés clarificadora del objetivo al
que se pretende llegar. Las demostraciones se simplifican y surgen nuevos conceptos.
Ademas se complementa el trabajo con referencias y desarrollos afines y necesarios para
la descripcién del método de obtencidn de los grupos de homotopia. Esta parte consta de
tres capitulos. En el primero se dan las técnicas precisas para el desarrollo de la teoria
que permitird en el capitulo tercero la creacién de los grupos ya nombrados. El capitulo
se divide en tres péarrafos. El primero presenta, como su nombre indica, los primeros
conceptos y algunos resultados que los autores han descrito detalladamente en [6] y que
por ello se dan aquf sin demostracién, sélo haciendo referencia a datos que mds tarde
serén utilizados. En el siguiente parrafo se describen las técnicas a utilizar en posteriores

desarrollos sobre categorfas de cofibraciones. En el dltimo, aparte de ver que la homotopia



sobre objetos fibrantes y cofibrantes funciona realmente al estilo de J.H.C. Whitehead [42],
pudiéndose obtener categorias homotépicas, se da una versién similar al Teorema de Dold
en la homotopia ordinaria de los espacios topoldgicos, que serd un arma esencial en la
construccién de las categorias localizadas.

En el segundo capitulo se intenta conseguir una extensién en categoria de cofibraciones
de las categorias homotépicas, pero sin hacerlo sobre la subcategoria de objetos fibrantes y
cofibrantes sino sobre la categorfa inicial de cofibraciones. Este capitulo también se divide
en tres parrafos y, asi, en el primero se introduce la nocién general de localizacién de una
categoria sobre una clase de morfismos, similarmente a como lo hacen P. Gabriel y M. Zis-
man en [15] se construye la categoria de fracciones y usando las categorias cocientes se ven
algunas breves relaciones entre éstas. La utilidad de lo anterior es reflejada en el segundo
parrafo con la construccién de la categoria localizada de una categoria de cofibraciones
sobre sus equivalencias débiles. Aqui se prueba que la categoria localizada de objetos
fibrantes y cofibrantes sobre sus equivalencias débiles, que coincide con la homotdpica, es
equivalente a las localizadas de objetos cofibrantes y de la inicial de cofibraciones sobre
sus equivalencias débiles. Finalmente, en el tercer parrafo se aplica el proceso descrito an-
teriormente, a las categorfas bajo un objeto, justificindose la definicién dada en el primer
capitulo, de homotopia relativa a una cofibracion.

El tercer y tltimo capitulo de esta primera parte, como ya se ha dicho, presenta los
grupos de homotopfa de una categoria de cofibraciones. Se divide en dos parrafos, donde
el primero est4 dedicado a la creacién de los grupoides de homotopia siguiendo técnicas
similares a las usadas en homotopia ordinaria, esto es, definiendo conceptos analogos a
caminos, composicién e inversos de éstos y probando las propiedades homotépicas que
originan dicha estructura. Se termina viendo resultados relacionados con morfismos, que
serviran en el siguiente parrafo, después de introducir los grupos de homotopia, para ver
su caracter funtorial y las principales propiedades homotépicas que poseen, entre las que
cabe destacar, por su novedad, las referidas a objetos homotépicamente equivalentes y
contréctiles.

La segunda parte de este trabajo consta de un solo capitulo dividido en dos parrafos. Es
conocido que las categorfas con un cilindro natural son también categorias de cofibraciones,
[2], [6]. Pero sus grupos de homotopia no han sido calculados de una forma precisa, sino
a través de la categoria de cofibraciones asociada. En el primer péarrafo se construyen los
grupos de homotopia de una categoria con cilindro natural, sin hacer uso, para ello, de su
‘categoria de cofibraciones asociada, demostrando, posteriormente, que dichos grupos son
isomorfos, resultado 1égico y esperado, pues las homotopias relativas coincidian en ambas
categorias, pero no evidente.

En el parrafo final se plantea la misma cuestién pero, esta vez, para una categoria

aditiva con un cono natural. En este caso, también es conocido que, toda categoria

1



de este tipo tiene asociada una categoria aditiva con cilindro natural y reciprocamente,
donde las homotopias relativas a una cofibracién son coincidentes en ambas. Pero, como
sucedfa en el caso anterior, no se ha descrito el isomorfismo que existe entre los respec-
tivos grupos de homotopia, resultado que se obtiene aqui. Entonces, los grupos en el caso
aditivo funtorial son todos equivalentes, independientemente de la estructura homotépica
utilizada para su definicién: cono-cilindro-cofibraciones o arcos-caminos-fibraciones. En
construcciones adjuntas de homotopia (cono-arcos), (cilindro-caminos) y (cofibraciones-
-fibraciones) también sucede lo mismo. En este caso aditivo una construccién de homo-
topia adjunta sobre una éa,tegoria, con limites y colimites finitos da origen a una categoria
de modelo propia [6], [35] con grupos de homotopia respectivamente isomorfos. Se con-
cluye el péarrafo viendo que el grupo fundamental en la homotopia. funtorial aditiva es

abeliano.

111






Capitulo I

Homotopia en categorias de
cofibraciones

Una categoria de cofibraciones es, actualmente, el marco més idéneo para el desarrollo
de una homotépia. En este capitulo se dan los conceptos relativos a la obtencién de la
homotopia en estas categorias, se crean los fundamentos bésicos para construir los grupos
de homotopia y se presentan algunas propiedades interesantes entre las que cabe destacar

una extensién del Teorema de Dold [9] a este tipo de categorias.

I.1 Primeros conceptos y resultados

Este es un parrafo preliminar donde se dan las definiciones precisas de los conceptos
que se usaran a lo largo de este trabajo asi como algunos primeros resultados. Se omitird
la mayoria de las demostraciones pues éstas son desarrolladas exhaustivamente por los
autores en [6].

Primeramente se introduce el concepto de categoria de cofibraciones en el sentido de

H.J. Baues [2].

Definicién I.1.1 Una categoria de cofibraciones es una categoria C, con dos familias
distinguidas de morfismos, cof. y we., denominadas cofibraciones (") y equivalencias

débiles (”") respectivamente, verificando los axiomas CF1, CF2, CF3 y CF4.

Definicién 1.1.2 Un morfismo que sea a la vez cofibracion y equivalencia débil se llamard

cofibracidn trivial, y se representard por =",

Definicién 1.1.3 Un objeto X en una categoria de cofibraciones se dird que es fibrante

si cada cofibracidn trivial i : X =Y admite una retraccidn r: Y — X.
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CF1: Axioma de composicién.
Los isomorfismos son cofibraciones triviales.
Para dos morfismos
A _f. B _9 C
Si dos cualesquiera de f, g y gf son equivalencias débiles, entonces lo es también el

tercero. La composicidn de cofibraciones es cofibracién.

CF2: Axioma de push-out.

Para una cofibracién ¢ : B > A y un morfismo f : B — X, existe el push out:

B f
|
A

X

‘Iz

——B{f,i
7 {f.1}

donde 7 es cofibracién. Ademds, si f es una equivalencia débil, también lo es 7.
CF3: Axioma de factorizacién.
Todo morfismo f : X — Y admite una factorizacién (j,Z,q) con f =gqj, j: X —Z

cofibracién y ¢ : Z = Y equivalencia débil.

CF4: Axioma de modelo fibrante.

Para todo objeto X existe una cofibracién trivial rx : X »» RX, donde RX es fibrante.

Se llamard a rx : X ™ RX modelo fibrante de X.

Cuando existe objeto inicial los axiomas que definen categoria de cofibraciones pueden
ser simplificados, para ello es necesario hacer uso del concepto de cilindro relativo a

una cofibracioén, que se utiliza, ademds, para introducir también la nocién de homotopia

relativa.

Definicién 1.1.4 Dada una categoria que posea dos familias de morfismos, cofibraciones
y equivalencias débiles, se dird que verifica la propiedad CF2’ cuando para toda cofibracidn

i:B>= A, y morfismo f : B— X, existe el push-out
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B f X
A 7 B{f,i}

donde 7 es cofibracidn, y ademds si i es cofibracidn trivial, también lo es i.
Proposicién 1.1.1 Toda categoria de cofibraciones verifica el azioma CF2’.
Corolario 1.1.1 Un retracto de un objeto fibrante es fibrante.

Demostracién:
Sea B retracto de un objeto fibrante A mediante i : B — A, esto es, exister : A — B
tal que rt = 1.

Si j : B> C es cofibracién trivial se considera el push-out:

B A
]\I”‘ ~T7
c — B{i,j}

1

A es fibrante, luego existe ¢t : B{i,j} = A retraccién para j. Tomando r' = rti se
tiene que 'y = 1.

]

Definicién 1.1.5 Dada una cofibracidn i : B — A, un cilindro relativo a i es cualquier
triple ({10,141}, Z*,p) procedente de la factorizacién del morfismo {1,1} : B{i,i} — A por
CF3.

B{i,} {1} A
{i():il\ %
Zi

Nétese que i, es cofibracién trivial pues pi. = 1 e i, es composicidn de cofibraciones;

e € {0,1}.

Definicién 1.1.6 Si C tiene objeto inicial ¢ se dice que un objeto X es ¢-cofibrante, o

simplemente, cofibrante, cuando ¢x : $ — X es una cofibracion.
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Teorema I.1.1 Si todos los objetos de una categoria de cofibraciones son cofibrantes,
entonces el arioma CF2 puede ser reemplazado por el CF2’ y en CF1 se puede sustituir:

"Todo isomorfismo es cofibracidn trivial” por "1 : ¢ — ¢ es equivalencia débil”.

Definicién I1.1.7 Sea i : B A una cofibracidn y u : B — X un morfismo. Se define
Hom(A, XD = {f: A— X | fi=u}.

Cada elemento de Hom(A, X)) se denominard extension de u relativa a i.

Definicién 1.1.8 Sean fo, f; € Hom(A, X)*), X fibrante, se dird que fo es homdtopo a
fi relativo a i (fo ~ fi rel. i) si existe un cilindro relativo ({4,11}, Z*,p) y un morfismo

H:Z'— X tal que hace conmutativo el diagrama
Jo,
Bli,i} — 0y
{é0,41} /;
Zi

H se dird una homotopia entre fo y f, relativa a i y se notard H : fo ~ fi rel. i. Si

A es cofibrante y la cofibracidn i es el morfismo inicial se notard H : fo ~ fi.

Obsérvese que, por definicién de cilindro relativo a una cofibracién, éste no tiene por
qué ser dnico, por tanto, cabe preguntarse si dos morfismos son hométopos por un cilindro

si también lo serdn por otro. La respuesta es afirmativa, como se ve a continuacién.

Lema L.1.1 Dada una cofibracién irivial, todo morfismo con el mismo dominio que ésta

y codominio fibrante tiene una extension relativa a dicha cofibracidn.

Demostracién:
Sea i : B ™ A cofibracién trivial y f : B — X con X fibrante. Considérese el push-
-out B{f,%}, como 1 es cofibracién trivial y X fibrante, existe una retraccién r con r7 = 1.

f =rf es la extensién buscada.

Lema 1.1.2 Dado el cuadrado conmutativo

f

B o< by

N
&
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existe un objeto Z, y morfismos I, m yn que hacen totalmente conmutativo el siguiente -

diagrama:
B ! X
4
? VA h
/X
A p Y

donde | es cofibracidn y m equivalencia débil. Ademds, si f es cofibracidn también lo es

n, y si b o g son equivalencias débiles también lo son | o n respectivamente.

Demostracién:
Se considera el push-out B{f,3}; por CF3 el morfismo {k,g} = mk. Se define [ = ki

y n =kf, CF1y CF2 concluyen el resultado.
=]

Proposicién L1.2 Si fo ~ fi rel. 1 mediante ({i, i1}, Z',p) entonces fo ~ f1 rel. 1

mediante ({jo,71}, K',q).

Demostracién:
Por el lema anterior existe el siguiente diagrama:

Bt g

(o, 31} 7 ~| P

Sea H : Z' — X homotopia entre fo y fi. Por ser [ cofibracién trivial y por el lema

1.1.1, existe H : Z — X extensién de H relativa a I. H' = Hn es la homotopia buscada.

]

1.2 Propiedades bdsicas y consecuencias

Aqui se presentan las herramientas esenciales para el desarrollo de este trabajo. Prime-

ramente se dars una propiedad interesante para decidir cudndo morfismos que salen de
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un push-out y llegan a otro son cofibraciones o equivalencias débiles.

Lema 1.2.1 Dados los cuadrados conmutativos

si se llama Dj al cuadrado composicién de Dy con D, y si Dy es push-out, entonces D,

es push-out si y sdlo si D3 lo es.

Teorema 1.2.1 Sea el diagrama conmutativo

X Xo
/o Y
Y
X, — X{f, g}
f a
B é

/ g /g’

Y Y{f,q¢'}

fi
donde las bases superior e inferior son push-outs.
(¢) Sia, B, v son cofibraciones y {e, f'} : X{f,7} = Yo 6 {B8,¢'} : X{g,7} = V1 es
cofibracidn entonces 6 = {g'c, f'B} = aU B es también cofibracion.

b) Si o, B, v son equivalencias débiles entonces § = U B es equivalencia débil.
q

Demostracién:

(a) El siguiente diagrama es totalmente conmutativo con todas sus caras push-outs:
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Yl f XI{??ﬂ} e Y{f”gl}

all

Obsérvese que 8 = {(7)of,9f} y por el le.rna, 121 Mo = @1, 3 =6, 0 = 7y
Xo{g, (Mo} = X1{F,(Fh}. Por otro lado o' = (& §{a, f'}}, B = {B, [{B,9}}, & =
={aUB,f}y B = {aUpB,g} donde también o’ = {q, f'}, " = o/, §' = {B,9'},

B" = ' por el lema 1.2.1 anterior.

Si {a, f'} ({B,9'}) es cofibracién entonces o’ (B') es cofibracién, y por lo tanto o (3")
también, luego § = o’B (= B"@) es cofibracién.

(b) Si @, B,~ son equivalencias débiles es ficil comprobar que en el caso que f y g
fueran cofibraciones se tendria un diagrama totalmente conmutativo similar al anterior,
y donde todos los cuadrados son push-outs, y por CF1 y CF2 se llegaria a que 4 es
equivalencia débil.

En el caso general, cuando f, g no sean cofibraciones es suficiente tener en cuenta sus

factorizaciones:

para obtener los siguientes diagramas:
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Xs>—" . 7, X>— 7
j I J J i J l
7 p ? | ap
q ~ 6/ ﬁqN 6‘//
(
/9 g /g’ 1 /9
X X{f. g} Y, Y{f,g'}
f f!

Por lo anterior §' y 6" son equivalencias débiles y como 6§’ = 6" se tiene que 6 es
equivalencia débil.

m]

Corolario 1.2.1 Dadas i : B — A, i’ : B' — A’ cofibraciones (equivalencias débiles)
entre objetos cofibrantes entonces i Ui’ : BUB' — AU A’ es cofibracidn (equivalencia

débil).

Las equivalencias débiles permiten relacionar las homotopias relativas a distintas cofi-

braciones. A continuacién se verdn algunas de estas actuaciones.

Teorema 1.2.2 Seai: B ™ A cofibracién trivial, fo, fi: B — X, X fibranie yj : C — B
cofibracidn. Entonces fo ~ fi rel. j si y sdlo si fo ~ fi rel. ij; donde fo,fi son

extensiones respectivas de fo y f1 relativas a 1.

Demostracién:

El siguiente push-out da un cilindro relativo a 77 :
.. iUd R
Cl4, 5}y >—=~C{ij,ij}

{io,il}\f T{ia,i’l}

7i > 7ij
0%

Obsérvese que, por la proposicién 1.2.1 i Ui es cofibracién trivial, por lo tanto 7 Uz

también lo es. Sea p’ = {1,1,ip}, como p'(z U?) = ip se concluye que 7’ es equivalencia
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“débil. Por otro lado {b,i,} es cofibracién por ser la inducida en un push-out de la
_cofibracién {zo, 21}
Si fo ~ f, rel. j, entonces existe H : Z9 — X tal que H{io,21} = {fo, fi}. La
homotopia buscada entre fo y fi es H = {f,, fi, H}.
Reciprocamente si fo ~ fi rel. 1], existe H: 7% - X tal que H{i),i\} = {fo, fl}
H = H(7U3%) es la homotopia buscada.
0

Corolario 1.2.2 Dos eztensiones de un mismo morfismo relativas a una cofibracion tri-

vial son homdtopas relativas a ella.

Demostracién:

Usar la cofibracién j = 1 en el teorema 1.2.2 anterior.

a

Corolario 1.2.3 f: X = Y con Y fibrante verifica CF3 factorizindose a través de un

objeto fibrante.

Demostracién:

Usando CF3, CF4 y el lema 1.1.1 el siguiente diagrama es totalmente conmutativo:

(]

Este corolario permite, cuando una cofibracién tenga codominio fibrante, conseguir un

cilindro con objeto fibrante.

Corolario 1.2.4 Sea el siguiente diagrama conmutativo:
B>—— 4

| ~| 7

c —— X

g
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Sean ho,hy : A =Y, con Y fibrante. Entonces ho ~ hy rel. i si y sélo si hon ~ hin
rel. j; donde ko, Ry son extensiones respectivas de hg, hy relativas a l; con | yn como en

el lema I.1.2.

Demostracién:

Obsérvese que, en este caso, [ y n son cofibraciones triviales.

[m}
También los push-outs sirven para relacionar homotopias relativas a distintas cofibra-

ciones.

Teorema 1.2.3 Sea i : B~ A cofibracidn, uf : B — X — Z composicién de morfismos
con Z [fibrante, go, g1 : A — Z extensiones de uf relativas a i; entonces go =~ g; rel. i si

y s6lo si {u,go} =~ {u, 1} rel. ¢; donde 7 es la inducide de i por f al hacer push-out:

{f Tz

Demostracién:
El siguiente push-out da un cilindro relativo a 7 :
R LUF
B{i,1} ——— X {1,1}
{io,il}\r T{ia,ia}

7Zi Z;’

donde g = fU f. Obsérvese que {75,7; } es cofibracién por ser la inducida de {ip,4;}. Sea

o = {1,1, fp}. Es sencillo verificar que el siguiente cuadrado es push-out:

T B3

i T~ Tig

7i

¥, por tanto, ¢y es cofibracién trivial y como p'i) = 1 entonces p’ es equivalencia débil.



1.3. Homotopia y Teorema de Dold 11

Si go ~ g1 rel. ¢ mediante una homotopia H : Z* — Z entonces la homotopia buscada
es {u,go,u,91,H} : 7' - Z.
Reciprocamente si {u, go} =~ {u, g1} rel. ¢ mediante F : 7' — Z entonces la homotopia

buscada es Fg: Z' — Z.

Corolario 1.2.5 Dado el cuadrado conmutativo

(a) Sih:A— Z es una extension de uf : B— X — Z relativo a1, Z fibrante, eziste
h:Y — Z extensién de u relativa a j tal que hg ~ h rel. i.

(b) ho = hy rel. i siy sélo si ho = hy rel. j.

Demostracién:
El cuadrade dado en la hipdtesis puede expresarse,

f J
B—— X >—Y

zT TZ ~11
A —=B{f,i}—Y
f {7, 9}
{7, 9} es equivalencia débil pues {j,g}f = g. Aplicando el teorema 1.2.3 anterior y el
corolario 1.2.4 se obtiene k = {u,h}l, donde {u,h} es una extensién de {u,h} relativa a

la cofibracién trivial n; entonces hg = {u, B}I{j, g} f= {u, h{lmnf~{u, h}nf={u, R} f=h

rel. %, pues {u,h}l = {u,h}Iml y por el teorema 1.2.2 {u,h} ~ {u,h}Iim rel. Ij = ni.

El apartado (b) es consecuencia inmediata.

1.3 Homotopia y Teorema de Dold

A continuacién se veran algunas propiedades basicas de la homotopia relativa, asi como

una versién del conocido Teorema de Dold, en categorias de cofibraciones.
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Proposicién 1.3.1 ”Ser homdtopo relativo a i” es una relacion de equivalencia en

Hom(A, X) (),

Demostracién:
Reflexiva:

Basta considerar fp para cualquier morfismo f € Hom(A, X)*() y cilindro relativo

({io,11}, Z4, p).

Simétrica:
Sea H : fo ~ fi rel. i a través del cilindro ({io, 41}, Z*,p), entonces H : f; ~ fo rel.
¢ mediante el cilindro ({io,%1}{(?)1, (?)o}, Z*, p). Obsérvese que {(2)1,(z)o} es cofibracién

(trivial) al ser isomorfismo.

Transitiva:

Sea F : fo ~ fi rel. i a través de ({ip,i1},2°,p) y G : f1 = f, rel. 7 a través de
({jo, 51}, K',q), entonces {F,G} : fo =~ f, rel. i a través de (3o U j1, A{i1, jo}, {p,q})-

Obsérvese que igU j; es cofibracién por el teorema 1.2.1, {p, ¢} equivalencia débil pues

su dominio es un push-out con equivalencia débil y, evidentemente, {p, ¢}(0Us;) = {1,1}.

a

Definicidn 1.3.1 Se define el conjunto de clases de homotopia de las extensiones de u

relativas a ¢ como el conjunto cociente
(4, XD = Hom(A, X)*®)/ ~ (rel. i).

Si A es cofibrante, Hom(A, X)*x(#4) = Hom(A,X) y, en este caso, [A, X]?*(%4) se

notard simplemente por [4, X].
Proposicién 1.3.2 i fo f1 el 1, fo es equivalencia débil si y sdlo st f; lo es.

Demostracién:

En este caso se tiene que cualquier homotopia H es equivalencia débil.

O

Proposicién 1.8.8 Dados [fo],[f1] € [A,X]“(")- yvh:X =Y, si[f)] = [fi] entonces
[hfo] = [Rf1].
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Demostracién:
Si H: fo= fi rel. i entonces hH : hfo =~ hf; rel. z.
m]

Otra forma de expresar esta proposicién es: h, : [4,X J“0) — [A,Y]*() es aplicacién.

Proposicién 1.3.4 Dados [fo], [f1] € [A, X]*®D y h: Y — A tal que el siguiente diagrama

es conmutativo:

7z —F . B
i
Yy —— 4

si [fo] = [f1] entonces [foh] = [f1h].

Demostracién:

Si H: fo~ fi rel. i a través de ({io,%1}, Z*,p), entonces Hn : foh ~ fih rel. j,
donde H es la extensién de H relativa a la cofibracién trivial I, con ! y n los del lema L.1.2
aplicado al siguiente cuadrado:

o {ioh,11h} .
{j,j}———————— 7

{ié,ii}I ~

zi A

hpl.

Esta proposicién expresa que h* : [A, X]*() — [V, X ]#¥1) es aplicacidn.

Corolario 1.3.1 Sean [fo],[fi] € [A,X]"(i); [90], [91] € v, A}ik(j)- Si[fl=1A]y [90] =
= [g1] entonces [fogo] = [f101]-

Demostracién:

Consecuencia inmediata de las proposiciones 1.3.3, 1.3.4 y de la propiedad transitiva.

m}

Haciendo uso de esta notacién, se tiene que en el teorema 1.2.2

i~ [A, X]*6) — [B, X]"0)



14 Capitulo I. Homotopia en categorias de cofibraciones

es biyeccidn, el teorema 1.2.3 dice que
(7Y« [B{£,1}, 210 — [4, 2190
es una biyeccidn, y el corolario 1.2.5 dice que
g : 1Y, 210 - [4, 2140

es una biyeccién.

En la mayoria de las teorias de homotopia las cofibraciones verifican lo que se conoce
como propiedad de extensién de homotopfa, una categoria de cofibraciones posee una
versién de dicha propiedad que tiene como una consecuencia inmediata e importante un
resultado paralelo al que consigue A. Dold [9] para la homotopia ordinaria de los espacios

topoldgicos.

Teorema 1.3.1 Dado el diagrama conmutativo

f

B X
ZT ~lq
A Y

(a) 8i X es fibrante existe f extension de f relativa a i.
(b) Si ademds, Y es fibrante, entonces qf ~ g rel. i. En este caso § es unica salvo
homotopia relativa a i y se dird que f es la estension de f relativa a i del cuadrado o,

simplemente, ertension del cuadrado.

Demostracién:

(a) Por el lema 1.1.2 existe el siguiente diagrama totalmente conmutativo:

B X
g

1 VA ~lq
R

A g Y

I: X ¥ Z es cofibracién trivial, X es fibrante, luego existe una retraccién r tal que

rl=1. f =rn es la extensién buscada.
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(b) mn': ¢ f ~ g rel. i, con 7 una extensién de m relativa a la cofibracién trivial I' y

I' y n' son las respectivas [ y n del lema 1.1.2 aplicado al siguiente cuadrado:

B{ii) {lrn,n}

{é0, il}\I ~

VA X

rnp

Supébngase ahora dos extensiones fo, fl de f relativas a 7 tal que ¢ fo ~grel. 1, ¢ fl ~g
~rel. i. Sean Ho : qfo ~ g rel. i, Hy : gfy ~ g rel. i y sean ({40,%1}, Z5,p) ¥ ({16,11}, Z},P')
los respectivos cilindros de definicién.

Considérese el diagrama:

B{i, i} {fo, f1} x
ioUlZ]\r ‘ NJq
Al it

{21, 21} {HO,Hl} Y

Nétese que (ioUih, A{iy, 4}, {p,p'}) es un cilindro relativo a 7 pues ioUz; es cofibracién
por el teorema 1.2.1, {p,p'} equivalencia débil y, evidentemente, {p, p'}(i0 U %) = {1,1}.

La homotopia buscada es la extensién de { fo, fr} relativa a 4o U i) que existe por el
apartado (a) anterior.

(]

Corolario-1.3.2 Sii: B ™ A es cofibracidn trivial entre objetos fibrantes entonces B es

un retracto por deformacion fuerte de A.

Demostracién:

Por el teorema 1.3.1 anterior aplicado al siguiente diagrama:

B B
7 T;, N\Iz
A A
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setiener: A — Btalqueri =1, ir ~ 1 rel. .

a
Teorema 1.3.2 (Teorema de Dold)
Dado el siguiente tridngulo conmutativo:
B
X 5 Y
con X, Y fibrantes. Entonces h es equivalencia de homotopia relativa a 1.
Demostracién:
Sea g : Y — X la extensién del siguiente cuadrado:
B >*— X
i ~l h
Y Y
1
Entonces hg ~ 1 rel. 5. Observando que gh y 1 son extensiones del cuadrado
B >'— X
ZT J
X — Y
h
se concluye el resultado.
a

Obsérvese que, por la proposicién 1.3.2, g es también equivalencia débil.

Proposicién 1.3.5 Sea f : A — X morfismo, X fibrante, y sea (i,Z,p) una factoriza-
cion de f con Z fibrante. Entonces para cualquier otra factorizacién (j, K, q) eziste una

equivalencia débil h: K = 7 tal que hj =i y ph ~ q rel. j.

Demostracién:

h: K — Z es la extensién del siguiente cuadrado:



1.3. Homotopia y Teorema de Dold 17

A >t~ z
J'T ~1p
K= X

[m]

Proposicién 1.3.6 Si h: X =Y es equivalencia débil entre objetos fibrantes entonces

By i [A, X0 = [A,Y]0) es una biyeccidn.

Demostracion:
Por la proposicién 1.3.3 faltaria ver que k, es sobre e inyectiva.
Sobre:

Dada [f] € [A,Y]*®, aplicando el teorema 1.3.1, la clase de la extensién del siguiente

cuadrado es la antiimagen buscada.

B L X

z\I e

A Y
f

Inyectiva:
Si [hf] = [hg] entonces, por la unicidad en el teorema 1.3.1 aplicado al siguiente

diagrama se obtiene el resultado sin més que observar que f y g son extensiones de dicho

diagrama.

b

b <
i
I~

b<






Capitulo II

Categorias de homotopia

Los corchetes de homotopia han sido definidos en el capitulo anterior para dominios
cofibrantes y codominios fibrantes. El objetivo de este capitulo es definirlo para cualquier
tipo de dominio y codominio. Para ello serd necesario analizar primeramente el concepto
de localizacién de categorias, que, posteriormente, partiendo de una categoria homotépica
en el sentido de J.H.C. Whitehead [42], se utilizara en la definicién de los corchetes. Por
dltimo, se aplicaré este desarrollo al caso particular de las categorias bajo un objeto,
concluyendo con la justificacién de la definicién de homotopia relativa dada en el capitulo

anterior.

II.1 Localizacién

En este parrafo se dan unas nociones sobre teorfa de categorias que serdn utilizadas a
lo largo de este capitulo, en este sentido se introducen los conceptos de localizacién y de
categoria de fracciones semejante a como lo hacen P. Gabriel y M. Zisman en [15], y se
ve que las categorias cocientes en el sentido de S. Mac Lane [34] son las localizadas sobre

las equivalencias de la relacién.

Definicién IL.1.1 Dada una categoria C y una clase S de morfismos de C, se dird que
una categoria L es la categoria localizada de C sobre S cuando existe un funtor P : C—L
verificando lo siguiente:

(a) P(s) es isomorfismo, para todo s € S.

(b) Si F: C — B es un funtor que verifica (a) existe un unico funtor F:L—Btd
que FP =F.

Definicién I1.1.2 Dada una categoria C y una clase S de morfismos de C, se define

la categoria de fracciones de C sobre S como la categoria F que tiene por objetos los

19
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mismos de C y como morfismos bdsicos de dicha categoria, salvo posterior relacidn en la
composicién, los pares de la forma (f, 1ecodoms) Y (Leodom 5, 8) donde f es un morfismo en
C ys un morfismo en S. Ademds dom(f,1) = dom f, codom(f,1) = codom f, dom(1, s)=
=codom s y codom(1,s) = dom s. La composicidn se expresa como sucesiones finitas de
morfismos bdsicos componibles y sometidos a las siguientes relaciones:

() (£ (P21 ~ (FF1).

(i) (1,1)(1,8) ~ (1,s) ; (1,8)(1,1) ~ (1, ).

(41) (1,8)(s,1) ~ (1,1) ; (s,1)(1,s) ~ (1,1).

Teorema I1.1.1 La categoria de fracciones de C sobre S es una categoria localizada de

C sobre S.

Demostracién:

P : C — F viene dado por:

- P(A) = A, para todo objeto A de C.

- P(f) =[(f,1)], para todo morfismo f de C.

Por la relacién (i) P conserva la composicién y por la relacién (ii) conserva las iden-
tidades.

(a) Por la relacién (iii) P transforma los morfismos de S en isomorfismos.

(b) Dado el funtor F : C — B que transforma los morfismos de S en isomorfis-
mos se define F : F — B por: F(A) = F(A) para todo objeto A de C, F([(1,5)])=
=F(s)™ y F([(f,1)]) = F(f), extendiéndose por linealidad. Evidentemente F es funtor
y FP =F. La unicidad es evidente.

(m}

Obsérvese que las categorias localizadas de una categoria C sobre una clase distinguida

de morfismos, S, son nicas salvo isomorfismo, por la propiedad (b) de la definicién II.1.1.

Definicién I1.1.8 Se dice que una categoria C tiene una relacién de equivalencia cuando
para todo par de objetos A, B de C el conjunto Hom(A, B) tiene una relacidn de equiva-

lencia. [A, B] representa el conjunto cociente de Hom(A, B) sobre la relacidn.

Definicién I1.1.4 Una relacidn de equivalencia en una categoria C se dice compatible
con la composicidn cuando dados dos morfismos f y g relacionados en Hom(A,B) y f',

g’ relacionados en Hom(B,C), entonces f'f y g'g estin relacionados en Hom(A,C).
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Proposicién I1.1.1 Dada una relacién compatible "~ ” en una categoria C se define
la categoria cociente C/~ como la que tiene por objetos los mismos de C y dados dos
objetos A, B de C, como morfismos, [A, B]. De forma natural eziste un funtor proyeccion

P:C — C/~ dado por P(f) =[f].

Demostracién:

Obsérvese que, por la compatibilidad, existe la composicién de morfismos: [f][g]=

=[fg].

Definicién I1.1.5 Un morfismo f de C se dird una equivalencia de la relacién cuando

ezisten morfismos g y b de C tales que fg~ 1, hf ~ 1.

Teorema I1.1.2 La categoria cociente C/~ de una categoria C es la categoria localizada

de C sobre las equivalencias de la relacién.

Nétese que las equivalencias de la relacién es la mayor clase de morfismos sobre la
cual C/~ es localizada de C mediante el funtor proyeccién P. Ademds, toda categoria es

localizada sobre sus propios isomorfismos, mediante el funtor identidad.

I1.2 Categorias homotdpicas

La idea que, a continuacién, se ver, es la generalizacién de la categoria homofépica de
J.H.C. Whitehead [42] donde las equivalencias débiles desempefian un papel similar a las
equivalencias de homotopia, en el sentido de que seran isomorfismos en dichas categorias,
aunque, sélo cuando su dominio y codominio son fibrantes y cofibrantes se puede asegurar
que son efectivamente equivalencias de homotopia y, ni alin en este caso, tienen por qué
coincidir ambas clases de equivalencias.

Dada una categoria de cofibraciones C con objeto inicial ¢, se definen las subcategorias

llenas, Ces de objetos fibrantes y cofibrantes, y C, de objetos cofibrantes.

Proposicién I1.2.1 C. es una categoria de cofibraciones con la estructura inducida por

C.

Demostracién:

CF1: Obvio.
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CF2: ¢p(s = i¢x, por tanto cofibracién.
CF3: ¢z = joéx.
CF4: épx =rxox.

a
Proposicién I1.2.2 Cy con la estructura inducida por C verifica CF1, CF3 y CF4.
Demostracién:
CF1: Obvio
CF3: Corolario 1.2.3 y la proposicién anterior.
CF4: Se considera 1 : X > X para todo objeto X.
O

Obsérvese que CF2 no tiene por qué verificarse pues no se puede asegurar que el objeto
push-out sea fibrante.

La relacién de homotopia es una relacién de equivalencia compatible con la com-
posicién de morfismos en Ccr como se vio en el parrafo 1.3, y, por la proposicién II.1.1,
se puede definir la categoria cociente sobre dicha relacién, que se denomina categoria ho-
motépica de Cer y se representard por Cerh. Por el teorema anterior se sabe que Ceeh

es la localizada de Cs sobre las equivalencias de homotopia, pero también sucede,

Proposicién I1.2.3 Ccsh mediante el funtor proyeccidn es la localizada de Cer sobre sus

equivalencias débiles.

Demostracién:
Notaremos P,; : Cef — Cerh la proyeccidn.

a) Sea g : X = Y equivalencia débil en C.s, entonces se considera el tridngulo
q c g

/"

X——*Y

conmutativo:

Por el Teorema de Dold (1.3.2) g es una equivalencia de homotopia, por tanto, Pylg)=
=[g] es isomorfismo en C.sh.
(b) Sea F': C¢r — B un funtor que transforma equivalencias débiles en isomorfismos.

Sevdeﬁne F Cerh — B por
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SFX) = F(X), para cualquier objeto X.

- F([f]) = F(f), para cualquier morfismo [f].

F est4 bien definida pues si fo, f1 : A — X son morfismos hométopos en Cef, existe
una homotopia H : Z — X con Hiy = fo, Hi; = f; donde ({o,%1}, Z, p) es un cilindro
en Ces.

Se tiene F(pio) = F(pi;) = F(1) = 1, es decir, F(p)F (i) = F(p)F(i1), y como F(p)
es isomorfismo, puesto que p es equivalencia débil, se llega a que F(io) = F(i1).

Asi, F(fs) = F(Hio) = F(H)F(io) = F(H)F(i,) = F(Hs,) = F(f1) y por tanto F es
independiente del representante elegido en la clase.

Es sencillo comprobar que F es funtor con F P.; = F, siendo su unicidad obvia.

' [m]

Se notard Ccrh = HoCoy, por ser ésta la notacién que se usara para la localizada de
una categoria sobre sus equivalencias débiles.

Se elige en C,, para cada objeto X, un modelo fibrante rx : X > RX y si X es
fibrante 1 : X = X.

Se define la categoria HgC, como la categoria cuyos objetos son los de C. y cuyo
conjunto de morfismos entre X e Y, que se representara por [X, Y], es [RX, RY]. Dado
f: RX — RY se tiene entonces [f]xy € [X,Y]y [flrx,rv € [RX, RY].

Proposicién I1.2.4 Distintas elecciones de modelos fibrantes dan lugar a categorias iso-

morfas.

Demostracién:

Dados objetos X, Y de Cc, sean rx : X »> RX y r'y : X > R'X modelos fibrantes de
Xyry : Y S RY, r : Y5 R'Y modelos fibrantes de Y, y considérense HoCc, HpCc
las respectiva,s.ca,tegorias que inducen dichas elecciones.

Se define F' : HoC. — HjC, por
F((flxy) = [y £7X]

donde ry, 1%, T, 7y son las extensiones respectivas de r%, ry, rx, ry relativas a las
cofibraciones triviales rx, ry, r, ri- Obsérvese que por ello dichas extensiones son equi-
valencias débiles entre objetos fibrantes y que por el Teorema de Dold son equivalencias

de homotopia en Ces¢, concluyéndose que las respectivas clases son isomorfismos en Cerh.
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Por otro lado, como 1%y = ri y rx7xr’y = r'yrx = 1y se tiene, por el teorema 1.2.2
sustituyendo j por la cofibracién inicial que ry y 7x son inversas homotdpicas entre si.
Anédlogamente sucede con r} y 7y.

De forma similar se define G : HyC. — HpC, por
G(lglxy) = [Frgrk]

Evidentemente, por lo expresado anteriormente, 7' y G son funtores tales que FG =1

y GF = 1.
]
Sig:X — Y es un morfismo en C, se obtiene una extensién Rg : RX — RY deryg

relativa a la cofibracién trivial ry :

X Y
rx TN NT Ty
RX RY

Rg
Si se define P, : C, — HgC, por

Pe(g9) = [Rylxy .

Proposicién I1.2.5 HoC. es la categoria localizada de C. sobre sus equivalencias débiles

mediante P;.

Demostracién:

P, es un funtor por la unicidad de las extensiones salvo homotopia (corolario 1.2.2).

(a) Observando que cualquier extensién de una equivalencia débil relativa a una cofi-
bracién trivial es también una equivalencia débil, por el Teorema de Dold se tiene que
[Rf] es un isomorfismo en HoCp, para toda equivalencia débil f entre objetos cofibrantes.

(b) Dado un funtor F' : C. — B que transforma equivalencias débiles en isomorfismos

se define k

F([flxy) = F(ry) " F(f)F(rx).

Un razonamiento analogo al de la proposicién 11.2.3 demuestra que F es independiente
del morfismo representante escogido. Se f;ﬁede comprobar ficilmente que F es un funtor.
Observando el diagrama de definicién de Rg y que el funtor F' conserva dicho diagrama

se tiene, obviamente, FPC = F.
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Por otro lado, si FP. = (F)P. = F entonces F([Rg]) = (F)'([Rg]) y como dado
g:RX — RY, Rg =gy [glxy = [Rry]ryy9]rx.rY[Rrx]x rx se tiene la unicidad.

[m]

Por tltimo se define HgC como la categoria que tiene por objetos los de C y el conjunto

de morfismos entre los objetos X, Y, que se representara por [X,Y] es [RMX,RMY]

donde M X se elige entre las factorizaciones que induce CF3,

ox
o
X

teniendo en cuenta que si X es cofibrante entonces MX = X y mx = 1x. Andlogamente al
caso anterior, dado f : RMX — RMY, existen [f]xy € [X,Y], [fluxmy € [MX, MY]
v [flrmx.ruy € [RMX, RMY].

¢

=N

MX
M

X

Proposicién I1.2.6 Distintas elecciones de la factorizacidn de la cofibracién inicial dan

categorias isomorfas.

Demostracién:

Dadas dos factorizaciones M X, M'X de X y MY, M'Y de Y se tienen las respectivas
categorias HoC, HC.

Aplicando el teorema 1.3.1 al siguiente cuadrado

SRM'X

¢ >—— RM'X

¢RMX\I ~ 1 Rmly

RMX —— RX

Rmx

P

se obtiene una extensién ¢rurx : RMX — RM'X que, por CF1y el Teorema de Dold es

, — —~—
una equivalencia de homotopia. De forma similar surgen las equivalencias ¢rumx, drM'Y

e

Y OrRMY -

Obsérvese que (Rm’){)qu\,[;d;A\J;:(Rmx)qg;;: Rm'y = (Rm'y)1y por el apartado
(b) del teorema 1.3.1 se tiene que &A;;M ~ 1.

Razonamientos analogos demuestran que 45;1;; , qS;A;; son inversos homotépicos, asi

——— e~

como $ryy ¥ SrRMY-
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Sea F : HoC — H{C definido por

——

F([flxy) = [¢rmry forRMx]

y G : HyC — HyC por

G(lglxy) = [prMY 9bRM x]-

Comprobaciones similares a las hechas en la proposicién I1.2.4 dan el resultado bus-
cado.
Noétese que por la proposicién I1.2.4 distintos modelos fibrantes de las factorizaciones
dan categorias isomorfas.
m}
Dado ¢ : X — Y, se tiene, por el teorema 1.3.1, RMg : RMX — RMY como una

extensién del siguiente cuadrado:

4 :d’HMY RMY

¢RMX\I ~
R

X RY
(Rg)(Rmx)

Rmy

Se define P : C — HyC por P(g) = [RMg|xy.

Proposicién I1.2.7 HoC es la localizada de C sobre sus equivalencias débiles mediante

P.

Demostracién:

P es funtor por la parte (b) del teorema 1.3.1.

(a) Si g es equivalencia débil, entonces RMg lo es también por la proposicién 1.3.2,
usando el Teorema de Dold es equivalencia de homotopia y, por tanto, [RMg]x,y es un
isomorfismo.

(b) Sea F': C — B un funtor que transforma equivalencias débiles en isomorfismos.

Se define ' : HyC — B por

F([flxy) = F(ry) " F(Rmy)F(f)F(Rmx) ™' F(rx).

Un razonamiento analogo al usado en las proposiciones 11.2.3 y 11.2.5 demuestra que

F no depende del morfismo representante elegido y que es un funtor.
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Observando que F' transforma homotopias en igualdades y considerando el siguiente

diagrama conmutativo salvo homotopia,

g
X Y

SR

Rg
RX RY
Rmyx l ~ ~| Rmy

RMX RMY

RMg

se tiene que FP = F.
Si (F)P = FP = F, entonces (F)'([RMg))=F([RMg]) y como dado el morfismo
g:RMX — RMY,RMg=gy

l9lxy = [RMry|gy.y[RM Rmy|ruy ry [9)ruMx, ray [RM Rmx |2k pax [RMrx]x,rx

se tiene la unicidad.
[m]

Estas categorias localizadas, como ya se ha dicho, pueden considerarse, en cierto sen-
tido, transforman equivalencias débiles en isomorfismos, como extensiones de categorias

homotdpicas, idea de alguna forma confirmada por el siguiente teorema.
Teorema I1.2.1 HoCcr = Ccrh, HoCe y HoC son categorias equivalentes.

Demostracién:

(a) HoCer ~ HoC.

Sea I : HoC¢r — HpCe el tnico funtor inducido tal que chf = P.I donde I es el
funtor inclusién de Ces en Ce. .

Sea R : HyC; — HoCe el tnico funtor inducido con RP, = R: Ce — HoC,r definido
por R(X) = RX, R(f) = [Rf]. Usando el teorema 1.3.1 se ve que R es, efectivamente,
un funtor.

Sea g : X — Y en Cgs, entonces

RIP;(g) = RP.I(g) = RI(g) = R(g) = [Rglrx.rv = [g]xy = P.s(9)-
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Sea g: X — Y en Cg, entonces

IEP.(g) = IR(g) = I([Rglrx ry) = IP.s(Rg) = P.I(Rg) = P.(Ry)-

Luego

IR(lg)xy)=IR([Rryay,y [9lrx ry [Rrx]x,rx)=[Rry|ay,ry 9)rx Ry [Rrx]Rx,Rx =
=1py|glrx,rY 1rx=[9]RX,RY-

La equivalencia natural e : :d — IR se define por

_ex = [Rrx|xrx-

(b) HoCes ~ HoC.

Sea J : HoCe — HoC el dnico funtor tal que JP, = PJ donde J es el funtor inclusién
de C¢ en C.

Se define RM : C — HoC¢s por RM(X) = RMX y RM(g) = [RMg]. Usando el
teorema 1.3.1 se tiene que RM es un funtor.

Observando que RM transforma equivalencias débiles en isomorfismos existe un tnico
funtor RM : HoC — HoCps tal que RMP = RM.

Sea g: X — Y en Cgr, entonces

RMJIP(g) = RMJP.I(g) = RMPJI(g) = RMJI(g) = [RMglrmx.my = lg]xy=
=Ps(g)- Luego RMJI([glx¥) = lglx.v-

Sea g : X — Y en C, entonces

JIRM P(g) = JIRM(g)=JI([RMg)rax,raey)=J I P.y(RM g)=J P.I(RMg)
=PJI(RMg) = P(RMyg).

Luego JTRM ([g]x )=
=JIRM([RMry|zy,y[RMRmy |y, ry (9] rmx,ruy [RM Rmx ]E}(,RM);'] [RMrx]x,rx)=

=[RMry)|7yry rary [RM Ry | rary,ruy [9)Rax rmey [RM Rmx Riyx maax [RM x| rax R x =

Il

=1rmy lrmy (9] rvx, rav LrMx LM x =[g) rarx RMY -

La equivalencia natural ¢’ : id — JIRM se define por
e = [RMRmx|gx rux[RMrx]xrx.

Se concluye que las tres categorias son equivalentes.
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I1.3 Categoria bajo un objeto

A continuacién se vera qué sucede con la homotopia en el caso de la categoria bajo
un objeto de una categoria de cofibraciones y se justificara la definicién de homotopia

relativa dada anteriormente.

Proposicién I1.3.1 Sea C categoria de cofibraciones y B objeto en C. Entonces CB,

categoria bajo B, es una categoria de cofibraciones.

Demostracién:

Se definen las equivalencias débiles y las cofibraciones como los morfismos de CB que
son equivalencias débiles y cofibraciones respectivamente en C.

CF1: Se induce trivialmente de C.

CF2: Se comprueba facilmente observando que (u, A){f,:}=(:fu, A{f,i}) para toda
cofibracién 7 : (u, A) — (tu,C) y morfismo f : (u,A) — (fu, X).

CF3: Sea un morfismo f : (u, A) — (fu, X), toda factorizacién de f en C induce una
en CB. §i (4, 2, q) es dicha factorizacién, entonces (j, (ju, Z),q) es una en CB.

CF4: Es facil ver que (u, X) en CPB es fibrante si y sélo si X es fibrante. De donde se
concluye que los modelos fibrantes de un objeto (u, A) son de la forma:

ra:(u,A) = (rau, RA).
0O

Nétese que aunque C no tenga objeto inicial, 1g : B — B si es objeto inicial en CBy,
por tanto, un objeto (%, A) es cofibrante si y sélo si ¢ es cofibracién. Luego si A es fibrante
e ¢ cofibracidn, (¢, A) es fibrante y cofibrante.

Por otro lado, si (i, A) es un objeto cofibrante, entonces (i, A)U (3, A) = ((?)oi, B{i,i})-
Asi ({10,121}, Z*,p) es un cilindro relativo a i en C si y sélo si ({40,411}, (i0?, Z*), p) es un
cilindro relativo a la cofibracién inicial en CB. Por lo visto en el parrafo 1.3 se concluye
que [(¢, A), (u, X)] = [4, X]“©) y que existe la categoria CEh.

Siguiendo un procedimiento andlogo al desarrollado en el pérrafo I1.2 se obtiene
[(u, A), (v,C)] conjunto de morfismos de HgCB, que por definicién coincide con
[RM(u, A), RM (v, C)].

Luego si (', Z, g) es una factorizacién de u y se designa Z = Mu, ¢ = m, y M(u, A)=

=(u', Mu) entonces

[RM (u, A), RM (v, C)] = [(rasut’, RMu), (rasov’, RMv)] = [RMu, RMy] 4 (7aut),
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Teorema I1.3.1 Los corchetes [RMu, RMv] ™ (4.4 [Mu, RC]7e**) son biyectivos.

Demostracién:
Obsérvese que Rm, : RMv = RC es equivalencia débil entre objetos fibrantes, apli-

cando la proposicién 1.3.6 y como (Rmv)(ra, )V = rcv se tiene que
[RMu, RMo] ¥ ae¥) o [RMuy, ROV (),

Por otro lado rps, : Mu > RMu es una cofibracién trivial y usando el teorema 1.2.2
se obtiene que
[RMu, RC]rcv(TMuu') & [Mu, RClrcv(u')_
]
Nétese que si u es cofibracién y C es fibrante entonces, por el teorema anterior,
[(u, A), (v, C)] coincide con [4,C]*™), por otra parte, si B = ¢ se tiene [RM ¢4, RM ¢c]=
=[RM A, RMC] biyectivo a [M¢a, RC]=[MA,RC] y por localizacién se tendria que
[A,C]= [MA,RC].
Por la definicién de RM f y R(fma) ~ (Rf)(Rma), vista en el parrafo I1.2 anterior,

el siguiente diagrama es completamente conmutativo salvo homotopia:

RMA RMC
/ (RF)(Rma) \
MA
r%'*\ /C
A C

f

se tiene que dado un morfismo f : A — C, se le asocia [(Rm¢)(RM f)raya] = [rcfmal-
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Grupos de homotopia

Uno de los objetivos principales de cualquier teoria de homotopia es la obtencién de sus
grupos. En este capitulo, al igual que sucede con la homotopia ordinaria de los espacios
topoldgicos, se desarrollan primeramente los grupoides de homotopfa y se obtienen algunas
de sus propiedades, usadas posteriormente en los grupos de homotopia. También se hace
un analisis del caracter funtorial de éstos tiltimos, asi como un estudio de sus propiedades

mas caracteristicas.

III.1 Grupoides de homotopia

En teorfa de categorias un grupoide es conocido como una categoria con morfismos
inversibles. Un ejemplo bien conocido de ellos es el grupoide fundamental de los espa-
cios topoldgicos (ver S. MacLane [34]). Aquf se hace una generalizacién a categoria de
cofibraciones de dichos grupoides de homotopfa.

Dado ({i0,71}, Z*, p) un cilindro relativo a una cofibracién i : B ~— A, X objeto fibrante
y un morfismo u : B — X, se va a obtener un grupoide cuyos conjuntos de morfismos son
(2, X){=9}(loir)) donde z,y € Hom(A, X)*®)| que seran los objetos.

Sean z,y,z € Hom(A,X)“", Se define

(a) — : [2¢, X] (=3 (lioia]) (¢, X]weHlioir)) por

[H] = [H]
(b) % : [Z, X]f=ad(lioin)) x [ZF, X]lwadlinia}) _, [ZF, X]=2Hioin]) por
[F]+[G] = [F xG]

donde H, F x G son las inducidas por la proposicién 1.1.2 de las respectivas homotopias

soluciones para la propiedad simétrica y transitiva de la proposicién 1.3.1.

21
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En esta definicién de — y * aparecen, por el lema 1.1.2, morfismos [, m, n y objeto Z

que se notaran en estos casos por (I",m",n",Z") y (I'm/,n', Z') respectivamente.
Proposicién ITL.1.1 —, * son aplicaciones.

Demostracién:

Por simplificar se notard j = {io, i1}, k = 1o U %1, considerando el siguiente cuadrado:

{iy Uip, 1 U}

A{ti31, 1410}

(B{i,i}){k, k}

{ig, 1 ~|pPup

z* i A{ir, i}

donde ({l,3}, Z%,p"), ({ih,i1},27,p') son cilindros relativos respectivamente a kyj;
p' Up' es equivalencia débil por el teorema 1.2.1. Entonces {;,\C_}'/}n : {Fo,Go} =~ {F1,G1}
rel. kcon F:Fo~ Firel. j,G:Go~Gyrel. jy {E\Cﬁ la extensién de {F, G} relativo
a la cofibracién trivial /, donde [ y n son los del lema 1.1.2 aplicado al cuadrado anterior.

El corolario 1.2.4 aplicado a los cuadrados de definicién de — y * nos da el resultado

buscado.

Sea 1, = [zp] € [2¢, X]{==) o)),

Lema IML.1.1 Dado [F] € [Z}, X]|{zwd(loia))
(i) [F] =1, = [F].
(“) 11 * [F] = {F}

Demostracién:

(i) Por la definicién de * y por el teorema 1.2.2 basta demostrar {F,yp} ~ FI' rel. k,
donde F es la extensién de F relativa a la cofibracién trivial n'.

La homotopia buscada es Fn donde F es la extensién de F' relativa a la cofibracién

trivial I, donde [ y n son obtenidas por el lema I.1.2 aplicado al siguiente cuadrado:
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n', n'ip,l'
(Bli, Pk, b} el

{8 T | ~. m’

\ ~
4 {p,p}p"

(i1) Demostracién similar sustituyendo {n’,n’i;p,!'} por {n'igp,n’,l'}.

Lema IIT1.1.2
Dados [F] c [Zi, X](”’y}({imil}), [G] c [Zi’X]{y,z}({‘io,il}) y [H] € [Zi,X]{Z,w}({‘io,‘il})
entonces ([F] * [G]) x [H] = [F] = ([G] * [H]).

Demostracién:

Por el corolario 1.2.4 basta demostrar que { F*G, H} ~ {F, GxH} rel. k. La homotopia
buscada es { {;,\G/}, {C/r'_,\H/}}n donde {;,\é/}, {C/r':\lj} son las extensiones respectivas de
{F,G}, {G, H} relativas a la cofibracién trivial I y {{E\G/}, {5,\1;}} es la extensién de
{{;,\C_?/}, {C/r':\H/}} relativa a la cofibracién trivial / y donde I, n son definidas por el lema
I.1.2 aplicado al siguiente cuadrado:

{n'ui),(G)ua}y
(B{i,i}){k, k} ZH{I'n, o}

{75, ~ [{m',m'}

k
Z : {p,p}p" 4

Nétese que {m',m’'} es una equivalencia débil pues lo son sus componentes y sale de

un push-out donde hay una equivalencia débil.

Lema II1.1.3 Dado [F] € [Z¢, X]|{zv} ot}
(i) [F]* [F] = 1..
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(i) [F] % [F] = 1,.

Demostracién:

(i) zp = xm'n’, de donde se deduce que zm’ es una extensién de zp relativa a n/,
entonces, por la definicién de * y el corolario 1.2.4 basta ver que {F, F} ~ zm/l'=
=z{p,p} = {zp, zp} rel. k.

La homotopia buscada es ﬁ‘ n donde F es una extensién de F relativa a la cofibracién
trivial ", F es una extension de F relativa a la cofibracién trivial I, donde ! y n son

obtenidas aplicando el lema 1.1.2 al siguiente cuadrado:

III; I/, III . X "y
(B, i) {k, k} ", Viop, w"iar} -,

(i, | m

k = A
Z {p,p}p"

(ii) Demostracién andloga a la anterior cambiando el morfismo {I”,n", ["igp, n'"4; p} por

{nn’ ", n"iop, l"ilp}.
[m]

Teorema IIL.1.1 Si se toma como conjunto de objetos Hom(A, X)) y como morfismos
de z en y, [ZF, X]{=vtlioi1)) se tiene un grupoide, que se notard por H;Cx.

Dicho grupoide se denomina grupoide de homotopia relativo a la cofibracion i.

El conjunto de morfismos y el conjunto de objetos de H;Cx hacen las veces de los
J y J J VX
caminos y los puntos de los espacios topoldgicos. Por otro lado las operaciones — y
* equivalen, respectivamente, al inverso de un camino y a la composicién de caminos,
y los lemas son los analogos a los respectivos que dan los neutros, asociativa e inverso
homotépicos del grupoide de homotopia de dichos espacios topoldgicos.
Se analiza, a continuacién, la relacién existente entre los morfismos y los objetos que
) b

definen los grupoides.

Proposicién I11.1.2 Seani: B A, j : D ~C cofibraciones, g: C — Ay f: 2" — Z*

morfismos de forma tal que hacen totalmente conmutativo el diagrama
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gUg

D{j,5} B{1,1}
{J'o,J'l}\I T{io, i1}
VAl ! VA
o
C 7 A

donde ({40,451}, Z',p), ({Jo,51}, 2%, q) son cilindros relativos a las cofibraciones i y j res-

pectivamente. Entonces f induce un funtor f* : H;Cx — H;Cx.

Demostracion:

Se define f*([H]) = [Hf]. La definicién no depende de la homotopia represehtante H
escogida, por la proposicién 1.3.4.

Se vera, a continuacién, que f*([F] ' [G]) = f*([F])*f*([G]), donde *' y % representan
la composiciéon de morfismos er‘l las respectivas categorias con (I',m’,n',Z") y (I, ™, %, 2)

los respectivos morfismos inducidos en/lg_/scuadra,dos de definicién de las operaciones.
La homotopia buscada es {{E\G/}, {F?,\G/f}}n donde {E,\G/}, {F?,\G/f} son las ex-

tensiones respectivas de {F,G}, {Ff,Gf} relativas a las cofibraciones triviales 7, I;

{{;,\G/}, {F?,\G/f}} es la extensién de {{E,\C-?/}, {F?,\G/f}} relativa a la cofibracién trivial

Iy donde I, n son los morfismos obtenidos aplicando el lema 1.1.2 al siguiente cuadrado:

’

(D{5,i}){s,s} (C, oI (f U ), 1}

{40, 3¢ T ~ | {m’, gri}

A A

1

99¢

donde s = {jo,j1}-
Obsérvese que el conjunto de morfismos entre un objeto es un grupo y, por tanto,
f* restringida a estos grupos es un homomorfismo, en particular conserva el morfismo

identidad 1, = [zp].

Definicién III.1.1 Dado el siguiente cuadrado conmutativo
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D ! B
S
C g A

se define el cilindro de g, que se notard por Zg,-como el morfismo n inducido por el lema
1.1.2 en el siguiente cuadrado:
., ieg,irg} .
D{jj}——————— Z

{jo, 51 }T o~ P

]
Z 99

Corolario III.1.1 (Zg)* : H;Cx — H;Cx es un funtor.

Demostracién:
Basta observar que n = Zg : Z9 — Z, (I{io,%1}, Z,m) es un cilindro relativo a i y
aplicar la proposicién II1.1.2 anterior.
[m}
A la hora de construir los grupoides se ha fijado un cilindro, cabe preguntarse qué
sucede cuando se elige otro cilindro. Como consecuencia de la proposicion anterior surge

la respuesta.

Teorema I11.1.2 Dados ({i0,i1},Z%,p), ({jo,s1},K*,q) dos cilindros relativos a i, los

respectivos grupoides H;Cx, H{Cx son isomorfos.

Demostracién:
Basta considerar la proposicién 1.1.2 y el corolario 1.2.5. Observando que por la
proposicién II1.1.2 anterior aplicada a los casos (f = n,g = 1)y (f =1, 9 = 1) se

obtienen los funtores inversos
n*(l*)'l :H;Cx — H{Cx, l"(n*)'l : H;Cx — H;Cx

Nétese que (I{éo,2:} = n{jo,J1},Z,m) es un cilindro relativo a la cofibracién ¢ y que el

inverso de un funtor como aplicacién también es inverso como funtor.
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En la obtencién de — y de * se han considerado fijos, respectivamente, (I, m",n", Z"),
(F,m',n', Z"). Se puede cuestionar qué sucede si se consideraran otros paréntesis de este
tipo a la hora de definir dichas aplicaciones. El siguiente teorema demuestra la invarianza

de dichas operaciones respecto de los paréntesis considerados.

Teorema II1.1.3 Dados los siguientes cuadrados conmutativos:

S

e€{0,1}

.
—
2
-—t
>

h<

A

Ye

con go =~ g rel. i. Entonces (E)ono ~ (ﬁ)lnl rel. 1, donde (ﬁ)e es extension de
H: X — K con K fibrante, relativa a la cofibracidn trivial l., donde ., n. son obtenidos

aplicando el lema I.1.2 a los cuadrados anteriores, € € {0,1}.

Demostracién:
Sea G : gop ~ g; rel. i. La homotopia buscada es {(H)o, (H);}n, donde {(H)o, (H)1}
es la extensién de {(H)o, (H);} relativa a la cofibracién trivial I, donde /, n son obtenidos -

aplicando el lema 1.1.2 al siguiente cuadrado:

noUn;
B{s,i} X{lo, 11}
{io,il}T ~| {mo,m1}
A P Y
a
Corolario III.1.2 Dados los cuadrados
J
B > X
0,1
zT ~1h¢ celon
A Y
ge

donde go ~ gy rel. i, hg ~ ﬁ1 rel. j, entonces (I?)Ono ~ (ﬁ)lnl rel. 1.
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Demostracién:

Fijando el morfismo kg y utilizando el teorema II1.1.3 anterior surgen dos morfismos
Foo, Fip : A — K hométopos relativos a i. Fijando ahora ¢g; y aplicando el mismo teorema
a Foo y Fyo surgen cuatro morfismos Fooio, Foo11, Fio10, Fio11 : X — K todos homdétopos
relativos a j. Pero Figio es hométopo a F relativo a j por el corolario 1.2.4. Por ultimo,
fijando g; y hy y aplicando el cuadrado a Fpoy; y F' se obtienen Fppii11 v Fi1 hométopos
relativos a 7, pero por el mismo corolario, Fyo1131 €s hométopo a Fyo relativo a ¢, lo que

concluye el resultado.

Finalmente se vera cémo actta f, : HjCx — H;Cy.

Proposicién I11.1.3 Dade f : X — Y morfismo enire objetos fibrantes, entonces

fo : HiCx — H;Cy es un funtor.

Demostracién:

Se define f,([H]) = [fH] que no depende del representante elegido como se vio en la
proposicién 1.3.3.

F([F1*[G]) = fu([F]) * fu([G]) si y sélo si f(F+G) ~ fFx fG rel. {io,41} si y sélo si
F{F,G} ~ {fF, fG} rel. ip U1; lo cual es evidente pues no sélo se cumple la homotopia

sino la igualdad.

III.2 Grupos de homotopia

Toda teoria de horhotopia tiene asociado unos grupos denominados de homotopia, que
poseen un caracter funtorial. Aqui se generaliza este concepto para categoria de cofibra-
ciones y se obtienen sus principales propiedades, relativas a objetos débilmente equiva-
lentes, homotépicamente equivalentes, contractiles y relativas a la unién de objetos.

Antes de definir los grupos de homotopia se introduce el concepto de categoria basada
y se analizan algunas propiedades que seran utilizadas posteriormente en la construccién

de dichos grupos.

Definicién I1.2.1 Dada C categoria de cofibraciones con objeto inicial ¢, un objeto

cofibrante A de C se dird basado cuando existe un morfismo a: A — ¢.
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Definicién II1.2.2 Un morfismo f : A — B se dird basado entre (A, ), (B, B) si Bf=
=a.
f
B

N\ /B
¢

A
o

Proposicién II1.2.1 Los objetos basados de C con los morfismos basados forman una

categoria denominada categoria basada de C, y que se notard por C(¢).

Nétese que (¢, 1) es objeto cero en esta categoria y que, por tanto, existe el morfismo

0 = ¢pa : (A,a) — (B, B) para cualquier par de objetos de C(¢).

Proposicién II1.2.2 C(¢) verifica CF1, CF2 y CF3 con las cofibraciones basadas y

equivalencias débiles basadas.

Demostracién:

CF1: Por la proposicién I1.2.1 es obvio.

CF2: Basta observar que flada, una cofibracién ¢ : (B,) — (A,a) y un morfismo
£+ (B,B) = (X,w), (B,A){f,i} = (B{f,i}{w, a}).

CF3: Dada f: (A,a) — (X,w) si (5, Z,q) es una factorizacién en C de f, entonces
(4, (Z,wq), g) es una factorizacién de f en C(¢).

O
Otro concepto, generalizado de los espacios topoldgicos, necesario para la definicién

de los grupos de homotopia es el de suspensién de un objeto.

Definicién IT1.2.3 Dado un objeto basado (A,c) se define la suspensidn de A, como el

siguiente push-out:

AUA o) ¢
{io,il}T T¢5A
ZA SA
{o,a}

donde ({i0,41},ZA,p) es un cilindro relativo a la cofibracidn inicial ¢4.

Obsérvese que AU A es basado por CF2 anterior, ZA por CF3 y por tanto SA. Usando
esto ultimo se puede iterar el proceso y definir S"A = S(5"'A), n € N, donde S°A = A.

Aplicando el teorema 1.2.3 se tiene
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Proposicién I11.2.3 [S"A4, X] es biyectivo a [Z5™ 1A, X]100Miois}) 4 por tanto, es
gv{upo.

Definicién II1.2.4 Se define el n-grupo de homotopia de un objeto X de C referido a
un objeto basado (A, ) por 12(X) = [S"A, X].

Nétese que por la proposicion II1.1.2 dicho grupo estd definido salvo isomorfismo.

El cardcter funtorial y algunas de las principales propiedades de los grupos de homo-

topia se analizan a continuacién.

Definicién II1.2.5 Dado un morfismo f: X — Y, se define
T (f) = (Rf)u 1 13(X) — m(Y).

Proposicién I11.2.4 72(f) es un homomorfismo de grupos.

Demostracién:

Consecuencia inmediata de las proposiciones 1.2.3 y II1.1.3.

Proposicién II1.2.5
(i) 7 (1x) = Leacx)-
(it) 73 (gf) = T (g)mi (f).

Demostracién:
Obsérvese que R(gf) ~ (Rg)(Rf) y que Rl ~ 1 y por la compatibilidad de la homo-

topia con la composicién se concluye el resultado.

[m]

Corolario II1.2.1 Dos objetos débilmente equivalentes tienen grupos de homotopia iso-

morfos referidos a cualquier objeto basado.

Demostracién:
Si f: X ©Y es equivalencia débil entonces Rf : RX = RY también lo es y por el
teorema 1.3.6 (Rf). es biyeccién.
[m}
Es conocido que espacios homotdpicamente equivalentes poseen grupos de homotopia
isomorfos. Este resultado también se cumple en este caso, para ello es necesario extender

el concepto de espacio homotdpicamente equivalente en categoria de cofibraciones.
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Definicién II1.2.6 Dados dos objetos X, Y se dirdn homotdpicamente equivalentes cuan-
do ezisten morfismos f : X =Y, g:Y — X tales que rxgfmx ~rxmx yryfgmy >~

™~ rymy.

1R

Proposicién II1.2.6 Si X, Y son homotdpicamente equivalentes entonces mi(X)

= A(Y),VneN

Demostracién:
Si rxgfmyx ~ rxymx se tiene R(rxgfmx). = R(rxmx). y observando que mx y rx
son equivalencias débiles y por el teorema 1.3.1 se concluye que (Rg).(Rf). = 1.
De forma analoga se obtiene (Rf).(Rg). = 1.
a
En la homotopia ordinaria de los espacios topolégicos se tiene el concepto de espacio
contrictil como espacio homotépicamente equivalente a un punto. En una categoria de

cofibraciones con un objeto final £ una forma de extender dicho concepto es:

Definicién II1.2.7 Un objeto X es contrdctil cuando es homotdpicamente equivalente al

objeto final €.
Proposicién II1.2.7 Si X es contrdctil entonces 74(X) es el grupo trivial, Vn € N

Demostracién:

7(g) posee un tinico elemento.

a
Por dltimo, se estudian algunas propiedades sobre el objeto referencial de los grupos
de homotopia.

Por ser S¢ = ¢, se observa que m#(X) es el grupo trivial, para cualquier objeto X.

Proposicién II1.2.8 Dados dos objetos Ao A, cofibrantes y dados ({3,132}, Z Ao, 1°),

({23,341}, Z A4, p"), dos cilindros respectivos, se tiene que
({Zg U 7'(1)’3? u l}}> ZAO u ZAh Po u pl)

es un cilindro de Ao U A;.
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Demostracién:

{8 Udd, e Ual}=({s3, 4%} U {3, 1}1)({jo U jo, 41 U 71}), por tanto cofibracién por ser
composicién de ellas, pues {jo U jo, 71 U j1}) es cofibracién p:or ser un isomorfismo, cuyo
inverso tiene la misma notacién y {29,19} U {4,711} es cofibracién por el corolario 1.2.1.

Por el mismo corolario p° U p' es equivalencia débil y (p° U p'){ig U 5,3} U il}=

={1u1,1U1} = {1,1}.

Teorema IIL.2.1 rfoY4i(X) = rdo(X) x 741(X), Vn € N

Demostracién:

Observando el siguiente push-out,

{O‘Ox a1, aﬂ,al}

(Ao U A1) U (AU Ay) ¢
(BUb us}}T Tds
ZAgU ZA, SAyU SA;

{ao, Oto} U {al, al}

se tiene que S(Ao U A;) = SA, U SA;, por tanto [S(Ag U A4;), X] & [SA4, U SA,, X].
Iterando el proceso resulta que [S™(Ao U 4;), X] = [S" 4o U S™Ay, X].
El isomorfismo buscado es ((jo)*, (J1)7) s wAoVA( X)) — g (X)) x w41 (X) definido por

(Go)™s Gu")UFD) = (Go)* (LD, G (LFD)-

La proposicién I11.1.2 aplicada al siguiente diagrama,

i Uje
AE U A€>J——J" (AQ U Al) U (Ao U Al)

{3, ii}T T{ig udd,duil}
ZA > L7 AU ZA,

,,SIN .

A >———AU 4,

€

e € {0,1}

pO Upl

da que (j.)* es un homomorfismo y, por la proposicién II1.2.8 anterior, se concluye la

inyectividad y, por tanto, el resultado.
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Teorema II.2.2 Dado un cuadrado conmutativo

B ! B’
i
A g A

entonces existe un funtor ¢* : HyCx — H;Cx.

Demostracién:

Basta considerar el siguiente diagrama y aplicar la proposicién II1.1.2

B{i,i} 2L B, i)
{io,il}T ij
S _JaTD__,
pl"' ~l q
A —a

donde (j, Z¥, q) es una factorizacién, por CF3, del morfismo

{9p, 1,1} : B{i,i}{{io, i}, g U g} — A"

43

Obsérvese que (j{ig,%1}, Z",¢q) es un cilindro relativo a la cofibracién ¢, y que g* =
q s q

=((g09)"

0

Corolario II1.2.2 Dado g : (A,a) — (A',¢’) un morfismo basado, entonces g* induce

un homomorfimo de grupos g;, : 7A(X) — 72(X).

Demostracién:

g: = (S"g)* : [S"A, X] — [S5"A, X], donde S"g se define inductivamente con Sg =

=1Uj(gUyg): SA— SA.

[m]

Corolario II1.2.3 Si g : (A,a) — (A',d) es una equivalencia débil basada entonces

gt 72 (X) = 7A(X) es un isomorfismo.
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Demostracién:
Nétese que, en este caso, {gp, 1,1} es una equivalencia débil y entonces se puede tomar,
en la demostracién del teorema I11.2.2, j = 1, por lo que Z* es un push-out y basta aplicar

el teorema 1.2.3. Por otro lado SA’ es también un push-out:

6 —— ¢
¢5A\I I¢5A'
SA 59 SA

Reiterando el proceso se obtiene el resultado para S"A', n 2 1.



Capitulo IV

Homotopia funtorial

Toda homotopia obtenida a través de un cilindro natural da lugar a una categoria de
cofibraciones, cabe preguntarse si los grupos de homotopia de ambas teorias son isomorfos.
Por otro lado, toda categoria aditiva con cono natural da origen a una con cilindro natural,
también aqui se plantea la misma cuestién. La homotopia aditiva con funtores adjuntos
y limites y colimites finitos tiene asociada una categoria de modelo en el sentido de D.G.
Quillen [36] y otra vez surge la misma pregunta. En este capitulo se responde a eilo viendo

que los grupos son isomorfos en todos los casos considerados.

IV.1 Categoria con cilindro natural

H.J. Baues [2] da la definicién de categorfa con cilindro natural. Un estudio mds de-
tallado de este tipo de categorias es realizado por los autores en [6]. En este parrafo se
estudian, usando los resultados obtenidos en los capitulos anteriores, los grupos de homo-
topia de dichas categorias, pues éstas inducen categorias de cofibraciones, concluyéndose
que los grupos de homotopia obtenidos en ambas teorias son isomorfos.

Previamente se recuerdan las definiciones basicas y resultados que se usaran posterior-
mente. Estos resultados, salvo que se vaya a usar notacién de la demostracién, se dardn

sin ella. Para una visién més completa de esto puede consultarse [2] y [6].

Definicién IV.1.1 Una I-categoria (categoria con cilindro natural), es una categoria
C con objeto inicial ¢, un funtor cilindro I : C — C , transformaciones naturales
t0,81 2 tdc — I, p: I — idc, y una clase distinguida de morfismos cof., denomina-

dos cofibraciones verificando los siguientes axiomas:

A5
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I1: Axioma de cilindro.
pte =1, para e € {0,1}
I2: Axioma de push-out.

Dada una cofibracion i : B — A y un morfismo f : B — X, existe el siguiente

push-out,

X
Tz
=—B{/.i)

donde i es cofibracion. El funtor I transforma push-outs en push-outs: I(B{f,i})=
=IB{If,Ii}. Ademds [$ = ¢.

I3: Axioma de cofibracién.

Para cualquier objeto X, el morfismo inicial ¢x : ¢ — X es una cofibracion.

La composicion de cofibraciones es cofibracion. Ademds, toda cofibracién i : B — A
verifica la siguiente propiedad de extensién de homotopia (PEH):

Sea € € {0,1}, para cada diagrama conmutativo del tipo,

i

B B
i\r JH
A

X

existe un morfismo extension B, : [A — X tal que E.(I1) = H y Eci. = f.

I4: Axioma de cilindro relativo.

Para una cofibracion ¢ : B »— A, el morfismo j = {Ii,io,11}, definido por el siguiente
push-out es una cofibracidn:

{i0,41}
BUB—— IB

iUiT T-U-z
Iz

AUA—— J

{10,011} NJ
N
IA

{i0, 41}
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I5: Axioma de intercambio.
Eziste una transformacidn de intercambio t : II — II, verificando t(i.I) = Ii. y

t(Ii.) = 1.1, para e € {0,1}.
Como consecuencia inmediata de esto surge,

Proposicién IV.1.1
1. Todo isomorfismo es cofibracion.
2. {ip,21} : AUA — IA es cofibracion.
3. 10 e 11 son cofibraciones.
4. I({f,9}) = {If,1g}. Como caso particular I(fU g)=1fU Ig.

5. El cilindro de toda cofibracién es cofibracion.

Definicién IV.1.2 Sean i : B — A cofibracidn, fo, fi € Hom(A, X)) conu: B — X,
se dird que fy es homdtopo a fi relativo a i si eziste un morfismo F : A — X tal que

hace el siguiente diagrama conmutativo:

{up)f()»fl}

_—

J X
{Ii io, zk ﬁ:

ITA

Proposicién IV.1.2 La homotopia relativa a ¢ es una relacién de equivalencia.

Demostracién:

(a) Reflexiva.

fp: f~frel i

(b) Simétrica.

SiF: fo~ firel i entonces £ =FEi;: fi ~ forel. i,donde E : ITA — X es la

extension del siguiente cuadrado:

J 1J
{Ii,ig,4} T [ {upp, F, for}
IA X

fop
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(c) Transitiva.
SiF:for~firel i,G: fi > fo rel. 1 entonces FF A G = Diy : fo =~ fo rel. ¢, donde
D :ITA — X es la extensién del siguiente cuadrado:
)
J—— 1
T

{Ii,i0,1:1}

i {upp, F, G}
IA X
fip

O

Teorema IV.1.1 Toda I-categoria es una categoria de cofibraciones con todos sus objetos
fibrantes y cofibrantes usando como equivalencias débiles las equivalencias de homotopia

y como cofibraciones la clase cof. de la I-categoria.

Proposicién IV.1.8 f, ~ f; rel. i en una I-categoria si y sélo si fo ~ f, rel. i en la

categoria de cofibraciones asociada.

Demostracién:

Basta observar que en el siguiente push-out,

{@oip, 101}

B{i,i}

J
{1i, z'o,il}T T{ia,i’l}

1A VA

({zh,40}, Z',p' = {1,1,p}) es un cilindro relativo a s.
0%

Como consecuencia de esto se tiene que [A, X]*() coincide en ambas teorfas.

Proposicién IV.1.4 Sean ug,u; : B — X morfismos tales que G : ug ~ uy, 1 : B A
cofibracion. Entonces G* : [A, X]*() — [A, X]*() definido por G*([a]) = [EZiw] , donde

E¢ es la extension del cuadrado
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te

B IB
iT Jc
A X

es una aplicacidn, donde € € {0,1}, ¢’ = (¢ + 1) mod. 2.

Demostracién:

G* esta bien definido:

Si H:ax~ frel. i entonces Eio : ESi ~ E§io rel. i donde E es la extension de
siguiente cuadrado:

i

J IJ
i, io,i1}T 1 {G(Ip), B, B3}
IA X

[m]

Corolario IV.1.1 Si D y E son extensiones de un mismo cuadrado con transformacion

ic entonces Di, ~ Ei, relativo a la cofibracién de dicho cuadrado.
Corolario IV.1.2 G* es una biyeccion.

Demostracién:
U . . . ’ . .
G* y G son aplicaciones inversas pues Ef,.. y E; son extensiones de un mismo
a *¢

cuadrado y por el corolario IV.1.1 anterior se concluye el resultado.

(]

Proposicién IV.1.5 Sean Go, Gy € Hom(IB, X){wem1}ioi1}) con Gy ~ Gy rel. {io, 41}
Entonces G5 = G5, ¢ € {0,1}.

Demostracién:
Sea [a] € [A, X]*(), se tiene que G§([a]) = [D%ix] y Gi([a]) = [Egie].
Sea H : Gy ~ Gy rel.” {ip,41}, entonces Ei.s : D%t o Egio rel. i, donde E es la

extensién del siguiente cuadrado:
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J 1J
{Ii,io,il}y J {Ht, D5, E5}
IA X

ap

con t la transformacién de intercambio.

]
Dados z,y € Hom(A, X)*® se notara por Hy(z,y) = [[A, X]{#wp=u}{Tisoir} Se definen

" Hi(z,y) — Hi(y,z)
A Hi(z,y) X Hi(y,2) — Hi(z,2)
de forma natural por [F] = [F]y [F] A [Gl=[FAG]
Proposicién IV.1.6 "y A son aplicaciones.

Demostracién:
Sea H : Fy ~ Fy rel. {Ii, 10,11}, entonces
{uppp, H, zpp} : {upp, Fo, zp} =~ {upp, F1, zp} rel. {io, 1}

y por la proposicién IV.1.5 {upp, Fy, 2p}° = {upp, Fy, zp}° y por tanto

[£0] = {upp, Fo, 2p}°(lep]) = {upp, F1, zp}°([ep]) = [F1].
Supéngase ahora Fy ~ Fi rel. {Ii,io,i} y G : Go ~ Gy rel. {Ii,ic,41}. Por lo
demostrado anteriormente existe F : 13'0 o~ 13'1 rel. {I1,%0,%;}. Entonces
{uppp, F,GY} : {upp, Fy, Go} ~ {upp, Fy, G1} rel. {io,,}.
Por la proposicién IV.1.5 {upp, Fy, Go}° = {upp, F1,G1}° y por tanto
[Fo & Go] = {upp, Fo, Go}°([yp]) = {upp, F1, G1}°(lyp]) = [F1 & G4).

[m}

Una vez creadas las herramientas necesarias se van a obtener unos resultados que
concluiran con el objetivo buscado, ver que los grupos de homotopia de una I-categoria
son isomorfos a los respectivos de su categoria de cofibraciones asociada por el teorema

IvV.1.1.

Sea w = A — Z' el morfismo definido en la proposicién I1V.1.3,
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Teorema IV.1.2 Dada [F] € [Z}, X|I=v}W0iD) y [G] € [Z¢, X w=}{ioi D)

(i) w*([F]) = w*([F]).
(i) w*([F] % [G]) = w*([F]) aw™([G]).

Demostracién:

(i) Sea (—1) = E4; donde E es la extensién del siguiente cuadrado:

B{i,1} IB{Ii, Ii}
{10,41} T {w,iop}
Zi isp’ Zz'

Dado H : Z' — X se notara —H = H(—1).

p'p v p'E son extensiones dei cuadrado

B{i, i} ® L IB{Ii I}
{ia,ii}T {p,p}
7 , A
14

y por el corolario IV.1.1 se concluye que p’ ~ —p' rel. {i},1}}. Por el teorema III.1.3,

observando el siguiente cuadrado se tiene que [F] = [—F].

{11, 40}

B{i,i} >——— gz

A

{to, 11} 7z o~ 4
AR
VA jp, A

Se concluye que w"‘([f]);:w*([—F])=[FEilw]z[FE(Iw)il]z{ﬁz]zw*/([F\‘]), pues
FE(Iw) es una extensién del cuadrado que define Fw, y por el corolario IV.1.1 FE(Iw)i; ~

~ Fo rel. {Ii,io,i}.
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(ii) Se define 7 = Di; : Z¢ — A{4},45} donde D es la extensién del siguiente cuadrado:

%

B{i,i}

{#0,11} T 1 {(~p)w, 1w}

IB{Ii, Ii}

z ———A{11, 50}

ol P

Se notard F -G = {F,G}n.

pp v {p',p'} D(Iw) son extensiones respectivas de los cuadrados

io io

J 1J J 1J
\Y
{13, ioﬂ'l}\f 1 {ipp,p,p}  {Ii,d, ix}l J {ipp, (—p')w, P}
IA A TA A
p p

ysiH:p=puwx (—pwrel. {Ii,io,4} entonces {ipp, H, pp} : {ipp, p,p} =~ {ipp,(—p")w,p}
rel. {i5,41} ¥, por la proposicién IV.1.5 p ~ (p' - p')w rel. {Ii,ip,%1} 0 equivalentemente,
por ser biyectiva la aplicacién w* : [Z, At leit) 5 [TA, AJtpt I {Tiois)) |yt o~ pf - pf
rel. {#,1}.

Por el teorema I11.1.3 aplicado al siguiente cuadrado se tiene que [F - G| = [F' * G,

i -

B{i,i}>—————— A{d, iy}
~ |
{ie,ia}T Alil,ipy b ~| PP}
/r' {P’,m

z 2 A
p-p

Por lo ya visto (—F)w ~ Fuw rel. {Ii,iq,i;} y de forma andloga a la anterior
{upp, (~F)w,Gw} = {upp, Fw, Gw} rel. {io, i1}

y por la proposicién IV.1.5, {F, G} D(Iw)i; ~ Fw A Gw rel. {Ii,iq,i1}, pues {F, G} D(Iw)

es una extensién para el cuadrado de definicién de Fw A Gw sustituyendo {upp, Fo, Guw}



IV.2. Categoria aditiva con cono natural 53

por {upp, (—F)w, Gw}. De donde se concluye
w*([F] * [G]) = w*([F - G]) = [{F,G}Diw] = [{F,G}D(Iw)i] = [Fw A Gu] =
—u([F) 8w ((G)).
m}

Corolario IV.1.3 H;Cx con objetos el conjunto Hom(A, X)) y morfismos H;(z,y)
es un grupoide isomorfo al respectivo HiCx obtenido en la categoria de cofibraciones

asociada.

Demostracién:
Es evidente observando que w* es una biyeccién y que por el teorema IV.1.2 anterior

se conservan las operaciones.

Corolario IV.1.4 H;(z,z) = [Z}, X|{==}{%4D) como grupos.

Se nota por (74(X),A) y (72(X),*) los grupos de homotopia con las operaciones

indicadas.
Corolario IV.1.5 (72(X), A) & (72(X), *).

Demostracién:

Un cilindro relativo a la cofibracién inicial es /A pues, en este caso, w = 1.

IV.2 Categoria aditiva con cono natural

En el caso de la homotopia funtorial, los autores [6] y E. Padrén y S. Rodriguez-
Machin [35] han visto que toda categoria aditiva con un cono natural da origen a una
categoria aditiva con un cilindro natural y reciprocamente, donde las homotopias en ambas
teorias son coincidentes. S. Rodriguez-Machin también en [38] hace un estudio sobre las
categorias aditivas con un cono natural. Aqui se usard la nocidn de categoria aditiva con
cono natural y se daran las principales propiedades y consecuencias sin demostracidn,
pues éstas se pueden ver en los trabajos anteriormente mencionados, para concluir con el

isomorfismo que existe entre los grupos de homotopia en ambas teorias.
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Por dltimo, utilizando también los resultados duales y que toda categoria aditiva
con un par adjunto (cilindro-caminos) da origen a una categoria de modelo propia en el
sentido de D.G. Quillen [36], se demuestra que los grupos dé homotopia resultantes de

ambas teorias son también isomorfos.

Definicién IV.2.1 Una C-categoria aditiva (categoria aditiva con cono natural) es una
categoria aditiva A, con un funtor cono C : A — A, una transformacion natural
k :idp — C y una clase distinguida de morfismos cof., llamados cofibraciones, veri-
ficando los siguientes aziomas:

C1: Axioma de push-out.

Dada una cofibracién i : B — A y un morfismo f : B — X, existe el siguiente push

out,

iff: Tz

— . B{f,i
7 {£,4}

donde i es cofibracidn. C transforma push-outs en push-outs: C(B{f,:}) = CB{Cf,Ci}.
Ademds C0 =0, donde 0 es el objeto cero de la categoria.

C2: Axioma de cofibracién.

El morfismo O : 0 — X es una cofibracidn, para todo objeto X. La cémposicio’n de
cofibraciones es cofibracidn. Ademds, toda cofibracidn i : B »— A posee la denominada
propiedad de eztension de homotopia, esto es, tiene una reiraccion r para su cono Cfi,
(r(C7) =1.)

C3: Axioma de cono relativo.

Dada una cofibracion 1 : B »» A, el morfismo | = {C1,k}, definido por el siguiente

push-out es una cofibracidn:

B CB

T,

A —— B{k,i}

% AN
N
CA

k
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C4: Axioma de retraccién.

Eziste una transformacion q : CC — C verificando ¢(kC) = 1.
Como consecuencia inmediata de esto surge:

Proposicién IV.2.1
1. Los isomorfismos son cofibraciones.
2. C{f,9} = {Cf,Cg}. En particular C(f ®g) = Cf ® Cg.
3. k es cofibracidn.
4. El cono de toda cofibracién es cofibracion.

5. {Ck,kC} : A{k,k} —CCA es cofibracidn.

Definicién IV.2.2 Dada una cofibracién i : B ~— A y un morfismo f : B — X, se
dice que f es nulhomdtopo reiativo a i si existe un morfismo H : CB — X tal que hace

conmutativo el diagrama

Bk 00

N

Si la cofibracion i = 0,4 se obtiene la definicidn de morfismo nulhomdtopo. El conjunto

de estos morfismos nulhomdtopos se notard por Nul(A, X).

Definicién IV.2.3 Dados f,g € Hom(A, X)“) se dird que f es homdtopo a g relativo

aisig—f~0rel i
Proposicién IV.2.2 La homotopia relativa a i es relacidn de equivalencia.

Se puede, entonces, definir de forma natural [4, X]“(). Obsérvese que cuando 7 = 0y,

[A,X] = Hom(A, X)/Nul(A, X), y por tanto, un grupo.

Proposicién IV.2.3
FEzxiste una transformacion w: CC — C tal que w(kC)=1 y w(Ck)=1.

Teorema IV.2.1 Toda C-categoria aditiva es una I-categoria aditiva.

Teorema IV.2.2 Toda I-categoria aditiva es una C-categoria aditiva.
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Proposicién IV.2.4 Seai: B — A cofibracion. Entonces f ~ g rel. i en la C-categoria

siy solo si f ~ g rel. © en la I-categoria equivalente.

Por lo anterior, el corchete de homotopia [A, X]*?) coincide en ambas teorias, por
tanto, también coincide en la categoria de cofibraciones asociada.

Usando lo anterior, a partir de aqui, se verad el isomorfismo que existe entre los
grupos de homotopia de una categoria aditiva con cono y la de cilindro asociada, y

reciprocamente.

Definicién IV.2.4 Dado un objeto A, se define TA = coker(ka) la suspension de A.

Obsérvese que dicho coniicleo existe por ser ku cofibracidn y ser éste un push-out.

A 0
k[ o
CA ZA

Tterando el proceso se obtiene A = (X""'A), n € N, donde X°A = A.

Definicién IV.2.5 Dados dos objetos A, X, se define el n-ésimo grupo de homotopia de
X bajo A a (r2(X),+) = [E"A4, X].

En el parrafo anterior se ha visto que los grupos de homotopia de una categoria con
cilindro natural son isomorfos a los respectivos de su categoria de cofibraciones asociada.
Se tiene ahora que una categoria aditiva con cono natural es también una categoria aditiva
con cilindro natural. Se verd que los grupos de homotopia obtenidos en la categoria aditiva
con cono natural son isomorfos a los respectivos obtenidos en la categoria de cofibraciones
asociada a la categoria con cilindro natural procedente de la primera, concluyéndose que

los tres tipos de grupos de homotopia son isomorfos.
Proposicién IV.2.5 Dado un objeto A, SA es isomorfo a TA.

Demostracién:
En este caso aditivo AUA = A®A, JA= A®CA, ip = jo, 11 = jo+i1k: A— ABCA
yp=po: A®CA— A

Observando que lo siguiente es un push-out se concluye el resultado.
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A 0
q ﬁ
cA 54

r

donde r = {0,0}/; con {0, 0} la inducida de {0,0} en el push-out de definicién de SA.
[m}
Es fécil ver que si dos objetos A y A’ son isomorfos en A, existe una biyeccién entre
[A4,X]y [A', X] en cualquiera de las estructuras de homotopia hasta ahora consideradas,

pues en todas ellas la homotopia es compatible con la composicién de morfismos.

Teorema IV.2.3 Sean F,G:CA— X, F:z~y, G:y~ 2.
(i) {2, F} ~ {y, —F} rel. {jo,jo + j1k}.
(u) {$,F} A {va} =~ {17F+G} rel. {]05]0 +.71k}

Demostracién:
Obsérvese que si F': z ~ y entonces {z,F}: A® CA — X hace {z,F}:z ~y.

(i) Se tiene que {z,0, F, —Fw} es una extensién del siguiente cuadrado,

ADA ADA®CA®CA

{io,il}T {l’,.’l:,F,o}

AGCA — g X

entonces {z,0, F, —Fw}(jo + j1k) = {y, —F} y como dicho cuadrado define {a:/,IT}, por el
corolario IV.1.1 se concluye el resultado.

(ii) Por lo visto anteriormente {{z, F}jo, {z, F}j1, hs, ha}:{z, F} ~ {y, —F} rel. {io,i1}
entonces {{:F\}jo,y, {:1“?}]'1,6', h1,0, h2,0} es una homotopia relativa a {io,7,} entre

{{(IJ, F}jﬂay9 {Za F}jh G} y {y, Y, "‘F’ G}
{y,0,—F,(F + G)w} es una extensién del siguiente cuadrado:



58 Capitulo IV. Homotopia funtorial

ig

ABA

ADA@CA®CA

{iO;iI}T {y)y)—F) G}
!

A®CA ————
® {y,0} X

Por la proposicién IV.1.5, este cuadrado puede usarse para definir {z,F} A {y, G},
observando que {y,0,—F,(F + G)w}i; = {z,F + G}, por un razonamiento analogo al

anterior se tiene lo buscado.

Corolario IV.2.1 Dados dos objetos A, X se tiene
(rA(X),+) = (7 (X), ) = (77(X), %)

Demostracién:

Sélo hay que ver el primer isomorfismo pues el segundo estd visto en el parrafo anterior.

ot = {0,0] : [SA,X] — [A® CA, X]100}{joio+51k}) es isomorfismo pues, por el
teorema IV.2.3 anterior, dados [F], [G] € [SA, X], se tiene

o*([F]+[G)) = [Fo + Gol=[{0, Fr} + {0,Gr}]= [{0, Fr + Gr}]=[{0, Fr} A{0,Gr}]=
=0*([F]) 4 o*([G)).

[m}

Todo lo hecho hasta aqui tiene una ficil dualizacién usando los conceptos de categoria
de fibraciones, P-categoria o categoria con caminos naturales y A-categoria aditiva o cate-
goria aditiva con arcos naturales, utilizando para definir los grupos de homotopia los lazos
de un objeto. En categorias con construcciones adjuntas (cono-arcos o cilindro-caminos)
los grupos de homotopia obtenidos a través de los funtores adjuntos son isomorfos.

Por otra parte también es cierto que, en categorias aditivas, construcciones adjuntas
conos-arcos dan lugar a construcciones adjuntas cilindro-caminos, de forma que se obtiene
grupos de homotopia isomorfos en ambas. Si en estas homotopias aditivas con funtores
adjuntos se supone que la categoria tiene limites finitos se obtiene asociada una categoria

de modelo propia con todos los objetos fibrantes y cofibrantes.
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Toda categoria de modelo induce una categoria de cofibraciones restringida a sus ob-
jetos cofibrantes, asi mismo induce una categoria de fibraciones restringida a sus objetos
fibrantes. En este caso la categoria de cofibraciones y fibraciones inducidas por la homo-
topia aditiva funtorial adjunta y la inducida por la categoria de modelo propia asociada
coinciden.

Para una visién més amplia de lo comentado aqui pueden consultarse [2], [6], [35], [36]
y [38]

Como los grupos de homotopia de la categoria de cofibraciones y fibraciones asociada

a la de modelo son isomorfos a los grupos de homotopia de éste se concluye:

Teorema IV.2.4 Los grupos de homotopia aditivos de la homotopia funtorial adjunta son
isomorfos en cualgquiera de las estructuras de homotopia asociada, cono-arcos, cilindro-

caminos, cofibraciones-fibraciones y categorias de modelo propias.

Observando la definicién del corchete de homotopia en una categoria aditiva con cono

natural se tiene entonces:

Teorema IV.2.5 El grupo fundamental de la homotopia aditiva funtorial es abeliano.
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