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Introducc_ién.

De todas las axiomaéticas en homotopia, la dada por Baues en su libro “Algebraic Ho-
motopy” [2] es la que contiene mds ejemplos con unos axiomas mas sencillos. Homotopias
como la de los espacios topoldgicos, la de las cadenas de algebras y la teoria de homotopia
racional son desarrolladas en este sentido.

La idea de Baues es dar una axiomaética en categorias generales de forma que se obten-
gan categorias homotépicas en el sentido de Whitehead [59] con la axiomdtica cldsica para
espacios topolégicos, donde partiendo de dicha categoria establace una relacién de equi-
valencia (relacién de homotopia) entre los morfismos (aplicaciones continuas) compatible
con su composicién, de forma que se pueda crear la categoria cociente (categoria ho-
motépica) como lo hace Mac Lane [43]. De esta forma se obtiene una clasificacién de
los objetos de la categoria (espacios topoldgicos) mediante los isomorfismos de esta nueva
categoria (equivalencias de homotopia).

El hecho de que éxistan teorias, que se pueden llamar de homotopia por su similitud
con la anterior, desarrolladas en otras categorias distintas a la de los espacios topolégicos,
como por ejemplo los complejos de cadena de &lgebras diferenciables, las homotopias
proyectivas e inyectivas de Eckmann y Hilton [31], etc. es lo que hace pensar en una
axiomatizacién en categorias lo més generales posible. Esta axiomdtica presenta grandes
ventajas. Las demostraciones y resultados obtenidos con ella son aplicables a cualquier
homotopia que verifique dicha axiomatica. Por otro lado, surgen nuevas categorias que la
verifican, y por tanto nuevas clasificaciones de sus objetos.

Lo ideal serfa encontrar una homotopia en este sentido que resolviera algunos de los
principales problemas de la homotopia clésica, como son la clasificacién de los tipos de
homotopia de los poliedros, relacionar los morfismos, salvo homotopia, entre dos espacios
X e Y en funcién de la clasificacién de dichos espacios, clculo efectivo de los grupos de
homotopia de un espacio X, etc. Axiomdticas en este sentido han sido dadas por Kan
[40] con su aproximacién simplicial, Heller [28] con sus h-c categorias, Quillen [47] con
sus categorias de modelo, Huber [32] con sus construcciones estindar, Brown [6], etc.

Pero la mayoria de ellas adolecen de no englobar algunas clasificaciones debidas a teorias
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de homotopia que no se pueden incluir en sus axiométicas, tales como la obtenida por
Quillen [48], que vio que un 4lgebra de Lie diferencial es un equivalente algebraico del tipo
de homotopia de un espacio racional simplemente conexo, por Sullivan [85], que obtuve
el resultado dual usando cocadenas de dlgebras conmutativas y el funtor de Rham, por
Whitehead [57], que vio que el complejo de cadena celular de un recubridor universal es
un equivalente algebraico para un poliedro 3-dimensional, y ademas clasificé los poliedros
4-dimensionales simplemente conexos con su “Certain exact sequence” [59], etc.

La axiomatica definida por Baues engloba todas estas teorias de homotopia, y ademdas
obtiene dichas clasificaciones, utilizando lo que él denomina “torres de categorias”.

Es por ello que este trabajo se basa en su axiomatica para definir una nueva en
categorias aditivas. La idea no es nueva, ya que en la homotopia clisica de los espacios
topoldgicos el cono se obtiene a través del cilindro reduciendo una de sus tapas a un punto,
en nuestro caso el objeto inicial de la categoria.

El concepto utilizado es el de cilindro dado por Baues con sus I-categorias. Partiendo
de €l y usando la aditividad de la categoria, se da la nocién de C-categoria o categoria con
cono natural. Esta nocién ha sido introducida por Padrén y Rodriguez-Machin en [45], v
algunos de los resultados expresados aqui también han sido obtenidos por el segundo autor
en [45] y [50]. Este trabajo ofrece un esquema v4lido similar al expresado por Whitehead
en [59].

Los resultados ya conocidos son desarrollados exhaustivamente, y se obtienen otros
nuevos e interesantes que se comentan a continuacién.

En el primer capitulo se analizan las I-categorias en el sentido de Baues. Se da su
definicién y se obtienen las primeras consecuencias, llegando incluso a reducir sus axiomas,
puesto que alguna parte de ellos es consecuencia de los otros. Esto es un resultado nuevo
no expresado hasta ahora en ninguna parte. Se sigue definiendo lo que es la relacién
de homotopia, comprobando que efectivamente se puede definir la categoria homotépica.
También esto ultimo es inédito. Por ltimo se estudia brevemente el concepto denominado
categoria “con todas las cofibraciones”.

En el segundo capitulo se analizard con el ya nombrado esquema de Whitehead el
concepto de C-categoria aditiva. Se da su definicién, y andlogamente al capitulo primero,
se analizan sus primeras consecuencias, pudiendo reducir los axiomas, como en el caso
anterior. Se define la relacién de homotopia y se obtiene la categoria homotépica, siendo
todos estos resultados nuevos. Se hace un estudio de las C-categorfas “con todas las
cofibraciones” y se obtiene la equivalencia, en el caso aditivo, entre las C-categorias y las
I-categorias, o lo que es lo mismo, entre las categorias con cono natural v las categorias
con cilindro natural. Los resultados de este capitulo, salvo los expresados anteriormente

como nuevos, han sido obtenidos por Padrén y Rodriguez-Machin en [45] y [50], pero aqui
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se dan demostraciones més sencillas, simples y exhaustivas de ellos.

En el tercer capitulo se estudian las categorias de cofibraciones, definidas por Baues
en [2], se da su definicién y se estudian sus primeras consecuencias. Usando el concepto
de homotopia dado por Baues para estas categorias, se demuestra que éste es Gnico, reor-
denando para ello la demostracién dada por Baues, y se obtiene la categoria homotépica
correspondiente. Se ve también que toda I-categoria es una categoria de cofibraciones,
haciendo més sencilla la demostracién que para ello usa Baues.

En el capitulo cuarto se desarrolla, sin demostracién, la teoria dual de todo lo ante-
rior. Usando el concepto de IP-categoria dado por Baues se ve que en el caso aditivo la
propiedad de elevacién de homotopia relativa se obtiene como consecuencia de los otros
axiomas y de la aditividad, resultado también obtenido por Padrén y Rodriguez-Machin
en [45], aunque aqui se simplifica su demostracién. Se obtiene la equivalencia entre
IP-categorfa aditiva y CA-categoria aditiva, comprobando también la equivalencia en-
tre las respectivas categorias homotépicas, obteniendo esto como otro de los resultados
inéditos de este trabajo. Por tltimo se demuestra, como principal resultado, que toda
IP-categoria aditiva con limites directos e inversos finitos es una categoria de modelo
propia en el sentido de Quillen, resultado que habia sido demostrado por Padrén y
Rodriguez-Machin en [45] para IP-categorias aditivas con todas las cofibraciones y fi-
braciones. Lo que da importancia a este teorema es precisamente el poder prescindir de
esta condicién.

En el quinto capitulo se dan ejemplos de la teoria desarrollada a lo largo del trabajo.

Es importante destacar que aparte de los nuevos resultados obtenidos, este trabajo
ofrece, basado en la estructura algebraica de homotopia de Whitehead, un estudio de
las principales axiomdticas obtenidas funtorialmente (cono, cilindro, caminos, arcos) y
no funtorialmente (cofibraciones y fibraciones) que existen actualmente, estableciendo las

relaciones entre ellas.






Capitulo I

Categoria con cilindro natural.

En este capitulo se define lo que se llamard una categoria con cilindro natural o
I-categoria, deduciendo sus primeras propiedades. Luego se define la homotopia bajo
una cofibracién, demostrando que es una relacién de equivalencia, y viendo la relacién
de homotopia como caso particular. A continuacién se demuestra que esta relacién es
compatible con la composicién de morfismos. Por dltimo se da el concepto de I-categoria

con todas las cofibraciones.

I.1 I-categoria.

En esta seccién se ve la definicién de I-categoria y algunas consecuencias de la misma.

Definicién I.1.1 Una I-Categoria (categoria con cilindro natural), es una categoria C
con objeto inicial @, un funtor covariante I : C — C denominado funtor cilindro, trans-
formaciones naturales ig,%;, : tdc — I y p : I — idc, y una clase distinguida de morfis-
mos cof., denominados cofibraciones y representados por “—, verificando los siguientes
axiomas:

(I1) Axioma de cilindro.

pi. = 1, para € € {0,1}.

(I2) Axioma de push out.

Para una cofibracién ¢ : B >— A y un morfismo f : B — X, siempre existe el siguiente

push out:
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B f X
A —1 _Bisa

donde 7 es también una cofibracién. Ademds el funtor I transforma push outs en push
outs, esto es:
I(B{f,i}) = IB{If, Ii}.

También se verifica que /@ = @.

(I83) Axioma de cofibracién.

Para cualquier objeto X, el morfismo inicial ¢x : @ X es una cofibracién. Asi, dados
los objetos X e Y se puede definir su suma como X -+ Y = &{¢x, dv}.

La composicién de cofibraciones es cofibracién. Ademds, toda cofibracién i : B = A
verifica la siguiente propiedad de extensidn de homotopia (PEH) en C:

Sea € € {0,1}, para cada diagrama conmutativo del tipo:

i

B 1B
Ii
A X
f N\ Ee
L N
- 1A

i

existe un morfismo F, : JA — X tal que E.(I:) = H y E.i. = f.
(I4) Axioma del cilindro relativo.
Para una cofibracién ¢ : B = A, el morfismo j, definido por el siguiente push out

(axioma (I2)) y por la naturalidad de la transformacién {ig,%;}, es una cofibracién:



1.1. I-categoria. 3

A+A >—

L {0,401}

{i0, 21}

donde ¢ + 7, {40, 11} son definidas en la proposicién L.1.1.
(I5) Axioma de intercambio.
Existe una transformacién T : IT — I1, verificando T'(iI) = Ii. y T(Ii.) = i.l, para

¢ € {0,1}. Se llamaré a T transformacion de intercambio.

Proposicién 1.1.1 (Consecuencias.)
1. Por el azioma (I3) se tiene que ¢ : @—X es una cofibracidn, y por (I2) existird el

cuadrado:

con jo y j1 cofibraciones.

2. Dados dos morfismos f : B— Y yg: B' = Y, porla propiedad de push out aplicada
a B+B’, existe un morfismo {f,g} : B+ B’ — Y, dnico verificando que {f,gio=Tr1y
{f,9}i =g

En general, el inico morfismo inducido por f y g en cualquier push out se notard por
{f,q}-

En el caso en que, a su vez, f y g sean morfismos soluciones de push outs (f = {fo, f1}
y g = {go0,91}) st no hay posibilidad de error se notard simplemente {fo, f1,90,91}. Segin
este convenio la cofibracién j del azioma (I}) se notard por {Ii,i0,4}.

3. Dados dos morfismos f : B — A y g : B' — A/, por la propiedad de push out de
B+B’, eziste un tnico morfismo f +g: B+ B — A+ A’ verificando que:
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{ Jof = (f + 9)j0
{ ng=(f+9hn

4. Todo isomorfismo es cofibracién. Basta observar el siguiente push out:

e a—

T¢¢ Tf

g >—— B

5. Si en el azioma (If) se considera B = @, entonces j = {i0,%1}, y por tanto {,4,}
es cofibracidn.

6. Jo y j1 son cofibraciones (consecuencia 1), {0,%1} también lo es (consecuencia 5)
y por (I3) la composicidn de cofibraciones es cofibracion, de donde i e i; son también
cofibraciones.

7. S5ti:B— A, 7 : B~ A’ son cofibraciones, entonces i + i’ : B +B — A4+ A
también lo es.

Como la composicion de cofibraciones es cofibracion, basta ver que:

o (f'+d)f+9)=Ff+dg.

b) (i +1) y (1+74) son cofibraciones.

a) Se tiene el siguiente diagramas:

®¢Ava fIC

| i
|

A >—A+A’ Jo

J1
\Qg o

B’ >————=pB+B’

J1
gj \Viig
v

c’ . —C+C’

g

como



I.1. I-categoria. 5

(F + @)F + 9)jo = (f' + g)iof =Jof'f = (f'f +9'9)io
F+)Ff+9n=F+d)hg=hgg=(ff+d9n

por la propiedad de push out se obtiene:

(f+d)f+9)=(F+d9)

b) Observando el siguiente push out y aplicando el azioma (I2) se obtiene que i+ 1 es

cofibracion:

de forma andloga, usando i’ y j, se obtiene que 1+ i es cofibracion.

8. Por el azioma (I2), I transforma push outs en push outs, y por tanto I{f,g}) =
= {If,Ig}. Como caso particular I(f +g) =I1f+1Ig.

9. El cilindro de toda cofibracidn es cofibracion.

Sea i : B A una cofibracién. Considérese un diagrama como el que aparece en (L4):

{20)21}
B+B > IB

Ti+i Tr:;

A+A >— T
{20,121} N
' AN

- IA
{i0, 1}

Ii

- (i +4) cofibracidn, y por tanto su inducida 7+ ¢ también lo es.
- El azioma (1) garantiza que j es cofibracion.

- La composicion de cofibraciones es cofibracidn.

-Ii=j(+1).

Y por tanto, como consecuencia de todo ello, (Ii) es cofibracidn.
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I.3 Categoria con cilindro natural y todas las cofi-
braciones.

Obsérvese que el axioma (I3) afirma que toda cofibracién verifica la PEH, pero pudiera
suceder que un morfismo la verifique y no sea cofibracién. Esta propiedad se puede utilizar
para definir la clase de cofibraciones. Cuando esto sucede la I-categorfa se dice que posee
todas las cofibraciones, y se tiene en este caso que algunos de los axiomas se simplifican

bastante.

Definicién 1.8.1 Una I-categoria con todas las cofibraciones es una I -categoria C, donde

un morfismo es cofibracién si y sélo si verifica la PEH.

Teorema 1.3.1 Una I-categoria con todas las cofibraciones es una categoria C con objeto
inicial &, un funtor covariante I : C — C, transformaciones naturales ig,i; : 1dg — I
y p: I — idg, y una clase distinguida de morfismos cof., denominados cofibraciones y
definidos por la PEH, verificando los siguientes axiomas:

(I1)’ Axioma de cilindro.

pie =1, para € € {0,1}.

(I2)’ Axioma de push out.

Para una cofibracién ¢ : B A y un morfismo f : B — X, siempre existe el siguiente

push out:

B X_
eI

Ademds el funtor / transforma push outs en push outs. También se verifica que
Io=w.

(I3)’ Axioma del cilindro relativo.

Para una cofibracién i : B > A, el morfismo j, definido por el siguiente push out, es

una cofibracién:
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{io, 41}
B4+B ——~ IB
li-&-i i+
Ii
A+A J
{i0,%1} NJ
L N
IA
{i0, 11}

(I4)’ Axioma de intercambio.
Existe una transformacién T : IT — II, verificando T(¢.I) = Ii. y T(Ii.) = i.I, para

c€{0,1}.

Demostracién:
Los axiomas (I1), (I4) e (I5) son iguales a los (I1)’, (I3)’ e (I4)’ respectivamente.
Para probar (I2) basta ver que la inducida por una cofibracién en un push out verifica

la PEH.

Obsérvese el siguiente diagrama, donde el cuadrado de la izquierda es un push out, y

el diagrama superior conmuta, por la naturalidad de z.:

e If
‘/—————-’IB
f i 1

B—X>—1IX

ie

Por la PEH existe un morfismo G : IA — Y verificando que G(I:) = H(If) y

Por el axioma (I2)’ se tiene el siguiente push out:
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Iy
S

IB X

Th’ \fﬁ B
IA — I(B{f,i})

| I N F
k N

Y

y por tanto existe un dnico morfismo
F:IB{f,i})—Y

verificando F(If) = Gy F(I7) = H.

Ademds, usando la propiedad push out del cuadrado de la izquierda del diagrama
inicial, se concluye que F'i. = g, y por tanto 7 verifica la PEH.

Para (I3) basta comprobar que la composicién de cofibraciones y el morfismo inicial
verifican la PEH.

Sean j: C—Bei:B»— A, cofibraciones.

Considérese el diagrama:

\( IA

ie

por la PEH de j existe un morfismo F : IB — X, de forma que Fi, = fi y F(lj)=H.
Y por la PEH de i, se obtiene un morfismo G : JA — X verificando Gi, = f y
G(Ii)=F.
Ademds: GI(i5) = G(I:)(Ij) = F(Ij) = H. Por tanto ij verifica la PEH.

Considérese el siguiente cuadrado conmutativo:
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@ >——Z€—-v 1(2)
b,
A f X

Obsérvese que i = ¢ y por tanto todo cuadrado conmuta (para dos morfismos H y
f cualesquiera). Por el axioma (12)’ I(@) = &, de donde H = ¢. También I(¢) = ¢.
F = fp hace que ¢ verifique la PEH. o






Capitulo II

Categoria aditiva con cono natural.

En este capitulo se define el concepto de categoria aditiva con cono natural, o
C-categoria aditiva, deduciendo en primer lugar sus propiedades, para luego definir el
concepto de homotopia bajo una cofibracidn, demostrando que es una relacién de equiva-
lencia y viendo la relacién de homotopia como caso particular. A continuacién se prueba
la compatibilidad de esta relacién con la composicién de morfismos, y se da el concepto
de objeto contrdctil. También se define la C-categoria aditiva con todas las cofibraciones,
y por tltimo se demuestra la equivalencia entre los conceptos de C-categoria aditiva e

I-categoria aditiva, comprobando que las homotopias definidas son también equivalentes.

I1.1 C-categoria aditiva.

En esta seccién se ve la definicién de C-categoria aditiva y las primeras consecuencias

de la misma.

Definicién IL.1.1 Una C-categoria aditiva es una categoria aditiva A, con un funtor
covariante C : A — A denominado funtor cono, una transformacién natural k : idg — C
y una clase distinguida de morfismos cof., llamados cofibraciones, verificando los siguientes
axiomas:

(C1) Axioma de push out.

Para una cofibracién 7 : B = A y un morfismo f : B — X, siempre existe el siguiente

push out:

13
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Sty

B X
ICY
A~ B

Donde 7 es también una cofibracién. Ademés el funtor C transforma push outs en
push outs.

También se verifica que C0 = 0, donde 0 es el objeto cero de la categoria.

(C2) Axioma de cofibracién.

El morfismo 0 : 0 — X es una cofibracién, para todo objeto X. La composicién de
cofibraciones es cofibracién. Ademds, toda cofibracidn ¢ : B » A tiene una retraccidn
para su cono, o lo que es lo mismo, existe un morfismo u : CA — CB tal que u(C7) = 1.
A esto tltimo se le denomina propiedad de extensién de homotopia (PEH).

(C3) Axioma del cono relativo.

Para una cofibracién ¢ : B »— A, el morfismo /, definido por el siguiente push out

(axioma (C1)) y por la naturalidad de la transformacién k, es una cofibracién:

k
B CB
T
A L
3 N
. \
CA

(C4) Axioma de retraccién.

Existe una transformacién ¢ : CC — C verificando que: ¢(kC) = 1.

Proposicién I1.1.1 (Consecuencias.)

1. Al ser A una categoria aditiva, el + definido en el Capitulo I se transforma en @,
y ahora + simbolizard la operacién suma de morfismos de la categoria aditiva.

2. jo: A—A®B yji:B—A®DB son cofibraciones por la misma razén que en el
Capitulo I.

o

T oo e Il r7 . 4 . . ,
3. LOS 1S0mOTfiSMos son cofibraciones, por la misma razén que en el Capitulo I,
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4. Por el azioma (C1), C transforma push outs en push outs, luego C{f,g} =
= {Cf,Cg}. Como caso particular C(f & g)=Cf & Cg.

5. Si en el azioma (C3) se toma como cofibracion el morfismo 0 : 0 — X, entonces
l=Fk:X — CX, y por tanto k es coftbracion.

6. El cono de cualgquier cofibracidn es cofibracién, pues el azioma (C3) garantiza que
Ci = I3, donde | es cofibracidn e i también, por el azioma (C1). Entonces, por el azioma
(C2), Ci es cofibracion al ser composicién de ellas. Obsérvese | = {Ci,k}. )

7. Si en el azioma (C3) se toma i = k, entonces | = {Ck,kC}, y por tanto {Ck,kC}

es cofibracion.

Pl e

8. Si en el azioma (C3) se toma i = lg, entonces | = {1,k}, y por tanto {1,k} es

coftbracion.

I1.2 Homotopia.

Definicién I1.2.1 Dada una cofibracién ¢ : B »— A, y dado un morfismo f : A — X,
se dice que f es nulhomdtopo relativo a i cuando existe un morfismo H : CA — X,

denominado nulhomotopia rel. ¢, que verifica Hk = f y H(C?) = 0.



16 Capitulo II. Categoria aditiva con cono natural.

Esto se denotard H : f ~ 0 rel. 7.

{0, 7}
X
N /{
CA

Obsérvese que por definicién fi = 0.

L

En el caso que la cofibracién sea 0, cualquier morfismo f : A — X es nulhométopo si

existe un morfismo H : CA — X tal que Hk = f (H : f ~ 0).

Definicién IL.2.2 Dada una cofibracién ¢ : B — A, y dados dos morfismos f y g, se dice
que f es homdtopo a g relativo a i (f ~ g rel. ¢) siy sblosi (g — f) = 0 rel. .
Obsérvese que por definicién fi = gi.

Si ¢ =0, se dird simplemente que f y g son hométopos (f ~ g).
Proposicién IL.2.1 Ser homdtopo relativo a i es una relacién de equivalencia.

Demostracién:

- Refleziva.

Se toma la nulhomotopia H =0: f — f ~ 0 rel. i.

- Simétrica.

SiH:g— f~0rel.  entonces —H : f — g ~ 0 rel. i.
- Transitiva.

SiH:g—f~0rel. iy G:h—g=0rel. ¢, entonces G+ H : h— f ~ 0 rel. 3. |

Obsérvese que aunque A sea aditiva, la categoria bajo un objeto AB no lo es. La
aditividad de A permite sustituir en el caso de la cofibracién cero la proposicién anterior

por la siguiente equivalente:
Proposicién I1.2.2 Nul(A,X) = {f : A — X/f ~ 0} es un subgrupo de Hom(A,X).

Demostracion:

SiH:f~0y H':f ~0,entonces H—~H': f — f/ ~0. |

Proposicién 11.2.3 La relacién de homotopia rel. i es compatible con la composicién de

morfismos, esto es, si f ~ g rel. i y f'~ g’ rel. fi, entonces f'f =~ g'g rel. i.
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Demostracién:

H:fx~grel iy G: f ~ g rel. fi, entonces f'H : f'f ~ flgrel. 1y
G(Cg) : f'g ~ g'g rel. :.

Luego, por la propiedad transitiva f'f =~ g'g rel. 1. m]

Anslogamente a lo hecho en el Capitulo I, se definen las categorias Ah y cof (A)Bh.

Nétese. que, por el axioma (C1), toda cofibracién tiene contcleo, por lo cual se puede

caracterizar la homotopia relativa de la siguiente forma:

Teorema I1.2.1 f ~ 0 rel. i si y slo si f : Coker(i) — X (inducida de f en el coniicleo)

es nulhomdtopa.

Demostracién:

Obsérvese que f existe porque fi = 0.

(=) Sea H : f ~ 0 rel. i. Como H(C7) = 0 existird H : C(Coker i) — X, con
HEk = f. Nétese que por el axioma (C1), C conserva conticleos.

(<) Sea H : f ~ 0, entonces H(Cq) : f ~ 0 rel. 4, donde ¢ es el morfismo proyeccién

sobre el contcleo. |

Definicién I1.2.3 Un objeto X se dice que es contrdctil cuando su identidad 1: X — X

es nulhomdétopa.
Proposicién I1.2.4 El cono de cualquier objeto X, CX, es contrdctil.

Demostracién:

Basta aplicar el axioma (C4). O

Proposicién I1.2.5 Sea f: X — Y, entonces f ~ 0 si y sélo si se factoriza a través de

un objeto contrdctil.

Demostracién:

(=) Si f =~ 0 entonces f = Hk, con H : CX—Y, y por tanto f se factoriza a través
del objeto contractil CX (proposicién I1.2.4).

(<) Sea f =rs,cons: X — Z,r:Z — Y. SiZes contractil 1 = Hk, con
H:CZ — 7. Luego f = r(Hk)s = rH(Cs)k, y por tanto f ~ 0. O

Corolario I1.2.1 Sea f: X — Y. Si X es contrdctil o Y contrdctil, entonces f ~ 0.
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11.3 C-categoria aditiva con todas las cofibraciones.

Andlogamente al Capitulo I, los axiomas de una C-categoria aditiva se pueden reducir

cuando las cofibraciones son definidas por la PEH.

Definicién IL.3.1 Una C-categoria aditiva con todas las cofibraciones es una C-categoria

aditiva A, donde un morfismo es cofibracién si v sélo si verifica la PEH.

Teorema I1.8.1 Una C-categoria aditiva con todas las cofibraciones es una categoria
aditiva A, con un funtor covariante C : A — A, una transformacién natural & : idy — C
y una clase distinguida de morfismos cof., llamados cofibraciones y definidos por la PEH,
verificando los siguientes axiomas:

(C1)’ Axioma de push out.

Para una cofibracién ¢ : B > A y un morfismo f : B — X, siempre existe el siguiente

push out:

&4’

:

L B0

e

el funtor C transforma push outs en push outs. También se verifica que C0 = 0.

(C2)’ Axioma. de todas las cofibraciones.

Existe una transformacién p : CC — C tal que p(Ck) = 1, y dada una cofibracién i
existe un morfismo p; tal que p;(Ck) =1 y p;(CCt) = (Ci)p.

(C3)’ Axioma de retraccién.

Existe una transformacién ¢ : CC — C verificando que: ¢(kC) = 1.

Demostracién:

- Se verd en primer lugar que de (C1), (C2), (C3) y (C4) se derivan (C1)’, (C2)’ y
(C3):

Es evidente que (C1)’ y (C3)’ estan contenidos en (C1) y (C4), respectivamente.

Para (C2)’, por la consecuencia 5 de I1.1.1, k es cofibracién, y por lo tanto verifics la

PEH, luego existe p: CC — C tal que p(Ck) = 1.
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Sea 7 : B »— A cofibracién, entonces Ci = (C7)p(Ck). Considérese el siguiente dia-

grama:

Ck
CB >— CCB

TCi TCE
CE

ca X cBick,ciy | €

N m
N
CA

1

por la propiedad push out de B{k,}, existird m : CB{Ck,C1} — CA tal que m(Ck) =1
y m(C%) = (Ci)p.
Sea [ la cofibracién del axioma (C3) para 7, por la PEH existird una retraccién p', para

C1. Ademss, por el cono conservar push outs (axioma (C1)) se tiene que:
(CH(CR)=(CCi) vy (CH(CE)=(Ck)

Con lo cual p; = mp’ verifica lo deseado.

- Se ver4, ahora que de (C1)’, (C2)’ y (C3)’ se derivan (C1), (C2), (C3) y (C4):
(C1

Para que se verifique (C1) sélo falta comprobar que C'% tiene una retraccidn.

Por el axioma (C1)’ éxiste el siguiente push out:

cf
CB CX
Ci Ci
o
CA ! CB{Cf,Ci}

Como (Cf)r(Ci) = 1(Cf), donde r es la retraccién de (Ct) por ser ¢ cofibracion,
entonces existe 7 : CB{Cf,Ci} — CX verificando que 7(C7) = 1.

(C2)

0 : 0 —X es cofibracién, pues C0 = 0.

La composicién de cofibraciones es cofibracién, pues su cono tiene una retraccion, que

es la composicién de las retracciones de los respectivos conos.
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(C3)

Obsérvese que C1 tiene una retraccién. Sea:

v = (Ck)pi + (C7)(Cu) ~ (C?)(Cu)(Ch)p:

Donde u es una retraccién de Ci, por ser ¢ cofibracién. Aplicando la propiedad push
out del cono del diagrama que aparece en el axioma (C3) se obtiene: v(CI) = 1.
(C4)

Este axioma coincide con (C3)’. O

I1.4 I-categoria aditiva.

En esta seccién se ven propiedades equivalentes a la PEH, y algunas consecuencias de

ellas, la mds importante la equivalencia entre I-categoria aditiva y C-categoria aditiva.

Considérese el funtor /. = . @ C., y las transformaciones naturales o = jo €

il =j0+j1k:_—>_€BC_.

Teorema I1.4.1 Dadoi: B — A, en una C-categoria aditiva, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
1. ¢ verifica la PEH.

2. Sea ¢ € {0,1}, para cada diagrama conmutativo del tipo:

2

B————1IB
li J{fl,fz}
Ii
A X
g N Ee

| N

- TA

e

Eziste un morfismo E, : IA — X tal que E.(Ii) = {fi, fo} y Eeic = g.

3. Dado f: B — X, f~0, eriste g: A — X tal que f = gi.
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4. Para todo objeto contrdctil X se verifica:

i : Hom(A,X) — Hom(B,X) es un epimorfismo.
5 Dado f:B— X, f~0, eziste g: A - X, g ~0, tal que f = gi.

6. Dados f : B — X yg: A — X, tales que f =~ gi, existe h : A — X de forma que:
g~hyf=hi

Demostracién:

DV)=(2)

Sea r la retraccién de (C7). Se toma, para € = 0 el morfismo Ey = {g, for} v para
€= 17 El = {g - erk, fz?‘}.

2)=3)

Sea G: f ~0.

Considérese el siguiente cuadrado conmutativo:

B “ BeCB

J i 1 {f,~G}
0

A Y

por hipdtesis, existe {g,¢'} : A® CA — Y, de forma que se verifica f = gi.

(3)=(4)

Como cualquier morfismo con codominio contrictil es nulhométopo, corolario I1.2.1,
basta aplicar (3) y se obtiene el resultado.

(4)=(5)

Sea F: f ~0.

Como el cono de todo objeto es contractil, proposicién I1.2.4, por hipdtesis existe un
morfismo ((¢*)~!)(k): A — CB.

Dada g = F((¢*)"1)(k) verifica lo deseado.

(5)=(6)

Como gi — f ~ 0, por hipétesis existe b’ ~ 0 tal que h's = g7 — f.

Tomando h =g — k', ht = f y h =~ g al ser A’ nulhométopo.
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-7 =11 puesto que:

le{<1,0><LEk>}=010&0) < {1,1},{0,F} >=< {1,1},{0, 1%} >=
=<{1,1},{0,k} >={< 1,0 >,< 1,k >}

lehte)=ioli=iaCi
(I5)

La transformacién que verificard las condiciones pedidas es:

t={<1,0,0,0>,<0,0,1,0 >,<0,1,0,0 >,< 0,0,0,¢ >}

donde t' es la transformacidén del corolario I1.4.2. o
Teorema I1.4.3 Toda I-categoria aditiva es una C-categoria aditiva.

Demostracién:
Se define el funtor C' de la siguiente manera:

- El cono de un objeto cualquiera es:
CA = Coker igy

- El cono de un morfismo f : A — B es la inducida en los conticleos por ¢(If), donde
q es la proyeccién en los conticleos, (Cf = m

- La transformacién k se define por k = gi;.

La naturalidad de k se deduce por ser composicién de transformaciones naturales.

Obsérvese que

I.= _aC. (IL1)

Mediante el isomorfismo < p,¢q > con inverso {io, 1%}.

(C1)

La primera parte es consecuencia inmediata del axioma, (I2).

C0 = 0, trivialmente, y el funtor C lleva push outs en push outs, pues el conticleo
conserva push outs.

(C2)

Es inmediato a partir de (I3), del teorema I1.4.1 y del isomorfismo (IL.1)
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(C3)
Se deduce del isomorfismo (II.1) y de la expresién que adopta el axioma (I4) en cate-
gorfas aditivas, donde j = 1 @ I. Obsérvese que, en general, €l siguiente cuadrado es un

push out:

Y41

XeY Y
ll@f lf
XaZ Z

de donde, si 1 @ f es cofibracién también lo es f.
(C4)
Es consecuencia del isomorfismo (II.1) y del axioma (I5):

Obsérvese que existird una transformacién:

t = {< ty,ta, t3,ts >, < ts,te, tr,ts >, < to, t10, t11, t12 >, < t13, ta, trs, t1e >}
verificando:
t < {1,0},{0,1}, {0,0}, {0,0} > = < {1,0},{0,0}, {0,1}, {0,0} >
t < {1,0}, {0,0}, {0,1}, {0,0} > = < {1,0},{0,1},{0,0}, {0,0} >
t < {1,0},{0,1}, {k,0},{0,kC} > = < {1,0}, {k,0},{0,1},{0,Ck} >

1< {170}7 {ka 0}7 {0’ 1}7 {0’ Ck} >=< {1a0}7 {071}1 {ka 0},{0,]{,‘0} >

Operando en las igualdades anteriores se deduce que
t={<1,0,0,0>,<0,0,1,0>,<0,1,0,0>,<0,0,0,%16 >}

donde el morfismo #;6 tiene que verificar:

tle(kc) =Ck Y tls(ck) =kC.

Y como Ck tiene una retraccién p (consecuencia de (C3) y (C2), ya demostrados)

g = pty¢ es la transformacién buscada. ]

Corolario I1.4.3 Dada ¢ : B > A, cofibracién.
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J 2 grel. i en una C-categoria aditiva si y sélo si f ~ g rel. 7 en la I-categorfa aditiva

equivalente.

Demostracién:

(=) Sea H: g — f >0 rel. ¢ en la C-categoria aditiva, entonces {fLH}: foegrel i
en la I-categoria aditiva.

(<) Sea G = {G1,G1} : f > g rel. i en la I-categorfa aditiva, entonces G tg—f~0

rel. ¢ en la C-categoria aditiva. O



Capitulo II1

Categoria de cofibraciones.

En este capitulo se introduce el concepto de categoria de cofibraciones, y se demuestra

que toda I-categoria es una categoria de cofibraciones en el sentido de Baues.

III.1 Categoria de cofibraciones.

En esta seccidn se introduce el concepto de categoria de cofibraciones, viendo, a con-
tinuacién, algunas de sus propiedades, entre las cuales cabe destacar, por su importancia,

la definicién de homotopia.

Definicién II.1.1 Una categoria de cofibraciones es una categoria C con dos clases
distinguidas de morfismos, cof. y we., denominadas cofibraciones y equivalencias débiles

respectivamente, estas tltimas representadas por “=”, verificando los axiomas (CF1),

(CF2), (CF3) y (CF4).

Definicién I1.1.2 Un morfismo en C que sea a la vez cofibracién y equivalencia débil

se llamaré cofibracién trivial y se representar por “= .

Definicién I11.1.3 Un objeto R en una categoria de cofibraciones C se llama modelo
fibrante o simplemente fibrante si cada cofibracién trivial ¢ : R ¥ Q en C admite una

retraccién r : Q — R.

(CF1) Axioma de composicién.

Los isomorfismos en C son equivalencias débiles y cofibraciones.

27
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Para dos morfismos:
A—L-B—4-¢

Si dos cualesquiera de f, g, gf son equivalencias débiles, entonces lo es el tercero. La
composicién de cofibraciones es cofibracién.
(CF2) Axioma de push out.

Para una cofibracién ¢ : B »— A y un morfismo f : B — X, siempre existe el push out:

f

B X_
I ! B{E,z’}

donde  es también una cofibracién. Ademds, si f es una equivalencia débil, también lo

es f.
(CF3) Axioma de factorizacidn.

Todo morfismo f: B — X en C se puede factorizar de la forma:

! X
Z

donde ¢ : B»—Z es cofibracién y g : Z = X es equivalencia débil.

(CF4) Axioma de modelos fibrantes.

B

Para todo objeto X de C existe una cofibracién trivial X »=»RX, donde RX es fibrante
en C. Se llamard a X »~RX modelo fibrante de X.

Definicién III.1.4 Si C tieneobjeto inicial @se dice que un objeto X de C es ¢-cofibrante

cuando ¢ : @ — X es una cofibracién.

Definicién IIL.1.5 . (Axioma (CF2)’)
Se dice que una categoria de cofibraciones verifica el axioma (CF2)’ cuando para una

cofibracién ¢ : B>— A, y un morfismo f: B — X, siempre existe el siguiente push out:
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Tz

! B{f)

B
\Ii
A

donde 7 es también cofibracién, y ademés si ¢ es cofibracién trivial, también lo es 7.

Proposicién ITI.1.1 En una categoria de cofibraciones, si la cofibracion i en (CF2) es

trivial, entonces también la inducida es trivial.

Demostracién:

Considérense los siguientes push outs:

N\Iz‘ ,,T(Z)'

A >=— B{j,z’}—;— X{g,(2)} = B{f = gj,i}
J

.

donde gj = f, por (CF3). Si i es equivalencia débil, también lo es (z)’ por (CF2). Ademss,
como g es equivalencia débil, también lo es § por (CF2). Asi pues, por (CF1), también 7

es equivalencia débil, con lo cual queda demostrado.

Corolario TMI.1.1 Toda categoria de cofibraciones verifica el azioma (CF2)’.

Definicién II1.1.6 Dada una cofibracién ¢ : B »— A, se define el cilindro relativo a 1

como el objeto Z de (CF3) a través del cual se factoriza el morfismo {1,1} : B{z,i} — A.

{1,1}

B{i,i} ———— A

' ~ /K

Z
se llamard i) = j'(1)0 e 4 = j'(2)1.

Nétese que por (CF1) 3j e i} son equivalencias débiles y cofibraciones. En este caso,

al cilindro Z se le denotard por Z¢, dejando Z = Z°.
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Definicién IIL.1.7 Si todos los objetos de una categorfa de cofibraciones son ¢-cofibran-
tes, entonces se define el cilindro de un morfismo f : B — X como el objeto Zs a través

del cual se factoriza el morfismo {1, f}: X+ B — X.

X+B —-——-“’f} X
Zy

Nétese que por ser todos los objetos ¢-cofibrantes existe X+B, que ig = j Joety = Jh
son cofibraciones al ser composicién de ellas (axioma (CF1)), y que 4, es equivalencia

débil (también axioma (CF1)).

En general, los cilindros definidos en I11.1.6 y IIL.1.7 no son dnicos, pues pueden
existir diversas factorizaciones. Otra forma de obtener un cilindro para el morfismo fes

la siguiente:

Lema IT1.1.1 En una categoria que verifica los aziomas (CF1), (CF2)’ y (CF3) con
todos los objetos ¢-cofibrantes, Zs definido por el siguiente push out:

B+B 11 . x.B
Tj’= {ih, ) T{}
wn

Ky

zZ —— I .
LB—*—*\X
Y f

es un cilindro para el morfismo f, con j = {io,i1}.

Demostracién:
j' es cofibracién (proposicién II1.1.6), con lo cual J = {ig,%1} también lo es, por
la primera parte del axioma (CF2)’, y por (CF1) iy e 7, son cofibraciones. Se define

k= {1, f, fh'}, y observando el siguiente push out:
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f

X

~\Ii0
T

—_— 7

B
~T i
Z

Por el axioma (CF2)’, o es cofibracién trivial, y como hio = 1, por el axioma (CF1)

h

h es equivalencia débil. a

Proposicién III.1.2 Si todos los objetos de una categoria de cofibraciones son ¢-cofi-
brantes, entonces el azioma (CF2) puede ser sustituido por el (CF2)’. Ademds en (CF1) se

puede sustituir: “Todo isomorfismo es cofibracion trivial” por “1 : @ — O es equivalencia

débil”.

Demostracién:

Dado el siguiente cuadrado:

B fN X
S

con f equivalencia débil e i cofibracién, se verd que f es también equivalencia débil.

Sean los siguientes push outs, con Zs definido como en el lema II1.1.1:

f
B > 7, —- X
U =.h -
[ G €

A >-,E*M1—75'B{f7i}

131 (1 ’

f

por el axioma (CF1), como hy f son equivalencias débiles, también loesiy :BSZs,y

como este morfismo es también cofibracién, (CF2)’ garantiza que %1 es también cofibracién

trivial.
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Considérese ahora:

)

B X>~Z;—+X

e

A —B{f,i} > M;,—+B , 2
7 {f }>z: o(h)o {f,4}

~

~

1

como hig = 1, se tiene que (h)ozo = I = 1. Ademds io es equivalencia débil (axioma
(CF2)’) y 1 también (usando en (CF2)’ la cofibracién trivial 1 : @ @), y de la segunda
parte de (CF1) se deduce que (h), es equivalencia débil.

A continuacién se obtiene para Z;, los siguientes push outs, para ¢ € {0,1}:

(Nétese que Z;y es obtenido por el método dado en el lema, II1.1.1, y coincide con un

cilindro relativo a ¢, Z).

Como h'i, = 1, se tiene que (A)7, =1 = 1.
Por el axioma (CF2)’ 7L es una equivalencia débil, y por (CF1) (A'). es también una
equivalencia débil, para ¢ € {0,1}.

Lo anterior permite construir el siguiente push out:
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N2 Zg
lo v
. ERERE
(7)o

El morfismo {(7")1, (7)o} : P — A, se factoriza por (CF3) de la forma expresada en

el diagrama.

De los siguientes push outs, en los cuales 7 : Z — Z; es el morfismo del lema IIL.1.1,

surgen los morfismos m, : Z, — M.:

B>— 17 B>—1Z
L4} (31
EE I
@)'n i
A >— Zo A >'£—’ Zl
W0 o % "1
‘ N\ [ LN\
————Mo — M,
( 0)(f) 31

con todos los morfismos y objetos que se han creado se puede fabricar el diagrama:

@

Zf >— Mg
/)/ kO
ky
M1 > PI ~ ’Uko
Z >—" Zo \
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donde p: P — P’ es la inducida por la propiedad push out, pues:
komQSQ = klmlsl

Es facil comprobar que todas las caras del diagrama anterior son push outs. Por otro
lado hz; = f, de donde por el axioma (CF1) i, es equivalencia débil. Por idéntica razén
m; es equivalencia débil, pues my7; = 7;. Como v%; es cofibracién trivial, por el axioma
(CF2)’ también lo es Tky, y por el axioma (CF1) 7 es equivalencia débil. Razones anélogas
a estas altimas hacen a mq equivalencia débil.

Se concluye que f = (h)gmoi’s s una equivalencia débil.

Por ser ¢ = 1 : @ — & cofibracién trivial y usando un razonamiento analogo que en la
consecuencia 4 de la proposicién I.1.1 se concluye que todo isomorfismo es una cofibracién

trivial.

I11.2 Homotopia.

En esta seccién se verd la nocién de homotopia en una categorfa de cofibraciones.

Definicién I1.2.1 Dada una cofibracién i : B »— A y dos morfismos fg: A =X
verificando que fi = gi = u, y donde X es un objeto fibrante. Se dirs que f es homdtopo
a g relativo a i, y se denotard por f =~ g rel. %, cuando existe H : 7Zi — X haciendo

conmutativo el siguiente tridangulo:

B{i,i} {f. 9}
N
Zi

se llamard a H homotopia entre f v g rel. 7.

Lema III.2.1 Dada una cofibracidn i : B = A, considérese el siguiente cuadrado con-

mutativo:
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|

.
g Y

B
\Ii
A

entonces existe un objeto Z, una cofibracidn j y morfismos q y I que hacen también con-

mutativo el siguiente diagrama:

Ademds, si f es cofibracién también lo esl, ysih o g son equivalencias débiles también

lo son j o l, respectivamente.

Demostracién:

Por el axioma (CF2) existe el siguiente push out:

B f X
Ti ) \Iz
A

! 85}

como hf = gi, existe un morfismo {k,g} = ¢k, (axioma (CF3)). Se toma j = kiyl=kf.
Obsérvese que j es cofibracién pues k e 7 lo son. Si h o g son equivalencias débiles,
también lo serdn j o [, respectivamente, por serlo q (axioma (CF1l)). Ademds si f es

cofibracién ! también lo es, por ser composicién de ellas. O

Lema II1.2.2 Dada una cofibracién trivial i : B =5 A y un morfismo f : B — X, con X
fibrante, existe f:A— X tal que fi=f.
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Demostracién:
Basta aplicar push out notando que, por la proposicién I11.1.2, 7 es también cofibracién
trivial, y al ser X fibrante tendrs una retraccién r.

Se define f =rf ]
Teorema II1.2.1 La relacidn ser homdtopo rel. i no depende del cilindro elegido.

Demostracién:
Supéngase que se define la relacién mediante dos cilindros distintos, Z y Zi. Aplicando
el lema II1.2.1 al cuadrado exterior del siguiente diagrama se obtiene:
jl
B{i,i} >— Zi

~

II

/

7 Z ~

SN
14

J
Zi .~ A

hl

Obsérvese que I' y I” son cofibraciones triviales, por lo que si existe Hj : Zi - X,
homotopia rel. ¢ entre f y g, se induce un morfismo H :7Z— X, por el lema I11.2.2, de
forma que H;” es una homotopia rel. i entre f y g con dominio Zi.

Se procede anilogamente si la homotopia primera tiene como dominio Zs.

Teorema II1.2.2 La relacidn ser homdtopo rel. i es una relacién de equivalencia.

Demostracién:

- Reflexiva.

fh: f e frel s

- Simétrica.

SiH:f~grel i

Como (z)ei = (7)13, por la propiedad de push out existe un morfismo 7 : B{i,:} —
B{,:} verificando que (7)o = (), y T(2); = (3)o.

Andlogamente 2 la demostracién del teorema I11.2.1 se obtiene el siguiente diagrama:
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luego Hl: g = f rel. i.
- Transitiva.
SiH:f~grel. iy G:g o hrel. ¢, aplicando de nuevo los lemas II1.2.1 y I11.2.2 se

obtiene el siguiente diagrama:

F
T X

{ibi li_’i' } G4}
B{ii} ——L - Al i)

Tj' D'Z% |
) % 1Y \
VA = A

Se tiene que Fl: f ~ h rel. z.
Nétese que, aplicando (CF1), {k’, 2’} es equivalencia débil pues:

{r', W'} = K.

Teorema I11.2.3 Si f~g rel. i y f' =~ g’ rel. fi, entonces f'f ~ g'g rel. 3.

Demostracion:
Sea H: fr~grel. i,y H : f' =~ ¢’ rel. fi, entonces (f'H): f'f ~ f'g rel. 1.
Aplicando los lemas I11.2.1 y II1.2.2 resulta el siguiente diagrama:
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] ?
B{i A(@)og, (@19} 3" /H
AL TIT T PR RE

jl Z ~ hl/
. / gh’ \
z X

Al f'g ~ g'g rel. i, y aplicando la propiedad transitiva se obtiene lo buscado. 0O

Este dltimo teorema permite definir las categorias homotépicas, analogamente a lo

hecho en los capitulos anteriores.

ITI.3 I-categoria.

En esta seccién se verd que toda I-categoria es una categoria de cofibraciones, y que

las homotopias son equivalentes.

Definicién IIL.3.1 Dada una cofibracién 7 : B>— A y un morfismo f : A — X en una
I-categoria, se dice que f es una equivalencia de homotopia rel. i, o h-equivalencia rel. i
cuando existe un morfismo f': X — A tal que ff >~ Ixrel. fiy fif ~ 14 rel. i.

En el caso de que la cofibracién sea la trivial ¢ : @ A, se dird simplemente que f es

una equivalencia de homotopia o h-equivalencia.
Teorema II1.3.1 Toda I-categoria es una categoria de cofibraciones.

Demostracién:

Considérese como familia de cofibraciones la familia cof. de la I—categorfa, y como
equivalencias débiles la familia de h-equivalencias de la I-categorfa.

Obsérvese que por el axioma (I3) todo objeto es ¢-cofibrante y por tanto podemos

sustituir el axioma (CF2) por el (CF2)’ (proposicién II1.1.2).
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Por otro lado obsérvese que todo objeto es también fibrante, pues dada una cofibracién

trivial 7 : B " A existe i’ : A — B tal que 7 =~ 1g, y observando el siguiente cuadrado:

%0
>—— B

]j;z

>~—Z:<c:3

donde H : #'i ~ 1g, existe, por la PEH, F : A — Btalque Fio =ty F(Ii)=H. r = Fi;
es la retraccién buscada para i. Como consecuencia de esto, se satisface trivialmente el
axioma (CF4), con la identidad.

(CF1)

Es evidente que los isomorfismos son h-equivalencias, por la propiedad reflexiva. El
axioma, (I3) asegura que la composicién de cofibraciones es cofibracién. La compatibilidad
de la relacién de equivalencia de homotopia con la composicién de morfismos en una
I-categoria garantiza el resto.

(CF2y

La primera parte del axioma (CF2)’ viene dada en el axioma (I2).

Obsérvese que si 7 : B ™5 A es trivial, entonces 7 : X »»B{f,¢} también lo es.

Sea r : A — B una retraccién de ¢ (B es fibrante) entonces como fri = 1f, por la
propiedad de push out existe ' : B{f,i} — X tal que 7 =1y r'f = fr.

Ademds, como i es h-equivalencia, existird 7* : A — B tal que r*i &~ Ip e ir* =~ 4.
Por la compatibilidad de la relacién de equivalencia de homotopia con la composicién de
morfismos se tiene que existe H :1r =~ 1.

Considérese el siguiente cuadrado:

i
J > 1]
T{Ii,io,il} l{H(Ii)(Ip),H, H(I)(Ir)}

irp
IA

A

donde J es el del axioma (I4). Por la PEH existe F' : ITA — A verificando:
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F(Zo]) = rp

F(li)) = H

F(Iiy) = H(Ii)(Ir)

F(II) = H(Ii)(Ip)
Sea G = F(i1]), entonces como fG(Ii) = ip(If), por la propiedad de push out existe
K : I(B{f,i}) = IB{If,Ii} — B{f,1}, (axioma (12)), que verifica Kio =1 y Ki, = ir'.
(CF3)

Dado f:B — X, se construye el siguiente push out:

B L X
2o i
3 o1
B —L Z;
| N
M B —— X
P f

como 1f = fpiq, por la propiedad de push out se induce un morfismo % : Z 5 — X tal que
hig =1y kf = fp.
Sea j = fi,, entonces hj = f.

J es cofibracién, pues observando los siguientes push outs:

f
B X
JO\I T]'o
+
B+B X+B
{mmT ) T%ﬁﬂ
b
IB Zys

se tiene j = fi; = {ig, fi1}/1, que es cofibracién por ser composicién de ellas, (axioma
(12)). Nétese que {4q,71} es cofibracién (consecuencia 5 del capitulo I) y que por tanto la

inducida {%, fi1} también lo es, por el axioma (I2).
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h es h-equivalencia, pues ok =~ 1z ;» ya que aplicando la PEH al siguiente cuadrado

conmutativo:

B+B >~ IB+IB

T{z‘o,il} 1{«'@, 1)

B —. B

existe H : IIB — IB tal que:

H(iol) = iop
H(Iio) = iop
H(Iiy) = 1

Por otro lado, como f(Ht)(Iio) = iop(If), por conservar el cilindro push outs (axioma
(12)) existe G : I(Zs) — Zj tal que Gip = ioh y Giy = 1, donde t es el morfismo de
intercambio del axioma (I5). '

Nétese que, por lo ya demostrado, se ha utilizado la notacién Z; = B{f,éo}.

O

Proposicién IIL.3.1 f ~ g rel. ¢ en una I-categoria si y solo si f ~ g rel. i en la

categoria de cofibraciones asociada.

Demostracién:

En la categoria con cilindro, el siguiente push out da un cilindro relativo:

q

J B{s,}

b

IA Z:

Donde g = {(2)otp, ()0, (1)1}, 7 : B{3,i} — Z' es la cofibracién y p; = {1,1,p} : Z* —
A es la equivalencia débil del cilindro relativo.
Obsérvese que p; es equivalencia de homotopia, pues p;§ = p, p es equivalencia de

homotopia, ya que Ht : igp ~ 1, donde H es la construida en la demostracién del axioma
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(CF3), en el teorema II1.3.1, y también lo es g, como se puede ver en el siguiente push

out:

IB B
\IH T(F)oi

g s
IA YA

(=)

Si F': f o~ grel. ien la [-categoria entonces F' = {f,g,F}: f ~ g rel. i en la
categoria de cofibraciones asociada.

(<)

Si F': f > g rel. i en la categoria de cofibraciones asociada, entonces F' = F' "G:f~g

rel. ¢ en la I-categoria.



Capitulo IV

Dualizacién.

Todo lo hecho en los capitulos anteriores tiene una dualizacién obvia, que simplemente
se enunciard en este capitulo, sin demostrar nada. Por otra parte se tendra en cuenta el
caso especial de que existan las teorfas anteriores y sus duales, viendo cudndo éstas son
compatibles entre si. Por dltimo se analizardn y compararan estas teorias y sus duales

con la teoria de homotopia dada por Quillen en sus categorias de modelo.

IV.1 Teorias duales.

Definicién IV.1.1 Una P-Categoria (categoria con caminos naturales), es una categoria
C con objeto final e, un funtor covariante P : C — C denominado funtor caminos,
transformaciones naturales go,q; : P — tdc e ¢ : tdc — P, y una clase distinguida de
morfismos fib., denominados fibraciones y representados por “—”, verificando los siguientes
axiomas:

(P1) Axioma de caminos.

gt =1, para e € {0,1}.

(P2) Axioma de pull back.

Para una fibracién p : A —» B y un morfismo f : X — B, siempre existe el siguiente

pull back: -
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donde P es también una fibracién. Ademads el funtor P transforma pull backs en pull
backs, esto es:
P(B<p,f>)=PB<Pp,Pf >
También se verifica que Pe = e.
(P3) Axioma de fibracién.
Para cualquier objeto X, el morfismo final ex : X — e, es una fibracién. Asi, dados

los objetos X e Y se puede definir su producto como:
XIIY = e < ex, ey >

La composicién de fibraciones es fibracién. Ademds, cualquier fibracién p : A — B
verifica la siguiente propiedad de elevacidn de homotopia (PLH) en C:

Sea € € {0,1}, para cada diagrama conmutativo del tipo:

e
PA
|\ )
U
X A
= P
Pp PB q;ﬁ B

existe un morfismo E, : X — PA tal que ¢.E. = f y (Pp)E. = H.
(P4) Axioma de caminos relativos.

Para una fibracién 'p : A — B, el morfismo j, definido por el siguiente pull back, es

una fibracién:

< g,q >
PA
\ < 490,91 >
J AITA
JFI'I}? 1;01110
PB BIIB
Pp < 4o0,q1 >

donde pIlp y < go,¢1 > son definidos en la proposicién IV.1.1.
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(P5) Axioma de intercambio.
Existe una transformacién #' : PP — PP, verificando (Pg.)t' = ¢.P y (¢-P)t' = Pgq.,

para ¢ € {0,1}. Se llamard a t' transformacidn de intercambio.

Proposicién IV.1.1 (Consecuencias.)

1. Los morfismos po : AIIB — A y p; : AIIB — B son fibraciones.

2. El iinico morfismo inducido por dos morfismos f y g en un pull back se denotard
por < f,g >.

3. Dados dos morfismos f : A — B yg : A’ — B, existe un tdnico morfismo

fIlg : ATIA’ — BIIB' verificando que:

{ fpo = po(f1lg)

o= pr(f1lg)

4. Todo isomorfismo es fibracion.

5. < qo,q1 > e€s fibracion.

6. g0 y ¢1 son fibraciones.

7. Sip: A —»B, p’: A’ » B’ son fibraciones, entonces se verifica que pllp’ : AIIA’ —»
BIIB’ también lo es.

8. P< f,g>=< Pf,Pg >, y en particular P(fIlg) = (Pf)II(Pg).

9. Los caminos de toda fibracion es fibracién.

Definicién IV.1.2 Dada una fibracién p : A — B, y dos morfismos gg, g1 : X — A,
verificando que pgo = pg; = v, se dice que gy es homdtopo a g, relativo a p si existe un
morfismo H : X — PA, verificando que goH = go, 1 H = g1 y (Pp)H = iv.

Esto se denotard H : gg ~ g; rel. p, y al morfismo H se le denomina homotopia relativa

ap.

N

< gO*)glniv >

X

J
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Proposicién IV.1.2 Sea p : A — B una fibracidn. Ser homdtopo relativo a p es una
relacion de equivalencia.

Si la fibracion tomada es la final se obtiene la homotopia no relativa.
Proposicién IV.1.3 Si f g rel. py f' ~ ¢ rel. pf, entonces ff' =~ gg' rel. p.

Definicién IV.1.3 Una P-categoria con todas las fibraciones es una P-categorfa C, don-

de un morfismo es fibracidn si y sélo si verifica la PLH.

Teorema IV.1.1 Una P-categoria con todas las fibraciones es una categoria C con objeto
final e, un funtor P : C — C, transformaciones naturales go,g; : P — idg e i : idg — P,
y una clase distinguida de morfismos fib., denominados fibraciones y definidos por la PLH,
verificando los siguientes axiomas:

(P1) Axioma de caminos.

g.t=1,parac € {0,1}

(P2)’ Axioma de pull back.

Para una fibracién p : A - B y un morfismo f : X — B, siempre existe el siguiente

pull back:

Ademds el funtor P transforma pull backs en pull backs. También se verifica que
Pe=ce.

{P3)’ Axioma de caminos relativos.

Para una fibracién p : A — B, el morfismo j, definido por el siguiente pull back, es

una fibracién:
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< 90,701 >
PA
AN )
N Tews
go,q1 >
>0 CATIA
lpﬂp lpﬂp
PB BIIB
Pp < go,q1 >

(P4)’ Axioma de intercambio.
Existe una transformacién t' : PP — PP, verificando (Pg.)t' = ¢.P y (¢.P)t' = Pg.,

para € € {0,1}. Se llamard a t' morfismo de intercambio.

Definicién IV.1.4 Una A-categoria aditiva es una categoria aditiva A, con un funtor
covariante A : A — A denominado funtor arcos, una transformacién natural r : A —
ida y una clase distinguida de morfismos llamados fibraciones, verificando los siguientes
axiomas:

(A1) Axioma de pull back.

Para una fibracién p : A - B y un morfismo f : X — B, siempre existe el siguiente

pull back:

donde P es también una fibracién. Ademas el funtor A transforma pull backs en pull
backs.

También se verifica que A(0) = 0, donde 0 es el objeto cero de la categoria.

(A2) Axioma de fibracién.

El morfismo 0 : X — 0 es una fibracién, para cualquier objeto X. La composicién de
fibraciones es fibracién. Ademds, toda fibracién p : A —» B tiene una seccidén para sus
arcos, o lo que es lo mismo, existe un morfismo s : PB — PA tal que (Ap)s = 1. A esto

tdltimo se le denomina propiedad de elevacién de homotopia (PLH).
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(A3) Axioma de arcos relativos.

El morfismo [ definido por el siguiente pull back es fibracién:

7

A
AN )
N,
A
B

A

L

lﬁ

AB
Ap r

p

(A4) Axioma de seccidn.

Existe una transfomacién j : A — AA verificando que: (rA)j = 1.

Proposicién IV.1.4 (Consecuencias.)
1. Al ser A una categoria aditiva, el II definido anteriormente se transforma en @.
.Po:A®B — A yp : A® B — B son fibraciones.
. Los isomorfismos son fibraciones.
. A< f,g>=< Af,Ag >, y como caso particular A(f & g) = Af © Ag.
. T es fibracidn.
. Los arcos de cualquier fibracidn es fibracion.

. <rA,Ar > es fibracion.

W = & ot b W N

. <r,1> es fibracion.

Definicién IV.1.5 Dada una fibracién p: A — B, y dado un morfismo f: X — A, tales
que pf = 0, se dice que f es nulhomdtopo relativo a p (f ~ 0 rel. p) cuando existe un
morfismo H : X — A(A), denominado nulhomotopia rel. p, que verifica que rH = f y
(Ap)H = 0.

Si la fibracién es la 0, resulta la homotopia no relativa.
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Definicién IV.1.6 Dada una fibracién p: A - B, y dados dos morfismos f y g tales que
pf = pg, se dice que f es homdtopo a g relativo a p (f = g rel. p) si y sélosi (g — f) ~0
rel. p.

Si la fibracién es la 0, se dira simplemente que f y g son hométopos (f =~ g).
Proposicién IV.1.5 Ser homdtopo relativo a p es una relacion de equivalencia.
Proposicién IV.1.6 Nul(X,A) = {f:X — A/f ~ 0} es un subgrupo de Hom(X,A).

Proposicién IV.1.7 La relacién de homotopia rel. p es compatible con la composicion

de morfismos.

Se pueden asi definir las categorias Ah y fib(A)gh.

Teorema IV.1.2 f ~ 0 rel. p st y sdlo si f : X — Ker(p) (inducida de f en el micleo)

es nulhomdtopa.
Proposicién IV.1.8 Los arcos de cualguier objeto X es un objeto contrdctil.

Definicién IV.1.7 Una A-categoria aditiva con todas las fibraciones es una A-categoria

aditiva A, donde un morfismo es fibracién si y sé6lo si verifica la PLH.

Teorema IV.1.3 Una A-categoria aditiva con todas las fibraciones es una categoria adi-
tiva A, con un funtor covariante A : A — A, una transformacién natural r : A — ida
y una clase distinguida de morfismos llamados fibraciones y definidos por la PLH, verifi-
cando los siguientes axiomas:

(A1)’ Axioma de pull back.

Para una fibracién p : A - B y un morfismo f : X — B, siempre existe el siguiente

pull back:

r,

Ademads el funtor A transforma pull backs en pull backs.
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También se verifica que A0 = 0.

(A2)’ Axioma de todas las fibraciones.
existe una transformacién i : A — AA tal que (Ar): = 1, y dada una fibracién p existe
un morfismo %, tal que (Ar)i, =1y (AAp)i, = i(Ap).

(A3)’ Axioma de seccién.

Existe una transfomacién j : A — AA verificando que: (rA)j = 1.

Considérese el funtor P. = _® A-, y las transformaciones naturales g9 = po y

G =po+rp:-®A- — _.

Teorema IV.1.4 Dado p : A — B, en una A-categoria aditiva, las siguientes afirma-

ciones son egquivalentes:
1. p verifica la PLH.

2. Sea e € {0,1}, para cada diagrama conmutativo del tipo:

Qe
PA
N E. w
AN
X ! A
= |
PB B
Pp 9e

Eziste un morfismo E, : X — PA tal que ¢.E. = f y (Pp)E. = H.
8. Dado f:X — B, f~0, eziste g: X — A tal que pg = f.

4. Para todo objeto contrdctil X, se verifica:

pw - Hom(X, A) —» Hom(X, B) es un epimorfismo.

5. Dado f: X — B, f~0, eziste g: X — A, g ~ 0, tal que f = pg.

6. Dados f : X — B yg:X — A, tales que f ~ pg, existe h: X — A de forma que:
ghyf=ph
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Corolario IV.1.1 Eziste una transformacion j' : A — AA verificando que: (rA)j' =1
y (Ar)y’ = 1.

Corolario IV.1.2 Egiste una transformacion t” : AA — AA verificando: (rA)t" = Ar y
(Ar)t” = rA.

Teorema IV.1.5 Toda A-categoria aditiva es una P-categoria aditiva.
Teorema IV.1.6 Toda P-categoria aditiva es una A-categoria aditiva.

Corolaric IV.1.3 Dada p: A »B:
f ~ g rel. p en una A-categoria aditiva, si y sélo si f > g rel. p en la P-categoria

aditiva equivalente.

Definicién IV.1.8 Una categoria de fibraciones es una categoria C, con dos familias
distinguidas de morfismos denominadas fibraciones y equivalencias débiles, verificando

los axiomas (F1), (F2), (F3) y (F4).

Definicién IV.1.9 Un morfismo en C que sea a la vez fibracién y equivalencia débil se

llamaré fibracién trivial, y se representard por “=7.

Definicién IV.1.10 Un objeto S en una categoria de fibraciones C se llama modelo
cofibrante o simplemente cofibrante si cada fibracién trivial p : @ = S en C admite una

seccién s : S — Q.

(F1) Axioma de composicién.
Los isomorfismos en C son equivalencias débiles y fibraciones.

Para dos morfismos:

g
R Ay

si dos cualesquiera de f, g , gf son equivalencias débiles, entonces lo es el tercero. La
composicién de fibraciones es fibracién.

(F2) Axioma de pull back.

Para una fibracién p: A —B y un morfismo f : X — B, siempre existe el pull back:
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S
3

\.'.‘

O e >
3

donde p es también una fibracién. Ademds, si f es una equivalencia débil, también lo es
I
(F3) Axioma de factorizacién

Todo morfismo f : X — B en C se puede factorizar de la forma:

7"\

f

X

B

donde p: A » B es fibraciébn y g : X = A es equivalencia débil.

(F4) Axioma de modelos cofibrantes

Para todo objeto X de C existe una fibracién trivial SX »X, donde SX es cofibrante
en C. Se llamard a SX =X modelo cofibrante de X.

Definicién IV.1.11 Si C tiene objeto final e se dice que un objeto X de C es e-fibrante

cuando e : X — e es una fibracién.
Definicién IV.1.12 . (Axioma (F2)?)

Se dice que una categoria de fibraciones verifica el axioma (F2)’ cuando para una

fibracién p: A - B, y un morfismo f : X — B, siempre existe el siguiente pull back:

B<nf>—i* A

P,

X B

donde P es también fibracidn, y ademds si p es fibracién trivial, también lo es P.

Proposicién IV.1.9 En una categoria de fibraciones, si la fibracién p en (F2) es trivial,

entonces también la inducida es trivial.
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Corolario IV.1.4 Toda categoria de fibraciones verifica el azioma (F2)°.

Definicién IV.1.13 Dada una fibracién p : A —» B, se definen los caminos relativos
a p como el objeto Z de (F3) a través del cual se factoriza el morfismo < 1,1 >: A —

B < p, p >. Dicho objeto se denotard Z7:

W \1\

B<pp>

<1,1>

Se define g = (P)oq' v ¢4 = (P)14-

Definicién IV.1.14 Si todos los objetos de una categoria de fibraciones son e-fibrantes,
entonces se definen los caminos de un morfismo f : X — B como el objeto Z; a través del

cual se factoriza el morfismo < 1, f >: X — XIIB.

2N

XIIB

X
<l,f>

Se define go = pog y 1 = p1¢-

Proposicién IV.1.10 Si todos los objetos de una categoria de fibraciones son e-fibrantes,
entonces el azioma (F2) puede ser sustituido por el (F2)’. Ademds en (F1) se puede

sustituir: “Todo isomorfismo es fibracion trivial” por “l : e — e es equivalencia débil”.

Definicién IV.1.15 Dada una fibracién p : A —» B y dos morfismos f,g : X — A
verificando que pf = pg = v, y donde X es un objeto cofibrante. Se dird que f es
homdtopo a g relativo a p, y se denota por f = g rel. p, cuando existe un tridngulo

conmutativo del tipo:
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Demostracién:

Basta observar que I. = @ C.yque P_.= @ A.. O

Teorema IV.2.1 En una IP-categoria aditiva la propiedad de elevacion de la homotopia

relativa es consecuencia de los otros aziomas.

Demostracién:

Considérese el diagrama de (IP3). Obsérvese que A = A @ CA, y que por tanto
podemos poner g = {go,¢:1}, donde g; : CA — B’. Como CA es contrictil, entonces
g1 = 0 = p0, luego existe una homotopia H : CA — PB' tal que goH = ¢y y ¢: H = p0;
aplicando a esto dltimo la PLH, existe F' : CA — PA’ tal que ¢:F =0y (Pp)F = H.
Sea o = goF', entonces g; = pa.

Como gojog: = 91 = pa, por la PLH existe 8: CA — PA/ verificando (Pp)8 = jog1 ¥
908 = c.

tal que vip = 5o y v(I7) = 1.
Sea h = fyigpo — poB(Ci)up; + pofpr + fijiupy, donde u es la retraccién de Ci. b es

el morfismo buscado. 0

Corolario IV.2.1 Unra categoria aditiva C es una IP-categoria si y sdlo si es una

C A-categoria.

Como consecuencia de este corolario, todo lo que se diga sobre una I P-categoria aditiva
puede usarse para una CA-categoria aditiva y viceversa, como se verd en la siguiente

seccidn, en la cual se usard indistintamente una u otra.

IV.3 Categoria de modelo de Quillen.

En esta seccién se relacionardn las IP-categorias con las categorias de modelo de

Quillen.

Definicién IV.3.1 Una categoria de modelo es una categorfa M, con tres familias dis-

tinguidas de morfismos denominadas cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles,
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(cof., fib. y we.), que satisfacen los axiomas (CF1), (F1), (CF2)’, (F2)’, (M0), (M1) y
(M2), donde:
(MO) M es cerrada para limites y colimites finitos.

(M1) Dado un diagrama conmutativo del tipo:

f
B A’
-~
\Iz’ h_~ lq
~ g
A B’

donde i es cofibracién, ¢ fibracién y uno de ellos es equivalencia débil, entonces existe
h: A — A’ que hace los tridngulos conmutativos.
(M2) Cualquier morfismo f puede ser factorizado de la forma f = pi, donde p es

fibracién e % cofibracién trivial, y también con ¢ cofibracién y p fibracién trivial.

Definicién IV.3.2 Una categoria de modelo propia es una categoria de modelo verifi-

cando ademds los axiomas (CF2) y (F2).

Definicién IV.3.3 Un morfismo f: V — W se llama retracto de g : X — Y si existe un

diagrama conmutativo del tipo:

v ’U/

\% X—V

kb

W—— Y —W

donde v'v = 1y y v'w = lw.

Definicién IV.3.4 Se dice que una categoria de modelo es cerrada si satisface el siguiente
axioma:
(CM) Si f es un retracto de g, y g es equivalencia débil, fibracién o cofibracién, también

lo es f.

Teorema IV.3.1 Una C A-categoria aditiva con limites y colimites finitos es una cate-

goria de modelo propia en el sentido de Quillen.



58 Capitulo IV. Dualizacién.

Demostracién:
Considérense como cofibraciones la familia cof. de la C-categoria, como fibraciones
la familia fib. de la A-categoria y como equivalencias débiles las h-equivalencias de la

C A-categoria. Entonces:

(CF1), (F1), (CF2)’ y (F2)’ se verifican, por los teoremas I11.3.1 y IV.1.10 y el corolario
IV.2.1.
(MO) Se verifica, por hipétesis.

(M1) Dado un diagrama conmutativo del tipo:

B / A’
o,
g
A B’

si ¢ es h-equivalencia, existe v’ : A — B tal que v"i =~ 1 e 4’ =~ 1, y aplicando la PEH
existira v : A — B, v > ¢/, tal que vi = 1 e iv ~ 1. Entonces giv ~ g, y existird
H:IA — B con Hig =gy Hiy = giv.

Tomando H' = gp+ HI(iv) — H, ocurre que H'{io, Ii} = ¢{fv, fp}, y por (IP3) existe
H": IA =Y tal que H"{io, I} = {fv, fp} y ¢H" = H'.

h = H"i; es el morfismo buscado.

Dualmente, si p es fibracién trivial, utilizando la propiedad de extensién de homotopia
relativa (dual de la propiedad de elevacién de homotopia relativa).

(M2) Sea un morfismo f : X — Y. En este caso la factorizacién hecha para demostrar
el axioma (CF3) en el teorema II1.3.1 queda reducida a lo siguiente:

Se toma el push out:

f
X — Y
Jio Jio
1
X @ CX Y e CX
fol1 N\ Po
L N

fp0={fxo}
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y f = poj, donde j = (f ® 1)iy =< f,k >. En I11.3.1 se demuestra que j es cofibracién y
Po es equivalencia débil, y es evidente que po es fibracién al ser la inducida de la fibracién
0 en el pull back de X ® CX.

Dualmente se tiene la otra parte del axioma.

Nétese que (CF2) y (F2) se verifican, pues se estd en una categoria con todos los

objetos ¢-cofibrantes y e-fibrantes. m]

Teorema IV.3.2 Una CA-categoria aditiva con limites y colimites finitos y todas las

cofibraciones y fibraciones es una categoria de modelo propia y cerrada en el sentido de

Quillen.

Demostracién:

Bastaria ver que si f : V — W es un retracto de g : X — Y, y g es equivalencia débil,
cofibracién o fibracién, también lo es f.

Luego se tiene un diagrama conmutativo del tipo:

donde v'v = 1y y w'w = lw.

- Si g es equivalencia de homotopia con inversa homotdpica &, entonces f es una

equivalencia de homotopia con inversa homotépica (v'hw).

- Si g es cofibracién, con r : Y — X retraccién para su cono, entonces f es una

cofibracién, puesto que B = (Cv')r(Cw) verifica que R(Cf) = 1.

- Si g es fibracién, con s : Y — X seccién para sus arcos, entonces f es una fibracién,

puesto que S = (Av')s(Aw) verifica que (Af)S = 1.






Capitulo V

Ejemplos.

En este capitulo se dan ejemplos de lo visto anteriormente. -

1. Categoria de Espacios Topolégicos.

La categoria de espacios topoldgicos, con el cilindro y caminos definidos de forma
natural, y las cofibraciones y fibraciones definidas mediante la PEH y la PLH, respectiva-
mente, es una I-categoria y una P-categoria (ver [2], pag. 29), aunque no una IP-categoria
(Ver [2], pag. 33). Por tanto serd también una categoria de cofibraciones y una categoria

de fibraciones, ambas con todos los objetos fibrantes y cofibrantes.

2. Categoria de objetos sobre C y bajo D.

Sea C una categoria y u : C — D un morfismo fijado en C. Se define la categoria
C(u) = C(C — D) de objetos bajo C y sobre D del siguiente modo:

Los objetos son las tripletas del tipo (X,4,%), donde #: C = X, £: X > Dyu =24

Un morfismo f: (X,%,%) — (Y,%,9) es un morfismo f : X — Y verificando que f& =je
o=

C(u) tiene el objeto inicial C 2 C % Dy el objeto final C %D 2 D. Los push outs
y pull backs en C(u) se toman como los push outs y pull backs en C.

En el caso C=Top, se definen los funtores cilindro natural y caminos naturales a partir

de los siguientes push out y pull back en Top, respectivamente:

61
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T
CxI C C
]:Exl i Jé \\:‘3 : W
Xx] —— 7 “ w Xt
‘ N 3 lw |5:I
N '
L_____A—-, D D DI
p 7 i

Las transformaciones naturales 4o, %1, go, g1, p, ¢ se definen de forma anéloga a lo hecho
en Top.

Ademéds (I, P) es un par adjunto.

Si se definen las u-cofibraciones y las u-fibraciones como aquellos morfismos en Top(u)
que verifican la PEH y la PLH, respectivamente, Top(u), con las u-cofibraciones y las
u-fibraciones, es una I-categoria y una P-categoria, respectivamente.

Algunos casos particulares de estas categorfas, para morfismos u concretos, serfan:
Top( — +) = Top
Top(* — *) = Top* (Categoria de espacios topoldgicos punteados).
Top(C — *) = Top® (Espacios topoldgicos bajo C).
Top(¢ — D) = Topy, (Espacios topoldgicos sobre D).
Top(* — D) = Topp (Categoria de espacios topoldgicos punteados sobre D).
Top(D = D) = Top(D)

Donde se ha denotado ¢ = conjunto vacio, * = punto.

Un desarrollo més completo de estas categorias puede verse en [2].

3. Categoria de Espacios Topolégicos con las cofibraciones cerradas.
Si en la categoria de los espacios topoldgicos se consideran como cofibraciones sélo
las cofibraciones cerradas (cofibraciones cuya imagen es un conjunto cerrado) es una

[P-categoria en el sentido de Baues (Ver [2], pag. 32 y [53]).
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4. Categoria de Grupos abelianos.

Esta categorfa es una CA-categoria aditiva con todas las cofibraciones y fibraciones,
y por tanto una categoria de modelo cerrada y propia, con la siguiente estructura:

Sea R un anillo unitario fijo. Dado un grupo abeliano X se puede definir CX = RQX y
AX = Hom(R,X) = X®, donde se ha considerado la estructura de grupo abeliano de R, y
la condicién de Z-médulos de los grupos. Evidentemente CX y AX son grupos abelianos
y dado f : X — Y, homomorfismo de grupos, se tienen los homomorfismos Cf =1® f y
Af(g) = fg. Ay C asi definidos son funtores.

Se define k(x) = e®x y 7(g) = g(e), donde e es el elemento identidad de R. k y r son
transformaciones naturales.

Cofibraciones y fibraciones se definen mediante la PEH y la PLH, respectivamente.

Para ver un desarrollo mds detallado consultar [29] y [45].

5. Homotopia de R-casi-mddulos.
Sea R un anillo unitario. Un R-casi-mddulo X es un grupo abeliano con una operacién

externa de R x X en X verificando las siguientes propiedades:
1. (r+s)x =rx+sx, rs€RyxeX
2. r(x+y) =1mx+ry, reRyxyeX
3. ex =%, x€ X ye = elemento unidad de R.

Los homomorfismos de R-casi-médulos son las aplicaciones que preservan las opera-
ciones con sus propiedades.

De un modo natural se pueden definir el producto tensorial R ® X y X® como R-casi-
médulos.

Una construccién andloga al ejemplo anterior da una homotopia en la categoria de

R-casi-médulos. Esta homotopia fue desarrollada por M. Sanz en [51].

6. Homotopia de R-médulos.

Sean R, S anillos unitarios y f : R — S homomorfismo de anillos que conserva el
elemento unidad. Dado un R-médulo X se define CX = S® X y AX = Hom(S,X) = X5,
CX y AX son R-médulos puesto que S es un R-médulo con la operacién r.s = f(r).s, con

reRyseS.



64 Capitulo V. Ejemplos.

Un proceso similar a los ejemplos anteriores da a la categoria de R-médulos una
estructura de CA-categoria aditiva con todas las cofibraciones y fibraciones, y por tanto

de categoria de modelo cerrada y propia.

7. Homotopia de grupos topolégicos abelianos y Hausdorff.

Sea R un anillo topoldgico unitario localmente compacto. Dado un grupo topoldgico
abeliano y Hausdorff X, se tiene que X®, con la topologia compacto-abierta, y R ® X,
con la topologfa inicial asociada al homomorfismo inducido por las aplicaciones bilineales
continuas con dominio R x X, son grupos topoldgicos abelianos y Hausdorff.

La misma construccién de los ejemplos precedentes dota a la categoria de los grupos
topoldgicos abelianos y Hausdorff de estructura de CA-categoria aditiva con todas las
cofibraciones y fibraciones, y por tanto de categoria de modelo cerrada y propia.

Notar que la compacidad local de R asegura, la buena definicién del isomorfismo natural

de adjuncién.

8. Homotopia en espacios vectoriales topolégicos.

Similar a la anterior.

9. Homotopia en complejos de cadena.
Considérese en este ejemplo la conocida homotopia en complejos de cadena sobre una
categoria abeliana.

Sea X un complejo de cadena, se definen CX y AX por:

5§ "—1Xn—1
(CX)p = X, & Xy, con 8% =
0 =&
&% 0
(AX)n == Xn @ X'n+17 con 6‘:X =
_1Xn _67)1-(4-1

Y dado un homomorfismo de complejos de cadena f: X — Y, se define:
(Cfln=Fa® fomi

(Af)n = fo ® fan

C y A son funtores covariantes.

k 'y r se definen del siguiente modo:
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w= (%)

rn=(1xn 0)

que son transformaciones naturales.

Fibraciones y cofibraciones son definidas en el sentido de Kamps [38], esto es, como
los homomorfismos de complejos de cadena que tienen secciones y retracciones en cada
nivel, respectivamente. Definicién que coincide con la PLH y la PEH, respectivamente.
Con esta estructura se obtiene una CA-categoria con todas las cofibraciones y fibraciones,
y por tanto una categoria de modelo cerrada y propia. Esto dltimo ya fue probado por

Golasinski y Gromadzki en [22], pero es mas simple hacerlo como aqui se indica. Para

verlo més detallado consultar [45].

10. Categoria de espacios topolégicos punteados.

Si se considera la categoria Top* de espacios topolégicos punteados, tomando como
cofibraciones los morfismos de Top™ que son cofibraciones en Top, como fibraciones los
morfismos de Top* que son fibraciones en Top y como equivalencias débiles los morfismos
de Top* que son equivalencias de homotopia en Top, entonces (Top*,cof.,we.) es una
categoria de cofibraciones, en la cual ademas todos los objetos son modelos fibrantes, y
(Top*,fib.,we.) es una categoria de fibraciones, en la cual ademds todos los objetos son
modelos cofibrantes.

Para ver un desarrollo més exhaustivo de este ejemplo, consultar [2].
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