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e Presentacion

Excmo. Sr. Presidente,
Excmos. e Ilmos. Sres. Académicos,

Senioras y Senores:

Cuando no se sabe cémo empezar no es mala cosa procurar imitar a los clasicos, al

menos en la forma, y salvando las distancias. De manera que sirva lo siguiente a modo de

PREAMBULO

Un predmbulo me obligo a hacer mediante
que en mi vida me he visto en tal aprieto
més ya pensando en agradecimientos

la tarea se vuelve estimulante.

Si su sola mencién no es bastante,

me puedo referir, segiin entiendo,

a varios personajes de talento

de entre una colecciéon algo abundante.
Ellos ciertamente me inculcaron

lo mejor de su arte con su ejemplo;

de fijo ... no dejaron de intentarlo.

Con su ayuda anduve el largo trecho

que me trae a la Academia, confiando

en que vuestra aceptacion seréa un hecho.

Asi pues, en un orden cronolégico ciclico —que permite situar la linea de salida a

conveniencia— deseo expresar mi reconocimiento y gratitud a los miembros de la ilustre
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Academia de Ciencias de Zaragoza por su benevolencia, al considerarme candidato a
formar parte de la misma. Sinceramente me siento abrumado por la designacion, y —
a expensas de que mi discurso convenza y se me admita— espero corresponder con mi

esfuerzo y mejor voluntad al funcionamiento de la institucion. Gracias.

Ciclicamente entonces, es momento de remontarse a los albores de la infancia. Aparte
de la imagen familiar que conservo de mi madre pacientemente sentada junto a mi, ayu-
déandome frente a un ejército de sumas de muchas cifras —y ésto bajo la atenta mirada de
papéa vigilando que el nino no se desmadrara—, el recuerdo se aposenta placido y alegre
en el colegio de las Franciscanas de Montpellier de aqui mismo, en Zaragoza. Siento la
ineludible necesidad de mencionar a la Madre Presentacion, monja que fue mi maestra
desde los cuatro a los ocho anos. De ella aprendi las primeras letras —y primeros niimeros—
y a ella debo los primeros buenos ratos, y por tanto decisivos, como estudiante. Con el
paso del tiempo, yo iba a visitarla de vez en cuando mientras permanecié en Zaragoza.
En mi ultima visita le dije que, ademas de haber aprendido a leer, también le debia mis
primeros momentos de disfrute modestamente intelectual, de la mano de la Gramatica,
con los adjetivos demostrativos y posesivos. Le parecidé que yo exageraba y se emociono,

pero eso era la pura verdad. La madre Presentaciéon fue una gran maestra.

También habia muy buenos profesores y maestros en el colegio Cardenal Xavierre de los
Padres Dominicos, de Zaragoza. Debo referirme expresamente a Pedro Garcia Rosauro,
quien resulté vital en mi desarrollo como persona, intelectual y moralmente (e incluso
algo jugando al fatbol). Por lo demas, tendria que citar a otros muchos, a algunos de
manera especial. Pero siempre existe una tenue frontera para marcar en estos menesteres,
y mencionar a unos para dejar de citar a otros me haria sentir incomodo. Realmente guardo
muy buenos recuerdos de ese colegio en el que, vivencias aparte, se nos proporcionaba unas
sOlidas educacion y formacion y del que, en consecuencia, se salia preparado para afrontar

las dificultades de nuevos estudios.

Por otra parte, esta circunstancia también se daba en otros centros de ensenanza de
Zaragoza y de toda Espana. La gente de mi generaciéon que sigui6é estudios superiores
entr6 en la universidad con un bagaje intelectual de alcance, con un entusiasmo y unas
ganas de estudiar y progresar que hicieron posible, en el caso de las ciencias exactas, su

edad de plata. La de oro esta por llegar, pero ya queda cerca.

A tal grado de desarrollo de la ciencia matemaética en Espana contribuy6 notoriamente,
no cabe duda, la seccion de matematicas de nuestra universidad. De la licenciatura en
Zaragoza se salia bien formado, y esto era consecuencia de la existencia de un elenco de
profesores de talla, talentosos, que estaban poniendo al dia el contenido de las materias y

eran predicantes de la seriedad y la honradez en el estudio, no escatimando apoyo a quien



lo demandara en la justa medida.

Uno de estos profesores era don José Garay de Pablo, mi predecesor en portar la
medalla nimero 10 de la Academia, honor que tendré la satisfacion de sentir si tienen a
bien reiterar su eleccion. Don José Garay estaba considerado entre los dos o tres mejores
profesores de toda la carrera. Hablo de mi curso, pero me consta que es asi para otros
muchos. Y él deberfa saberlo —si no lo sabe ya— mejor que nadie, dada la multitud de
antiguos alumnos que lo paran por la calle, afectuosamente, y de otros que periddicamente
lo invitan a sus reuniones. El profesor Garay destacaba por su ciencia, su amenidad y su
afabilidad. Siempre se dijo de él que era matemético listo e ingenioso, cualidades que
en su faceta de investigador le han permitido explorar enjundiosa y acertadamente la
teoria de la senal, y aplicarla a areas como la cartografia cerebral u otras relativas a la
electronica. Pero quiero destacar otro aspecto de su actividad investigadora. Se trata de su
tesis doctoral, dedicada a la integracion en espacios topolégicos cuando éstos no presentan
compacidad local. El tema era de importancia a mediados y finales de los anos sesenta,
habia unos cuantos trabajos aqui y alla sobre el mismo, y la tesis de Garay bien puede
tomarse como uno de los pioneros en el campo. La teoria tomé carta de naturaleza con la
publicacion en 1973 del texto de L. Schwarz sobre medidas de Radon. Hoy el tema es un

clasico que mantiene su relevancia.

El Doctorado marca oficialmente, sélo oficialmente, la tltima etapa formativa del es-
tudioso, y el inicio de la actividad profesional universitaria propiamente hablando. En
mi caso, hay dos matematicos, excelentes investigadores, que resultan esenciales y son
curiosamente complementarios, en caricter y estilo matematico. El primero, cronolégica-
mente, es mi director de tesis, Joaquin Ortega Aramburu, catedratico, ya emérito, de la
Universidad de Barcelona. El recalé por un curso en Zaragoza, el siguiente al de mi fin
de carrera, y lleg6 aportando la vision de la escuela catalana de entonces, de una fuerte
imbricacion del dlgebra y aspectos de la geometria algebraica en el anélisis. Su forma de
exponer la teoria de las algebras de Banach, de los ideales y espacios de gérmenes de
funciones, etc, de todo esto, me resulté fascinante. Me ensendé mucho y ejercié una gran
influencia en mi forma de entender las matematicas. El segundo en el tiempo es Jean
Esterle, “professeur” también emérito de la Universidad de Burdeos I, quien me recibi6 y
acogio extraordinariamente bien en mi ano de estancia post-doctoral en la capital aquita-
na. Para mi contento, descubri que su linea de investigacion, dentro del analisis, también
aunaba éste con grandes dosis de algebra e ideas integradoras de las matematicas, si bien
en una direccion diferente a las que yo conocia. Lejos de suponer una dificultad, esta
circunstancia me abrié6 un panorama de muchas posibilidades de estudio. El magisterio

de Esterle fue decisivo.

Naturalmente, no se puede llevar a cabo un trabajo eficaz si no se dispone alrededor



de un ambiente propicio. El del antiguo departamento de Teoria de Funciones de nuestra
universidad, y después el del de Matematicas, y dentro de éste el del Area de Anélisis,
fue y es idéoneo. Ninguna traba, toda libertad de movimientos y apoyo constante. Estoy
agradecido a todos mis companeros a lo largo de estos anos. Como lo estoy a los colabo-
radores en investigacion pasados y presentes, de los que aprendi y sigo aprendiendo una
barbaridad, valga la expresion. Incluyo a mis alumnos de doctorado, a los que luego citaré.
Quiero asimismo agradecer al doctor Enrique Artal, miembro de la Academia, su inesti-
mable ayuda informatica, sin la cual no hubiera podido editarse este discurso. También al
doctor Mario Pérez, y especialmente al joven doctor Luciano Abadias cuyo trabajo con el
“beamer” ha sido fenomenal. Precisamente estoy colaborando con Luciano en un articulo,

lo conozco bien y le auguro un brillante porvenir profesional.

Por supuesto, mi familia, en el sentido amplio, y amigos ocupan lugar senalado también
en lo profesional, por su interés y afecto. A mis padres les debo todo, y posteriormente a mi
mujer, Soledad. Ella y mi hijo Miguel Jestis merecen mencién aparte por su comprension

y paciencia, entre otras razones.

A continuacién voy a exponer unos cuantos hechos e ideas sobre la presencia de la
estructura de grupo en el analisis matematico. Pero la eleccion de los temas no ha sido
ni exhaustiva ni sistematica. Se trata s6lo de una serie de items con los que estoy mas

familiarizado.

1. Preliminares

La nocion de grupo es una de las grandes ideas unificadoras y de mayor capacidad
de penetracion en mateméticas. Los grupos aparecen en principio asociados a simetrias
de objetos ora mateméticos ora propios de otras ciencias como espectroscopia, cristalo-
grafia, fisica de particulas, etc. En el a&mbito de las matematicas la presencia de grupos
en algebra, teoria de ecuaciones —algebraicas y diferenciales—, geometria diferencial, teo-
ria de ntmeros, etc., es constante y de gran importancia. También en areas del analisis
matematico los grupos, o sus variaciones, desempenan un papel central. En esta expo-
sicibn mostraré un conjunto de temas de investigacion en que los grupos o sus diversas
versiones aparecen como objeto de estudio o herramienta de aplicacion. No es una lista ni
sistematica ni exhaustiva, simplemente refleja areas en las que he trabajado. Pero antes
comenzaré haciendo una breve mencion a la forma en que, a través del fascinante misterio

de la simetria, los grupos se nos aparecen ahi, delante de nuestra mirada y profusamente.
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1.1.  Grupos en la Naturaleza y el Arte

La simetria es parte de nuestra experencia sensorial mas directa y basica. Durante
siglos ha intrigado a pensadores, artistas, cientificos. La superficie de un lago o estanque
de aguas limpias y aquietadas es un lugar propicio para encontrarla. Asi fue como el
Narciso de la mitologia griega se descubri6 a si mismo; y lo que vié le gustd, aunque
esa es otra historia. En lo que a nosotros concierne el episodio contiene los ingredientes
esenciales: el plano de simetria representado por la superficie del agua, y el objeto que se
simetriza; a saber, la cara (més o menos agraciada) de Narciso. Esta simetria es espacial,
su analoga planar viene indicada en la Figura 1.1 [Bu, en la que el eje o recta de simetria

ha reemplazado al plano-superficie de antes.

Figura 1.1:

Planos o ejes no son los tinicos referentes de simetria en la naturaleza. Esta contiene
maravillosos ejemplos como los que siguen: girasoles (simetria radial), brocoli romanesco
(fractal), telas de arana (reticular), panales de abejas (hexagonal), concha del nautilus
(espiral logaritmica), copos de nieve (hexagonal); a los que anadir la galaxia de la Via
Lactea y, por supuesto, jlas hojas de los arboles y las flores!, asi como las extraordinarias

configuraciones cristalograficas de la materia.

Que el arte imita a la naturaleza con provecho (lo reciproco es cuestion que ahora
no procede) es algo de que dan buena prueba los ornamentos egipcios de las tumbas
tebanas, formados por espirales recubriendo el plano. Existen 17 simetrias distintas de
esa clase, cuya mayor parte se remonta a tiempos prehistoricos. El arte minoico bebié de
ellas, y los griegos agregaron los mosaicos geométricos, vigentes hasta ahora mismo. En
los entrelazamientos de linea drabes, sus estrellas, cuadrados y pentagonos ornamentales
destaca poderosamente la fuerza de la simetria, y su principio se repite en la musica, pues
“el canon . ..es ...un poligono sonoro que, ...en interferencia consigo mismo, produce un

cierto nimero de compases llenos de geometria” [LeL, pp. 508, 509].
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Figura 1.2:

Para descubrir grupos en la simetria es preciso un cambio de enfoque. Regresemos a
la Fig. 1.1. En ella cada punto p es simétrico, respecto al eje, de un tnico punto ¢. Tal
correspondencia especular, o reflexion, puede verse como resultado de un movimiento o
transformacion T' que lleva p a ¢ (y g a p en este caso). Si p y ¢ los pensamos formando
en conjunto la cara total C, dividida en dos en la Fig 1.1, ocurre que 1" “acttia” sobre
C' transforméandola en si misma —7'(C') = C' en simbolos—. La traduccién matematica de
ello es que el conjunto de las reflexiones 7" y la identidad I, que a cada p asocia el mismo
p, forma un grupo (de orden 2). El hecho de que T(C) = C' indica que el conjunto C' es

invariante bajo la accion de T

El ejemplo anterior es un caso elemental de grupo de transformaciones o movimientos
en el espacio (y en el plano), siendo los més béasicos o intuitivos los definidos por traslacio-
nes, giros planos y rotaciones, simetrias (de orden n) respecto a puntos, rectas y planos,
movimientos helicoidales, etc. Dado un cuerpo en el espacio su simetria esta caracterizada

por la coleccién de movimientos (grupos actuantes) que lo dejan invariante.

El calculo de los grupos de simetria de figuras geométricas es de importancia, incluso
para ornamentos planos infinitos (JAKL, pp. 337 y ss.|); por ejemplo las teselaciones,
de interés por su relacién con cuasicristales y su presencia en la estructura intima de la

materia.

1.2.  Grupos en las Ciencias Naturales

La interaccion de simetria y ausencia de simetria se ha tomado, en sus diversas formas,
como condiciéon necesaria del fenémeno fisico en general (P. Curie). Las aplicaciones de

este principio son amplias y bien conocidas. Asi ocurre en el enantiomorfismo, relacionado
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Figura 1.3:
4

TESELACIONES NO
FERIODICAS DE PENROSE

o\ Nag<

con propiedades de rotacion en la polarizacion de la luz, en que dos cristales o moléculas
se definen como isémeros 6pticos si son imagen especular, no superponible, uno del otro,

y presentan cada uno por separado o conjuntamente alguna disimetria interna.

En otra direccion, la antisimetria —representada por el anadido de un signo menos
en las igualdades matematicas que definen inicialmente la simetria— desempena un papel
capital en la explicacion-comprension del “vinculo molecular” (L. de Broglie), de modo que
la funcion de ondas de un sistema de n particulas deberia resultar simétrica o antisimétrica
en cada permutaciéon de las particulas. Por ejemplo, corptisculos como electrén, proton,
neutrén, son antisimétricos, mientras que sistemas de fotones o particulas alfa son de
estado simétrico o antisimétrico segiin que el ntiimero de sus constituyentes sea par o
impar. Es decir, este fenémeno se explica matemdticamente por la disimetria interna del

grupo de permutaciones de n objetos |LeL, p. 61].

En mecéanica cuantica, el momento angular intrinseco (espin) del electrén y otras par-
ticulas subatomicas, es un ejemplo de simetria-antisimetria susceptible de tomar simulta-
neamente dos valores opuestos. Se mide mediante el espinor (onda de dos parejas de dos
componentes que refleja un desdoblamiento interno), concepto abstracto introducido por
E. Cartan en 1913, en su estudio de las representaciones lineales del grupo de rotaciones
en R" [LeL, p. 59]. Espines y espinores aparecen ligados a representaciones del grupo de
Lorentz, o grupo de simetrias del espacio-tiempo de la relatividad especial. En nuestra
actual terminologia, espines y espinores se contemplan asociados a representaciones de
algebras de Clifford. Todo ello no sorprende, dada la correlacion estrecha y abundante en
ejemplos entre la teoria de representaciones de grupos localmente compactos (y de Lie) y

los principios de simetria en fisica cuéntica [A, p. 84].

En quimica atémica, la articulacion de la simetria molecular mediante la teoria de
grupos es fundamental en la descripcion y predicciéon de las propiedades de las molécu-
las, para clasificar niveles de energia o funciones de onda, y en la interpretacion de los

espectros moleculares (espectroscopia). Las siguientes figuras (tomadas de Internet, autor
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desconocido) muestran la simetria de la molécula del agua, del metano y del amoniaco,

asi como el resultado de aplicar simetrias a la tltima.

Figura 1.4:

Hay principios matematicos que gobiernan la cuantizacion de electrones (calculo de
valores propios de matrices) y sus localizaciones en orbitales, que son regiones de formas
de gran simetria (espacios de vectores propios, cuyo calculo viene simplificado por la
simetria [R], Fig. 1.5 a la izquierda). De este modo se explica el ensamblaje molecular,
pues dos atomos formaran molécula cuando sus electrones mas externos formen orbitales

moleculares.

Estamos en un mundo de formas regulares, impresion reforzada ante la contemplacion
del carbono, que como dominador de la materia orgénica aparece organizado de diversas
formas, segun sea la diferente disposicion de los elementos de simetria: En el diamante
los &tomos forman un reticulo ctibico fuertemente ensamblado, regular e impenetrable, lo
que explica su extrema dureza, por ejemplo. En el grafito los &tomos estéan distribuidos en

capas hexagonales deslizandose unas sobre otras. El grafito es blando y maleable (Fig. 1.5).

Para terminar este apartado algo decimos sobre la accién de grupos en moléculas.
Un grupo actuante sobre una molécula aislada se llama puntual si deja fijo el centro de
masas. Y se llama espacial si posee simetria de traslacién pero no deja ningtn punto fijo;

éstos son propios de las redes cristalinas, y un buen ejemplo lo tenemos en el hidrato de
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carbono, de estructura similar al hielo. En este sentido la cristalografia puede considerarse
parcialmente como sub-area de la fisica y quimica. Problema central en esa rama era el de
clasificar los sistemas regulares de puntos en el espacio, resuelto en 1890 utilizando teoria
de grupos (pues la cuestion esta intimamente ligada al estudio de los grupos discretos de
movimientos) [AKL, p. 342].

La cristalografia es una disciplina cientifica de mucha importancia y aplicacioén; por
ejemplo, permitié determinar la estructura molecular de la penicilina y guarda relacion
con la difracciéon de los rayos X y el anélisis de Fourier. En aspectos mas modernos de la
teoria aparecen los cuasicristales, de forma estructural no periédica y con falta de simetria
traslacional. Las teselaciones no periédicas son casos particulares. Siguen unas muestras
de isomorfismos (jmediando grupos!) entre teselaciones y compuestos quimicos tomadas

de [MS] (Fig. 1.6).

1.3.  Grupos en Matemadticas

No se trata aqui de exponer la ubicuidad o la inmensa variedad de aplicaciones que los
grupos presentan en la ciencia mateméatica. Ni siquiera voy a detenerme en la epopéyica
clasificacion de los grupos finitos simples. El objetivo es dar una somera idea de la gestacion

histoérica del concepto de grupo.

Un conjunto G de elementos a, b, c,...,s,t,... es un grupo si existe una operacion de
composicion (s,t) — st tal que (rs)t = r(st) Vr,s,t € G (asociatividad), existe 1 € G
cumpliendo al = 1la VYa € G (elemento neutro), y para cada ¢t en GG existe un (dnico,
de hecho) s € G verificando st = ts = 1, que se escribe s := ¢! (inverso de t). Hemos
empleado la notacion multiplicativa st habitual; si en su lugar usamos la aditiva, (s,t) —
s + t, entonces el elemento neutro se denota por 0 y el inverso de ¢t por —t. El grupo G

es abeliano si ab = ba Ya,b € GG, en este caso es frecuente usar la notacion aditiva. Hemos
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mencionado ya implicitamente algunos ejemplos de grupos; a saber:

— Finitos. Contienen un nimero finito de elementos; v.g., grupos de movimientos en

el plano o en el espacio.

— Cliclicos finitos. Generados por un solo elemento a; G := {1,a,...,a? '}, a? = 1,
@ #1,5=1,...,p—1 (de orden p € N). Ejemplo: grupo de las rotaciones, en el

plano y en torno al origen, de angulo multiplo entero de 27 /p.

— De permutaciones. Dado un conjunto X, una permutacion de X es cualquier apli-
cacion biyectiva o: X — X. Si el conjunto estd enumerado, X = {z1,...,2,,...},
o puede identificarse con una biyecciéon del conjunto de los niimeros naturales N,
y se escribe entonces o(x;) = ,(j), para j € N. El conjunto &(X) de todas las
permutaciones de X es un grupo con la operacion de iteracion. Si X es finito con n
elementos G(X) se denota &,, y se le llama grupo simétrico de permutaciones. El

namero de elementos en &,, es n! =n(n —1)...1.

Vamos a ver como la nociéon de grupo se decanta a partir de la simetria inherente a la

operaciéon de permutacion.

e Ecuaciones algebraicas

Consideramos ecuaciones definidas por polinomios, con coeficientes complejos en varias

variables, igualados a cero:
(1.1) E(zy,...,z,) =0.

Un problema central del algebra clasica era la obtencion de féormulas de resolucion de
las ecuaciones algebraicas mediante radicales, es decir, cocientes racionales de sumas o
productos de raices cuadradas, ctbicas, etc. Los griegos ya sabian resolver las ecuaciones
de segundo grado, pero hubo que esperar hasta el siglo XVI para encontrar las férmulas
de las ecuaciones de tercer y cuarto grado (Scipio del Ferro, Tartaglia, Cardano, Ferrari).
Hasta J. L. Lagrange, dos siglos méas tarde, no se incorpor6 el primer elemento de duda

sobre la resolucion de ecuaciones de cualquier grado.

16



e Método de Lagrange

En su método, Lagrange emplea teoria de polinomios simétricos, teoria de permuta-

ciones y su teoria de resolventes. Estas son expresiones de la forma
2
Y = Wit + Wiy + - wpm, (k=1,...,n),

en donde las wy son las raices n-ésimas complejas de la unidad. Resulta que las variables
x; son funcion de las y;, y puede ocurrir —por ejemplo, si n es primo— que éstas satisfagan
ecuaciones de grado inferior a n. La técnica de reduccion explica por qué la ecuacion de
tercer grado tiene solucién por radicales. Sobre esta base se pasa a una estrategia general
de ataque fundada en el estudio de los distintos valores que una funciéon racional R de
las raices de la ecuacion puede tomar al permutar ésas arbitrariamente. El método da
una serie de resultados que prefiguran la teoria de grupos. El estudio de Lagrange es de
relevancia porque da una razéon comin de la resolucion de las ecuaciones de tercer y cuarto
grado, y muestra una relacion entre las propiedades de simetria (permutaciones) de las

raices de una ecuacion y la posibilidad de resolverla por radicales.

e No resolubilidad de las ecuaciones algebraicas de grado alto

Los resultados de Lagrange plantearon la posibilidad de que ecuaciones de grado su-
perior no pudieran resolverse por radicales. La demostracion, dificil de seguir, de este
hecho estaba reservada al genio de N. Abel. Por otro lado el propio Abel obtuvo tipos de
ecuaciones resolubles de grado n > 5 —en particular las conocidas como abelianas, en su
honor—, asi que quedaba abierta la cuestiéon de como caracterizar las ecuaciones resolubles

por radicales en términos de las permutaciones de sus raices.

La solucion la dio E. Galois, iniciando con ello y en paralelo la teorfa de cuerpos. La
aproximacion de Galois sigue las ideas de Lagrange. Define el grupo de Galois G(FE) de
la ecuacion £ = 0 como un cierto subgrupo de permutaciones asociadas a las funciones
racionales de las soluciones de la ecuacion E = 0 (en la presentacion moderna G(E) se
introduce como el grupo de automorfismos del “cuerpo de descomposicion” de E = 0 que
dejan invariante el cuerpo “base” de E = 0) y muestra que el grupo de Galois asociado a
la ecuacion de grado n genérica es isomorfo a &,,. Complementariamente, la suposicion
de que la ecuacion algebraica admite solucion por radicales le lleva a la definicién de
grupo (abstracto) resoluble, en denominacion actual, cuya definicion nos llevaria tiempo.
Entonces Galois demuestra que la ecuacion algebraica E = 0 es resoluble por radicales si
y solo si el grupo G(E) es resoluble como tal grupo. Puesto que el grupo de permutaciones

S, es soluble si y solo si n > 4, el resultado da la profunda razoén de que la resolubilidad de
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ecuaciones solo sea posible para n = 2,3, 4. Del teorema de Galois se sigue asimismo que

es imposible la triseccion del cubo o la duplicacion del cubo, usando solo regla y compaés.

Las ideas de Galois resultaron fundamentales en la formacion del concepto de grupo.
Otros trabajos importantes en ese sentido se deben a Lagrange, Ruffini, Vandermonde,
Euler, Gauss, Cauchy, .... Resulto clave para la consolidacion definitiva de la teoria el
“Tratado de las sustituciones”, de C. Jordan El primer estudio de grupos de infinitos

elementos también es de Jordan. La definicion abstracta de grupo es de Cayley, en 1854.

e Grupos de Lie

El estudio de los grupos infinitos continuos se inicié en una doble vertiente, geométrica
y de aplicacion en ecuaciones diferenciales, que cristalizé en la teoria de grupos de Lie,
inicialmente denominados grupos continuos en contraste con los discretos de la teoria de
Galois. Se considera a F. Klein como el adalid de la interconexién de grupos y geometria,
pero también S. Lie traté con grupos continuos en trabajos sobre complejos de rectas,
y en otros en colaboracion con Klein. Fue éste quien hizo notar que los métodos de Lie
guardaban relacion con la teoria de Galois para grupos abelianos, observaciéon que, junto
a la teoria de integracion de ecuaciones de Jacobi, llevd a Lie al estudio de los grupos
continuos en su version local o infinitesimal, es decir, version dlgebras de Lie en lenguaje

moderno. La visiéon global se desarrollaria posteriormente.

Asi pues, el establecimiento de las propiedades fundamentales de los grupos de Lie
tuvo lugar inicialmente en estrecha sintonia con la busqueda de métodos de resoluciéon
de ecuaciones diferenciales. Estos métodos pretendian seguir el modelo introducido por
Galois —tomando la simetria como principio generador— si bien s6lo en espiritu, digamos,
por cuanto los detalles técnicos tenfan que ser a la fuerza distintos. El punto de partida

de Lie radica en la siguiente sencilla observacion.

Sea la ecuacion de primer orden dy/dx = g(x), con g funciéon dato, de valores reales
y continua en la recta real. Entonces la solucion integral G(z) = [ ¢ existe gracias al

teorema fundamental del Calculo. Y la solucién general de la ecuacion viene dada por

F(x):(/g)—i-C

siendo C' un nimero real cualquiera. Razonando “a lo Galois”, Lie not6 que la constante C
puede interpretarse como un elemento del grupo aditivo R (grupo de simetria o invaria-
cion) que actia sobre el conjunto de soluciones de la ecuacion dy/dx = g(x). Entonces ideo6
un algoritmo para determinar cudndo una ecuaciéon de primer grado posee un grupo de

invariacion adecuado, en cuyo caso la ecuacion posee solucion por integrales elementales.
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Para ecuaciones de orden mayor se procederia reduciendo el orden, siempre disponien-
do de un adecuado grupo actuante sobre las soluciones. El planteamiento general puede
describirse brevemente de modo simple: Suponemos dada una ecuacion diferencial, condi-
ciones de contorno aparte, en la forma D f = g, siendo ¢ funciéon dato f funcién incégnita,
y D un operador diferencial fijado; es decir, suma de combinaciones lineales de productos
de funciones con derivadas parciales o totales de diverso orden. Un grupo (de Lie) de
simetrias de la ecuacion es, si existe, un grupo que transforma soluciones de la ecuacion
en soluciones de la misma ecuacién, o, dicho de otro modo, un grupo de operadores que
actuando sobre el conjunto o espacio de soluciones conmutan con el operador D. Cuanto
mayor sea este grupo més posibilidades de resoluciéon presentara la ecuacion. Una buena

referencia sobre ecuaciones ligadas a la Fisica es |Gul].

Los grupos de Lie ocupan un lugar central en Matematicas y en otras ciencias, de
manera particular en Fisica, pues como es sabido si hay simetria hay alguna cantidad
fisica que se conserva (teorema de E. Noether, expresado en version ligera para andar por

casa).

Entre los aspectos importantes de la teoria de grupos dignos de comentario, hemos
elegido una parte, aquella que quiza mejor puede convencernos plasticamente de su exis-
tencia en la naturaleza, y con la que por otro lado he intentado dar idea de su gestacion.
Respecto a la ubicuidad de los grupos y segiin A. Speiser, “. .. los pitagoricos decian: todo
es numero. Hoy podriamos al mismo tiempo precisar y ampliar este pensamiento y decir:
todo es grupo”. Pero cierto que los grupos son recreaciéon de la mente humana; por ello
no esta de mas citar también a F. Le Lionnais cuando enuncia, probablemente siguiendo
a P. Valéry, que “...La concepciéon de grupo liga su existencia y su mecanismo con la

estructura del espiritu humano y quizé con la arquitectura del universo”.

Sin pretender tanta rotundidad, no obstante vamos a sustentar parcialmente esas ma-
nifestaciones con algunos apuntes sobre la significaciéon de los grupos en aspectos teéricos
del analisis matematico, muchos de los cuales ya no se presentan necesariamente ligados

a la nocion de simetria, al menos formalmente y en principio.

1.4.  Grupos en Andlisis Matemdtico. Generalidades

Los grupos, y variaciones de los mismos, que voy a comentar aparecen ligados a cues-
tiones de analisis armonico y sus ramificaciones en ecuaciones diferenciales abstractas y
calculo funcional, asi como en teoria de la medida y teoria y clasificacion de algebras de

Banach.
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e Analisis armoénico

Habitualmente, el analisis armoénico sobre los grupos euclideos se denomina analisis de
Fourier, mientras que el que se realiza sobre grupos mas generales se conoce como anélisis

armoénico abstracto.

e Andlisis de Fourier; algo de historia y razon de su origen

El anélisis de Fourier es una de las disciplinas de méas importancia e influencia en
el desarrollo del anélisis matematico. Iniciado histéricamente ante la necesidad de com-
prender problemas de naturaleza fisica y tipo periddico —v. g., el de la cuerda vibrante
y propagacion del sonido, el de la difusion del calor, ...— puede decirse modernamente,
en términos muy generales y a los efectos de la presente disquisicion, que consiste en el
estudio de las series de Fourier y de la transformada de Fourier, y de modo que sub-
yaciendo en ambos conceptos nos encontramos respectivamente la circunferencia unidad
T :{z € C: |z| =1}, vista como grupo multiplicativo (z,w € T = zw € T) -y su dual,
el grupo aditivo de los nimeros enteros Z—, y el espacio euclideo real n-dimensional R",
visto como grupo aditivo de n-tuplas. Recordamos que la serie de Fourier compleja de una
ikt

funcion f integrable sobre T viene dada por la expresion formal > 7 f(k:)e , siendo

]?(k) el coeficiente k-ésimo de Fourier de f, de férmula

(1.2) flk) = %/_ﬂ fye ™™ dt, ke,

mientras que la transformada de Fourier de una funcién ¢ integrable sobre R™ es la funcion

g, version continua de la serie anterior, definida como
(13) ) = [ gy e

en donde z-y = Z?Zl xjy; para x = (z1,...,%,),y = (Y1,-..,Yn) en R". La estructura de
grupo en T y en R” se traduce, en el manejo de funciones, en el producto de convolucion,
operacion de gran significacion y utilidad en Analisis.

El desarrollo en serie de Fourier igualmente se expresa en la forma > oo f(k)e2™ikt

y analogamente la integral (1.2), para cualquier w € R fijo de antemano, al que se llama

2mikwt

frecuencia. Por otra parte la serie en exponenciales e admite expresion en serie de

senos y/o cosenos sen(2mkwt), cos(2rkwt). En esa forma emerge en el anélisis matematico,

y de la mano de consideraciones de naturaleza fisica originarimente.

Supongamos una cuerda elastica y homogénea a la que flexionamos transversalmente

20



Figura 1.7:
Modos de vibracién de una cuerds sujeta por ambos extremos Iﬁl e

=1 A A
w2 A L
L-i Q’@ I,/(_NV I\I/'_\I n=1
=i N M
I I/\J‘l //ﬁ\\\_)/l =4
n =4

Li=2 N N N .}

: I/'\ /f"‘\\ X

mediante pequenas vibraciones. Hallar la posicion u(x,t) de cada particula x de la cuerda
en cada instante t es el problema de la cuerda vibrante, regido por la ecuacion de on-
das unidimensional uy(x,t) = c*ug,(7,t) obtenida por D’Alembert (¢ es una constante
dependiente de la tension y la densidad de la cuerda). Daniel Bernoulli descubrié una
solucion al problema expresada mediante ondas estacionarias, que son movimientos de la
cuerda en que hay nodos fijos. Dependiendo del nimero de nodos nos encontramos con el
armdnico fundamental w (la frecuencia de antes), y los armoénicos segundo 2w, tercero 3w,
etc. (Véase Fig. 1.7.) La denominacion no es casual pues tales armonicos (tonos musicales
puros) ya eran reconocidos desde Pitagoras. Mas atn, Bernoulli, convencido por sus ex-
perimentos en acustica, enuncié que cualquier movimiento vibratorio puede componerse
mediante superposicion de ondas estacionarias en forma de serie infinita de combinaciones
lineales de senos y cosenos. Modelo universal del modo mas sencillo de vibracion, de forma
sinusoidal, es el del oscilador armdnico simple o péndulo simple (Fig. 1.8). En actstica,

tal solucion corresponde a un tono puro.

La solucion general propuesta por Bernoulli generé una controversia que se mantuvo
por mas de un decenio. La confianza en la bondad de la teoria llegd con la irrupcion de la
memoria de J. L. Fourier sobre teorfa de la difusion del calor (1822), cuestion en principio
notoriamente alejada de la actstica. Fourier dedujo la ecuacion del calor en funcién del
operador “laplaciano” y observd que las condiciones iniciales del problema implicaban

soluciones en forma de series de senos, cosenos, o ambos a la vez.

No extrana la equivalencia entre teoria del calor y del sonido, ya que se trata de
fendémenos fisicos de naturaleza periddica u ondicular, con frecuencias que forman conjunto
discreto, con separacion o salto entre ellas. Pero hay asimismo fenémenos en los que se

producen multitud de ondas con diferencias entre ellas muy pequenas de manera que bien
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Figura 1.8:
Es un modelo de gran utilidad en la descripeion de fenomenos fisicos, descrito por la ecuacion
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EJEMPLOS en los que el OAS es un buen modelo
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pueden considerarse definiendo un continuo. Ejemplos de esto se presentan con las ondas
electromagnéticas y en el movimiento de las particulas elementales. Es asi como la serie
de Fourier se convierte en la transformada de Fourier (1.3). Es de notar que, en mecénica
cuantica, todo lo que sea fisicamente observable de la particula puede obtenerse de la
funcién de ondas, y ésta satisface también una ecuacion de ondas, mediando el laplaciano,
la ecuacion de Schrodinger. Para versiones cuénticas de ecuaciones clasicas en que aparece

el operador laplaciano, véase |Gul.

En el anterior contexto, la estructura de grupo en T y en R” todavia no queda explicita,
salvo por el hecho de la invariacion de la integral bajo la acciéon de traslaciones. La
conciencia de la importancia de tal estructura se revela, histéricamente, en paralelo a
la del producto de convolucion, concepto que se abre paso definitivamente al tratar con

grupos topologicos abstractos.
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e Grupos topoldgicos

En el primer tercio del siglo XX se plante6 la necesidad de extender los fundamentos
del anélisis de Fourier a grupos, més generales que T, Z 6 R", que habian aparecido en
cuestiones sobre cuerpos locales, en teoria de niimeros, o en el campo complejo via series
de Dirichlet. Vistas éstas tltimas como series periddicas de infinitas variables, entraba
en juego el producto cartesiano contable T, cuyos subgrupos cerrados son todos los
grupos compactos, métricos y abelianos. Tomando sus duales (discretos), los euclideos, y
los productos directos de todos ellos nos encontramos con la entera clase de los grupos
localmente compactos abelianos. Por otra parte, la mecanica cuéntica iba suministrando
numerosos ejemplos susceptibles de entenderse en profundidad en términos de grupos
de Lie no abelianos y sus representaciones irreducibles (Para otros grupos localmente
compactos no abelianos de interés puede verse |F, p. 34].) La teoria de Fourier pedia de

forma natural e insistentemente extenderse a este nivel de abstraccion.

Distinguimos dos clases de grupos:

(a) Grupos localmente compactos. Un grupo topologico es un grupo dotado con una to-
pologia para la cual las operaciones de producto y de paso al inverso son continuas. Los
localmente compactos son los grupos que poseen entornos compactos del elemento neutro.
Siempre existe en ellos una medida invariante por traslaciones, a izquierda o a derecha:

la medida de Haar.

El estudio de los grupos se facilita y enriquece mediante el método de linealizacion, que
consiste en pasar a considerar un espacio vectorial que encripta las propiedades del grupo
en cuestion. A saber, dado un grupo G se define su dlgebra de grupo como el espacio
vectorial complejo de sumas formales >, . A\ X", (M)ieg € C, en la indeterminada X.

Este espacio es un algebra con la regla X* - X! := X** que trasladada a las sumas da

(Z )\,,XT> (Z ASXS> => (Z >\u>\u_1t> X
red seG teG \ueG

La subalgebra ['(G) = {3",cc M X" | 3,cq |Me| < o0}, en la que G se interpreta provisto
de la topologia discreta, es de mayor interés en el analisis mateméatico. Para grupos lo-
calmente compactos generales su algebra de grupo L'(G) esté formada por las funciones
f: G — C Haar-medibles, definidas c.t.p., y tales que ||f|, := [,,|f(t)|dt < co. En este

caso L'(G) es un dlgebra de Banach con la norma || - ||; y el producto (de convolucion)

(f = g)(t /f (s ds (teG;fge LNG)),
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Sea H espacio de Hilbert y GL(H) el grupo de operadores invertibles en el algebra B(H)
de los operadores acotados de H en H. Se llama representacion de un grupo topolégico
G en H a todo homomorfismo de grupos 7: G — GL(#) fuertemente continuo. Una
representacion m se llama irreducible si no existe subespacio cerrado S de G, distinto de
{1} y del propio G, tal que 7(S)H C H, y recibe el nombre de unitaria si w(t) € U(H),
Vt € G, donde U(H) es el subgrupo de los operadores unitarios de GL(H).

Las representaciones son una herramienta de gran alcance en el estudio de los grupos. Las
unitarias (~ “simetria”) irreducibles son los elementos béasicos fundamentales de la teoria
de representaciones, y por ello son de relevancia para analizar la estructura y propiedades
de un grupo dado. Cuando G es localmente compacto 7 puede verse como homomorfismo

acotado de algebras de Banach, m: L'(G) — B(H), mediante la formula
w(f)x = / fO)r)r dt (zeH, el Q)).
G

(b) Grupos de Lie, en dimension finita e infinita. Ya hemos hablado de la importancia de
los grupos de Lie en la resolucién de ecuaciones diferenciales por la via de la simetria, pero
éstos van mucho mas all4, siendo de gran aplicaciéon en geometria, analisis matemético y
fisica. Como muestra de su incidencia en Fisica, mencionemos que aparecen a la hora de
mostrar la equivalencia de las teorias de Schrodinger y Heisenberg en mecéanica cuéntica,
o recientemente en el desarrollo de “software” en el nuevo paradigma de los computadores
cuanticos, ... La fisica moderna provee gran cantidad de importantes representaciones de
grupos de Lie, y esto sin incluir la estrecha relacion de la teoria de representaciones y la
de las funciones especiales de la fisica matemaética. Recientemente se ha visto que la teoria

de ondiculas en el tratamiento de senales también encaja en la de las representaciones.

También los grupos de Lie de dimensién infinita, de aplicacion en electromagnetismo,
analisis estocastico, mecanica hamiltoniana, dinamica de fluidos, sistemas integrables,
geometria compleja, cosmologia, teoria de cuerdas, ..., son de interés en el analisis mate-
maético, particularmente los grupos de Banach-Lie (|deH]|), por su papel en configuraciones
geométricas del analisis funcional. Retornando al enfoque inicial, se debe senalar que, a
diferencia del caso clasico, la teoria de Lie infinito-dimensional trata con simetrias que

dependen de un numero infinito de parametros.

No hay un claro consenso sobre qué es el analisis armoénico abstracto, poniéndose el
acento en unos aspectos mas que en otros segiin autores; sin embargo, implicitamente los
especialistas parecen estar de acuerdo en que se trata de investigar los grupos a través de
las propiedades de objetos mateméticos asociados a ellos, o definidos sobre ellos, de forma

natural. Por concretar algo, se trata de estudiar espacios de funciones definidas sobre
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los grupos o sobre sus espacios homogéneos, y las representaciones o acciones (unitarias,

principalmente) de los grupos [F|. Tal indagacion presenta dos etapas:

(1) Hallar los elementos béasicos en el conjunto de objetos a considerar (analisis espectral).

(2) Recuperar, construir o saber descomponer un objeto general como combinacion de los

elementos basicos (sintesis espectral).

e Promediabilidad

En los grupos localmente compactos, la medida de Haar es invariante por traslaciones
del grupo, de modo anédlogo a como la “euclidea” en los espacios euclideos es invariante
por traslaciones (y giros, rotaciones, simetrias). Es caso particular y muy importante
de la teoria de la medida de Lebesgue abstracta. Relacionada con propiedades similares
de invariacion, la promediabilidad de grupos es un concepto clésico del analisis que se
remonta a los origenes de la teoria moderna de la medida, y tiene conexién con la paradoja
de Banach-Tarski [Run].

Sea GG un grupo localmente compacto. Se llama promedio o simplemente media sobre
G a cualquier funcional positivo m: L>(G) — C tal que m(1) = 1, siendo L>(G) el
espacio de funciones complejas esencialmente acotadas en G. Entonces, el grupo G se
dice promediable si existe una media invariante por traslaciones a izquierda (o derecha).
Los grupos abelianos, los compactos, y las clausuras topoldgicas de uniones contables de
grupos promediables son promediables, entre otros. En el lado opuesto, si un grupo G
contiene una copia, como subgrupo cerrado, del grupo libre de dos generadores entonces
GG no es promediable. El primero en considerar grupos promediables fue J. von Neumann.

Y fue M. M. Day quien les puso su actual nombre.

Mucho més reciente es la nocién de algebra de Banach promediable. Estas fueron
definidas por B. E. Johnson en clave de propiedades cohomolégicas: Un algebra de Banach
compleja A se llama promediable si toda derivacion acotada de 2 en un A-bimoédulo E de
Banach es interna. La promediabilidad de 2 equivale a que exista un cierto elemento del

bidual topolégico del producto tensorial proyectivo A@2l llamado diagonal virtual [J1].

Un grupo localmente compacto & es promediable como grupo si y solo si el dlgebra
de grupo L'(®) es promediable como élgebra de Banach. Otros ejemplos importantes de
algebras de Banach promediables son C'(K), algebra de las funciones continuas sobre un
compacto de Hausdorff K, 6 IC(H), algebra de los operadores compactos sobre un espacio
de Hilbert H; véase [J1]| para todo esto.

Los grupos y algebras promediables son objetos de investigacion extremadamente in-
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teresantes, con presencia en algebras de operadores, en la moderna teoria de espacios de
operadores, cohomologia, analisis armonico, ... En esta disquisiciéon consideramos grupos

y algebras promediables en cuanto a sus connotaciones geométrico-diferenciales.

e Aspectos geométricos del analisis

Hacia el dltimo tercio del pasado siglo se reconocié ampliamente la existencia de con-
figuraciones geométrico-diferenciales en el analisis matemético. Hay muchos espacios ho-
mogéneos cuya geometria es un problema basico en areas como teoria de representaciones,
algebras de operadores y teoria de operadores en general, véase [Be|. Estos espacios suelen
presentarse en forma de 6rbitas asociadas a estados, proyecciones, esperanzas condiciona-

les, representaciones ..., o como bases de fibrados de notable significacion.

e Fibrados principales y vectoriales

Como referencia para la teoria de variedades diferenciables de infinitas dimensiones
tomamos [KM] y [U]. Grupo de Banach-Lie es todo grupo topologico G que adicionalmente
es variedad diferenciable modelada en un espacio de Banach, con las aplicaciones producto
e inversion de clase C(*) | analitico-reales u holomorfas (diferenciables, genéricamente). Un

subgrupo de G se llama subgrupo de Banach-Lie si es subvariedad de G.

Sea (u,z) — u-z € G X Z — Z una accidn diferenciable del grupo de Banach-Lie G
sobre la variedad de Banach Z. Denotamos por O(z) := {u-z : u € G} la drbitaen z y por
G, :={u € G :7,(u) = z} el subgrupo estabilizador de z, subgrupo de Banach-Lie de G,
en tal accion. Suponemos que O(z) es un espacio homogéneo, lo que en particular implica
que los conjuntos G/G., O(z) son variedades difeomorfas (|U, pp. 123, 136], [Be, p. 102]).

Mas todavia, la aplicacion 7, : uw € G — u - z € O(2) es un fibrado principal.

Tomemos A y B como indices. Sea G4 un grupo de Banach-Lie y Gp subgrupo
de Banach-Lie de G 4. Para J € {A, B}, sea H; espacio de Hilbert complejo, con Hp
subespacio cerrado de H4 v Pag: Ha — Hp la proyecciéon ortogonal canoénica. Sea
;. Gy — B(H ) una representacion uniformemente continua tal que mp(u) = ma(u) |y,

para cada u € Gg. Definimos en G4 X Hp la relacion de equivalencia dada por

(u, f) ~ (v, f') & existe w € Gp tal que v’ = uw, f' = 7w ) f.

Para cada par (u, f) € G4 x Hp denotamos como [(u, f)] su clase de equivalencia en
la relacion anterior, y por D := G4 X, Hp el conjunto de todas las clases. Entonces la

aplicacion I1: D — G4/Gg, [(u, f)] — s :=u G es un fibrado vectorial hermitico —con
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fibra D, := I17!(s) = Hp—, precisamente el generado por la representacién m4 a partir
del fibrado principal G4 — Ga/Gp, en el que Gp es el estabilizador correspondiente a
la accion (u,vGp) € G4 X (Ga/Gp) — (w)Gp € G4/Gp. Puesto que (u, f) ~ (v, f)
implica m4(u)f = ma(u') f', se tiene que la correspondencia [(u, f)] — m4(u)f infiere una

estructura lineal compleja en Dj.

e Promediabilidad y geometria

Ejemplo importante de grupo de Banach-Lie es el grupo Gg de elementos invertibles
en un algebra de Banach 2l con unidad. El &lgebra de Lie de Gy es . Sea 7 : Gy — Z
un fibrado principal provisto de conezion principal en el sentido de [KM]|. En particular
existen subespacios vectoriales cerrados V9 (vectores verticales) y HY (horizontales) tales

que HI @ VI =2 (g € Gy), y se dice que T posee estructura homogénea reductiva.

Trataremos con C*-algebras en particular, entre las cuales las nucleares forman una
subclase muy importante. Pues bien, una C*-algebra 2l es nuclear si y s6lo si 2 es pro-
mediable. Una C*-algebra es de von Neumann si es dual topologico de alguno de sus
modulos; v.g., B(H). Entre éstas las inyectivas juegan papel analogo al de las nucleares
entre las C*-algebras, y un algebra de von Neumann es inyectiva si y solo si es promediable

en sentido de Connes. Las demostraciones de estos resultados no son féciles |[Run].

Sean 2 una C*-algebra y B un algebra de von Neumann. Designamos con Hom(%2(, 8)
el espacio de homomorfismos acotados ¢: A — B tales que p(A)B, = B,, y por
Hom, (2, B) el subespacio del anterior formado por las s-representaciones. El grupo Gy

acttia sobre Hom (2, 8) mediante automorfismos internos; a saber,
Ga x Hom(2(, B) — Hom(2,B), (g,) = g9,

siendo gpg~1(a) = gp(a)g™! (a € A). Denotamos por &(yp) la érbita de ¢ en Hom(2A, B).
Si ¢ es una *-representacion su orbita bajo la accién anterior restringida a los unitarios
Uy sobre Hom, (2, B) sera denotada como (p). Redefinimos A := By B := ¢o(A) =
{be B :bp(a) = p(a)b (b € B)}. Con esta notacion, S(¢) = G4/ Gp vy U(p) = Ua/Ug,
y disponemos de los fibrados 75: G4 — &(p) y 77 Ua — (). Estos son fibrados

principales con estructura diferenciable bajo condiciones de promediabilidad [ACS].

Para & grupo localmente compacto el espacio Rep(®, GL(H)) consiste en homomor-
fismos de grupo m: & — GL(H) fuertemente continuos y acotados en norma sobre &.
Sea C*(®) el algebra C* estandar generada por &. Existe una biyeccién entre las re-
presentaciones fuertemente continuas y unitarias de & en H, y las *-representaciones de

C*(®) en ‘H. Diremos que una orbita en Rep(&, GL(#)), dada por la accion de GL(H),
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es x-Orbita si posee una representaciéon unitaria.

Algo sorprendentemente en principio, la geometria de representaciones y las teorias de
promediabilidad son areas con amplia intersecciéon. Este hecho, siendo de interés, no es
muy conocido en general, por lo que merece la pena dar una idea del mismo. Por ejemplo,
un grupo &, localmente compacto y conezo, es promediable si y s6lo si Rep(®, GL(H)) es
localmente transitivo respecto a la accion de GL(H) por automorfismos internos [S|. Por
tanto se tiene que un grupo localmente compacto conexo & es promediable si y so6lo si el
fibrado 7, : GL(H) — O(m) es principal. Ademas, bajo condiciones de promediabilidad
en las algebras o grupos considerados los fibrados Tg y Tg estan dotados de respectivas
estructuras reductivas, construidas a partir de los elementos que caracterizan la prome-

diabilidad. Volveremos sobre ello.

e Modelizaciones geométricas de representaciones

Uno de los motivos de relieve para el estudio de representaciones de algebras y grupos
de operadores es el de su presencia natural en problemas de la fisica teérica. Ha habido
importantes desarrollos en esta direccion, en articulos dedicados a clasificar o describir

tales representaciones.

La transferencia a este terreno infinito-dimensional de ideas o métodos de la teoria de
representaciones de grupos de Lie clasicos es muy natural. Un topico central en este campo
es el de las realizaciones geométricas, segin el modelo de Borel-Weil: Sea & un grupo de
Lie compacto y T' un subgrupo conmutativo maximal compacto de &, de modo que & /T
tiene estructura compleja. Cada caracter p de T define un fibrado de rectas F,, con base
& /T. El teorema de Borel-Weil dice que todas las representaciones unitarias irreducibles
de & se realizan como representaciones de & en el espacio de secciones holomorfas del
fibrado F,, para ciertos caracteres especiales v. El ejemplo por antonomasia que ilustra
el teorema es el que toma como & el grupo de matrices unitarias complejas n X n, y como

T el subgrupo diagonal T™.

El teorema de Borel-Weil ha tenido mucha influencia en la teoria de representacio-
nes. Es claro el interés en establecer resultados de este tipo en dimension infinita para
representaciones concretas y de relevancia. Pero existen limitaciones inherentes a este
ambiente (v.g., la falta de una buena teoria de integracion) por lo que hay que recurrir
frecuentemente a técnicas propias de algebras de operadores. Asi en [SV], donde se usa
como herramienta clave una cierta familia de representaciones de Gelfand-Naimark-Segal
(GNS). La importancia de representaciones GNS en teoria de operadores es ampliamente

reconocida.
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e Ecuaciones diferenciales

Existen relaciones entre grupos y ecuaciones diferenciales en un sentido diferente a lo
visto anteriormente. Los grupos de Lie més elementales, a saber, los uniparamétricos con
parametro real, y otras variantes como semigrupos, grupos o semigrupos de distribuciones,

integrados o regularizados, proporcionan soluciones formales de las ecuaciones.

e Fcuaciones de evolucion. Problema de Cauchy

Una ecuaciéon de evolucion es una ecuacion diferencial o en derivadas parciales que
describe la evoluciéon en el tiempo de un sistema fisico. Se reconoce una ecuaciéon de
evolucion por la posibilidad de construir su soluciéon a partir de las condiciones iniciales,
y esto se traduce precisamente en el principio de determinismo fisico (que no filosofico)
formulado por Hadamard en su analisis del principio de Huygens: El estado del sistema
en el instante ¢, deducido a partir del estado en el instante inicial, puede alternativamente
deducirse primero de su estado en un tiempo intermedio ¢; y a continuaciéon desde éste al
tiempo final ¢. Enunciado en formula, si el estado del sistema es descrito por wu(z,t) con
ug en el instante t = 0 y U es la transformacion que deduce estados posteriores de estados

iniciales entonces debe cumplirse

ue 1) = U(u)) (,8) = U U(uo) (- 1) (2.t — 1) = (ul, 1)) (2, t = 1),

que evidentemente es jla ley de semigrupo! (en la Fig. 1.9 se refleja el caso del semigrupo

de traslaciones actuando sobre una funcién fase).

Figura 1.9:

IP( I'.,t) Segundo
/\ desplazamienta
ternporal
t |
UlTs)-U(re)- U(m)T(t) = T(t+ 71+ 72+ 7T35)

Tercer Prirmer
desplazamiento  desplazamiento
termporal ternporal

v

Firt—1)

v
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Matemaéaticamente, el problema se formula como ecuacion de Cauchy, de la forma
w(z,t) = Au(z,t) (t > 0),u(-,0) = uy,

en donde z es la variable espacial, t es el tiempo, A es el operador diferencial que gobierna
la evolucion y actta en la variable x, u; es la derivada de u respecto al tiempo, y ug es el
estado del sistema en cada punto en el instante inicial. El problema de Cauchy abstracto

representa con mayor generalizacion la anterior situaciéon poniendo
W'(t) = Au(t), t > 0; u(0) = fo

siendo A un operador cerrado de dominio D(A) y rango en un espacio de Banach X.
La solucion u debe ser una aplicacion diferenciable u: (0,00) — D(A) C X continua en
[0, 00) tal que u(0) = . La segunda ecuacion engloba la primera cuando el espacio X es
un espacio de funciones en x que contiene a las u(t) = u(x,t), con u(-,t)(z) := u(-,t).

Notemos que la solucién, puramente heuristica, del problema de Cauchy es el semi-

grupo formal u(t) = et

, como se podia predecir formalmente. Luego la solucion de la
ecuacion de Cauchy deberia en principio ser un semigrupo en la variable ¢. Sin embargo

no siempre ocurre que este semigrupo tenga sentido.

(a) Ecuacion de Cauchy bien planteada.

Se dice que una ecuacion de Cauchy esta bien planteada cuando el operador A satisface
unas ciertas acotaciones conocidas como de Hille-Yosida, lo cual equivale a que A sea el
generador infinitesimal de un semigrupo 7T'(t) de operadores acotados sobre X', relacion que
se indica poniendo T'(t) = ¢! (en B(X)). Entonces la solucién viene dada por u(t) = e“uy.
Que t recorra la recta real, o que sélo admita valores positivos depende de que la evolucion

del sistema sea reversible o no lo sea.

(a.1) Soluciones no reversibles. En este caso la solucion de la ecuacion de Cauchy no tiene
marcha atrés, el tiempo fluye hacia adelante y no tiene sentido que tome valores negativos.

Damos dos ejemplos muy importantes, centrales en diversas ramas del analisis.
Empecemos recordando que el operador laplaciano A es el operador diferencial

2
j=1 axj

Af =

cuyo dominio, denso en LP(R"™) (1 < p < 00), es el conjunto de las funciones f de clase
C' en R" con derivadas parciales absolutamente continuas. En este caso la ecuacién de

Cauchy, para A := A, es la ecuacion del calor, esta bien planteada, y A es el generador
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infinitesimal de la solucion sobre LP(R™) dada por el semigrupo de convolucion de Gauss-

Weierstrass Gt = ™2 := g' x (+), siendo ¢' la funcién gaussiana

1 2
o) b2/ .
g'(x): (47rt)"/2€ (x e R";t > 0),

De hecho ¢* también esta bien definida si z € C* := {w € C : Rw > 0}, y se tiene
g* € LY(R") Vz € C'. En particular, el semigrupo (G');~¢ admite extensiéon holomorfa

(G*)g.>0 sobre LP(R™) por convolucién con ¢*, para todo 1 < p < oc.

El operador —A es positivo, de modo que A := /—A tiene sentido. En este caso la
ecuacion de Cauchy correspondiente admite como soluciéon el semigrupo (holomorfo) de

Poisson definido por convolucién con el niicleo de Poisson

L((n+1)/2) z

PH(a) = =5 (£ o) 072

(x € R"; Rz > 0).

Existen analogos de los semigrupos de Gauss-Weierstrass y Poisson sobre la circunferencia

unidad pero no vamos a necesitarlos.

(a.2) Soluciones reversibles. Son aquellas en que el problema del que proceden tiene sentido
con retroceso en el tiempo; formalmente, en e la variable ¢ toma cualquier valor real y
por tanto el semigrupo que gobierna la solucién es de hecho un grupo. El ejemplo tipico
es el de la ecuacion de ondas uy; = Awu (omito las condiciones de contorno). Aunque la
ecuacion afecta a las derivadas segundas se puede escribir como un problema de Cauchy
recurriendo a una expresion en matriz vectorial. La soluciéon sobre el espacio de Hilbert
L*(R™) puede expresarse mediante operadores “funciéon coseno”, o mediante el operador
laplaciano dando lugar al llamado semigrupo de Schrédinger eV=2 ¢ > 0 (en su version
méas simple). El que la expresion ¢™V=2 defina un operador acotado sobre L*(R") es
consecuencia del teorema espectral de operadores auto-adjuntos en espacios de Hilbert.

Si en lugar de L?(R") consideramos LP(R™), p # 2, la cosa es muy diferente.

(b) Ecuacion de Cauchy mal planteada. En este caso el operador A no satisface las con-
diciones de Hille-Yosida y por tanto no genera ningiin semigrupo de operadores acotados.
Puesto que cada e s6lo admite entidad como operador cerrado las estimaciones de la,

soluciéon se hacen mas complicadas. Ejemplos tipicos son los de la ecuacion de ondas
u'(t) = Au(t), teR,

o la de tipo Schrédinger
u'(t) = iAu(t), teR,

cuando estan planteadas sobre LP(R™) con p # 2, para las cuales las soluciones respectivas

31



etV=A A no corresponden a ningtin operador acotado [ABHN, p. 176].

Asi pues en problemas mal planteados (de generador A) no se puede estimar las soluciones
encontradas directamente en el espacio de salida. Una de las lineas de actuacion que se
ha seguido para salvar esa dificultad consiste en sustituir la funciéon operatorial e*4, no

computable tal cual, por expresiones de la forma f(A)e4

o més generalmente g(A). En
ellas las funciones f y ¢ se eligen adecuadamente para que tales expresiones resulten
operadores acotados sobre X con buenas estimaciones o “tamanos”. Por una parte el
método entronca con el llamado calculo funcional, simbolico u operacional. Por otra,
da lugar a la introduccién de familias como las de los (semi-)grupos de distribuciones,

integrados o regularizados.
e Calculo funcional y representaciones

Suele entenderse por célculo funcional en sentido amplio todo homomorfismo acotado
de algebras de Banach con dominio un algebra de funciones, con multiplicacién punto a
punto. A veces, también se denomina en algunos foros calculo funcional a todo homomor-
fismo acotado con un algebra de convoluciéon como dominio. Nosotros, para designar estos
ultimos emplearemos simplemente el término “representacion”, especificando el rango de

llegada cuando se precise.

e Las formulas del cdlculo funcional

La técnica de construcciéon de funciones de un operador, consistente en sustituir la
variable natural de las funciones por la “variable operador”, es muy tutil y conocida de
antiguo. Se basa en féormulas integrales o series, etc., que reproducen la funcién a partir
de datos sobre ella misma que aparecen en el “interior” de la formula. Hay muchas de

ellas; nos centramos en cuatro.

1
Cauchy: f(\) = o zf(—Z))\ dz (A € C). La funcién f es holomorfa en un dominio
v

complejo y v es un camino cerrado.

Fourier: f(\) = / F(t)e dt (A € R), con f transformada de Fourier de f: R — C, ¢
la serie de Fourier h(t) := 3> h(n)e™ (t € [-m, 7)), de h: T — C.

Barrow de orden n: f(\) = (—1)" /00 %]‘(”)(t) dt (A € R).
N _

!
Davies-Helffer-Sjostrand: f(\) = _%// of(z)

(CZ—A

dz (A € R). La funcién f es una exten-

sion cuasi-analitica a C de f: R — C.



(a) Cdlculo funcional holomorfo. En éste las funciones que operan son holomorfas. El
espectro de un operador A en el algebra B(X)} de operadores acotados sobre un espacio
de Banach X es el conjunto o(A) := {\ € C: A — A no tiene inverso en B(X')}. Si A es

una matriz entonces o(A) coincide con el conjunto sus valores propios.

Supongase que A es un operador acotado, en cuyo caso o(A) es acotado como conjunto,

) es un abierto en C tal que o(A) C Qy f es holomorfa en 2. Entonces se define

!
- omi

© F)i= o [ - 47 e
gl
con 7 camino cerrado contenido en € y rodeando a o(A) una vez. El calculo funcional
asi introducido es muy importante, con un gran ntumero de aplicaciones. Aqui estamos
interesados en su extension a operadores sectoriales, de tipo w, cuya definicion puede verse
en [CDMY]. Es de resenar que para tipo w < 7/2, un operador es sectorial si y solo si es
el generador de un semigrupo holomorfo que tiene el crecimiento de orden o > 0,
||

(HG.) le] < Co (%—) R0

Para o(A) no acotado la formula (C) tiene sentido sobre adecuados v (de longitud infinita)
y funciones f de conveniente decrecimiento en el infinito, y da lugar al cdlculo funcional
de Dunford-Riesz. Cuando tal calculo puede extenderse a funciones holomorfas y acotadas
en sectores Sy conteniendo o(A) decimos que A tiene un cdlculo funcional H*. Es decir,
la aplicacion f € H*(Sy) — f(T) € B(H) es un homomorfismo acotado de éalgebras de
Banach. El calculo H* se usa en analisis armoénico, teoria de la interpolacion, geometria
de los espacios de Banach, con aplicaciones a la ecuacion de Navier-Stokes y en problemas

parabolicos. Veremos su relacion con los modelos funcionales.

(b) Cdlculo funcional diferenciable. Disenado para que operen funciones diferenciables

reales, con derivadas de orden suficiente.

(b.1) Calculo basado en la transformada o serie de Fourier. Es el propio para trabajar

con operadores del tipo Schrodinger €4, y se expresa mediante

f(A) = /OO flyerdt, h(A) = S Bi(n)ein

n=—oo

para f: R — Cy h: T — C. Comento solo el caso integral puesto que el otro es analogo.

Para que la formula tenga sentido es preciso que el decrecimiento de f en el infinito

A

compense el posible crecimiento del operador ¢4 en t. Si A no es acotado bien puede

ocurrir que e’ ni siquiera esté definido. Sin embargo en muchos casos, la integral define
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un operador acotado si f es diferenciable y J?de soporte compacto (y f esta definida sobre
el espectro de A como minimo). Nos encontramos por tanto con que las condiciones de
crecimiento de semigrupos o grupos sobre rectas verticales como {it : t € R} son de rele-
vancia, imponiendo restricciones a las funciones operantes. Este calculo ha sido empleado
en el estudio de operadores hermiticos, espectrales de tipo escalar, bien-acotados, etc.;
en la ecuacion de ondas, y en analisis de Fourier o analisis armoénico, en particular para

construir multiplicadores, entre otras aplicaciones.

(b.2) Andlisis sobre grupos; multiplicadores espectrales. Clasicamente, una de las razones
de la introduccién de multiplicadores en el analisis de Fourier esté en su relaciéon con la
convergencia de la serie de Fourier modificada (promedios, etc.). No vamos a detenernos

en este punto, sino que planteamos la cuestion muy en general.

Sea M espacio de medida, métrico, y A un operador definido-positivo sobre L*(M). Por
el teorema espectral disponemos de operadores acotados f(A) para toda funcion de Borel
acotada f : (0,00) — C. El problema del multiplicador para A, sobre M, consiste en
hallar condiciones suficientes sobre f para que la funcién restriccion f(A) |Lr(annz2(an
se extienda como operador acotado f(A) : LP(M) — LP(M), para 1 < p < oo (los
casos p = 1,00 escapan a la acotacion generalmente); entonces se dice que f(A) es un
multiplicador de LP(M). Las condiciones méas habituales afectan al grado de derivabilidad
de f y son del tipo “Marcinkiewicz-Mikhlin-Hérmander”. Hay una literatura extensisima
en este contexto, particularmente sobre grupos de Lie y variedades de Riemann [Dal].
Por ejemplo, en el caso de un grupo el operador A se presenta en forma de sub-laplaciano
asociado a alguna coleccion de campos vectoriales invariantes a izquierda que generan el

algebra de Lie del grupo.

(b.3) Funciones absolutamente continuas de orden fraccionario. Llamamos integral frac-

cionaria de f € C2°[0,00), de orden v > 0, a

W F(t) = ﬁ[o(t— O f(s)ds,  t>0,

y derivada fraccionaria of f, of orden v > 0, a

nd"

%W_("_”)f(t), t>0,sineNn>w.

WY f(t) == (=1)

Sea AC" la complecion de C2°[0, 00) en la norma

1

1 fllo) = W/o WY ()]t dt.
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Entonces cada f € AC" tiene asociada una tnica funcion W f tal que

fuwzﬂm@§%§iwvwwdt<x>m,

(generalizacion de la regla de Barrow).

Si A es un operador sujeto a ciertas hipotesis relativas a sus medias de Bochner-Riesz
(t — A)%"! (definidas inicialmente sobre algtin espacio auxiliar de Hilbert mediante el

teorema espectral), puede construirse un célculo funcional dado por

1

)=y [ =W a

que tiene aplicaciones en teoria de la aproximacion [BNT], o en espacios de Besov [Pe].

Veremos que también esté relacionado con crecimiento de semigrupos.

(b.4) Cadlculo funcional de Davies. Recientemente se han considerado calculos simbolicos

basados en la formula
(DHS) fA) = = [ 35 - ) 1a,
™ Jc

en la que f denota una extension casi-analitica a C, en el sentido de Hoérmander, de
una funcion f: R — C. La féormula fue introducida por B. Helffer y J. Sjostrand para
operadores auto-adjuntos en espacios de Hilbert. Posteriormente, E. B. Davies demostro
que la formula (DHS) puede extenderse a operadores A cerrados densamente definidos,

con o(A) C R y cuya resolvente satisface la propiedad

(1+ |2[*)>/2
’%Z‘OHrl

(Ra) I(z—=A) | <C , ZER,

donde a > 0 esta fijo [Dal]. Denotaremos este calculo mediante O(f) (en lugar de f(A)),
que algunos autores denominan cdlculo funcional de Davies-Helffer-Sjostrand. Este ha
recibido mucha atenciéon, aplicAndose a operadores en espacios LP en dominios de R™ u

otros grupos de Lie, y a resultados de p-invariacion de o(A) en particular [Da2|.

e Las formulas de las representaciones para convolucion

Los homomorfismos que consideramos aqui tienen por dominio algebras de convo-
lucién. A veces, por conveniencia respecto a la ubicacion del espectro del operador A,

escribiremos el generador infinitesimal de un semigrupo como —A en lugar de A.

(a) Semigrupos acotados. Supongamos que la solucion al problema de Cauchy para —A
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viene gobernada por un semigrupo 7'(t) € B(&X') cumpliendo sup,., || 7(t)|| < co. Entonces
se define el cdlculo funcional de Hille-Phillips

(H Phy) mo: L'(RT) — B(X), mo(f) := /OOO f(OT(t) dt.

Dar el semigrupo T'(t) es equivalente a dar el morfismo 7, y 7y es de gran utilidad en teoria
general de semigrupos [HP]. Si B(X) se sustituye por un algebra de Banach arbitraria 2

y a':=T(t) € 2, el homomorfismo anterior recibe el nombre de aplicacion de Sinclair.

4 1o es de operadores acotados en X a veces se con-

(b) Semigrupos no acotados. Si e~
sideran semigrupos de distribucién, integrados, 6 C-regularizados, entre otras teorias. A
pesar de su denominacién, los semigrupos de distribucién son de hecho homomorfismos
continuos A: C)([0,00)) — B(X) (asociados al “no grupo” e~*4

sea, distribuciones vectoriales tales que A(p * ¢) = A(@)A(¥) con ¢, € C)([0,00)).

de forma natural), o

Fueron introducidos por J. P. Lions, y C. Foias. La estructura de grupo permanece latente
en el producto de convolucion.

tA

Frecuentemente e ", aunque no acotado, tiene sentido actuando sobre elementos y en un

subespacio del dominio de A, y de forma que promediando v > 0 “veces”

resulta una familia (7,(t));~0 de operadores acotados en todo X. Tiene sentido llamar
a (T,(t))i>0 semigrupo integrado v-veces. De hecho, el concepto admite una definicion

tA pues éste en principio no tiene por qué existir.

abstracta mas general, sin apelar a e~
Tal definicion se debe a W. Arendt, pero no la necesitamos aqui. Lo que nos importa es
lo siguiente. Sea T,,(¢) un semigrupo integrado n veces, n € N, tal que ||T,(t)|] < Ct".
Se define 7™ (0, 00) como la clausura de C™ respecto a la norma f — S (@)t de.

Entonces 7™ (0, 00) es un &lgebra de convolucion, subélgebra de L'(R*), y la aplicacién
(HPhy,) T TU(0,00) = B(X), ma(f) == (—1)"/ FOOT(t)dt
0

es un homomorfismo acotado que se llama semigrupo de distribucion de orden n.

Con lo apuntado podemos hacernos idea de que el anélisis de los homomorfismos re-
lacionados con ecuaciones de Cauchy es de mucho interés. Ademés ocurre que muchos
homomorfismos entre algebras de Banach admiten expresion integral mediando un nicleo
(integral) en forma de semigrupo, grupo, o variante de estos. Nos ocuparemos de algunos

de ellos.
(¢) Transformada de Weyl. Esta define el calculo funcional de Weyl —de distinta naturaleza
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a lo visto hasta ahora— aplicable a operadores seudo-diferenciales y establecido sobre
la base de la teoria de representaciones del grupo de Heisenberg Hl,. Asociados a este
célculo, G. Mauceri introdujo en [M] los que llamé multiplicadores de Weyl, cuya diferencia
respecto a los espectrales sobre H,, estriba en que los segundos hacen referencia al producto
de convoluciéon dado por la operacion traslacion mientras que los primeros estan ligados
a la convolucion por torsion (“twisted convolution”). Hay una extension muy notable del
calculo de Weyl sobre grupos de Lie nilpotentes, debida a N. V. Pedersen [P|. Mas adelante

haré referencia a multiplicadores de torsion en este contexto.

e Semigrupos uniparamétricos en algebras de Banach

Un semigrupo en un algebra de Banach 2 es una aplicacion z — a*, S — A tal que

o= qfq™, Vz,w € S, donde S es un sector en C simétrico en torno a (0,00). El

a
semigrupo es continuo si la aplicacion z — a® es continua en la norma de A, y holomorfo
si S es abierto y la aplicacion es holomorfa. Consideraremos ahora semigrupos definidos

en los sectores C* :={z € C: Rz > 0} y Rt = (0, c0).

Los semigrupos son de gran utilidad en la teorfa de algebras de Banach y para algebras
radicales en particular. Un algebra de Banach 2l conmutativa se llama radical si el espectro
de caracteres de 2 es vacio, de donde se sigue que o(a) = ), Va € . Ejemplos notables de
tales algebras son las de convolucion, de Volterra L'(0,1) ¢ del tipo L'(R™, w) con peso
radical. El estudio de las algebras de Banach radicales cobr6 un renovado interés a raiz de
la solucion de la Conjetura de Kaplansky: En 1948, 1. Kaplansky descubrié que toda norma
de algebra en C'(K) estd minorada por la norma del supremo || f||« := {|f(2)| | z € K},
y conjeturé que todo homomorfismo inyectivo C(K) < 2, con 2l cualquier algebra de
Banach, es continuo respecto a || - [|«. Entre 1975 y 1976, H. G. Dales y J. Esterle, por
separado y con demostraciones distintas, mostraron que la conjetura no se cumple bajo
la hipotesis del continuo 2X° = y; [DE|. Concretamente, probaron que asumiendo tal
hipotesis existen algebras de Banach de la forma A = R® C, con R radical, de modo que

puede construirse monomorfismos inyectivos discontinuos ©: C'(K) — 2 [DE|.

La investigacion de la estructura de las algebras radicales no es factible mediante
la habitual maquinaria espectral, ante la ausencia de espectro. Pero es posible hacer una
enjundiosa clasificacion de algebras radicales a través de distintas clases de unidades apro-
ximadas y semigrupos, y de consideraciones sobre ideales principales [E2]. Naturalmente,
el anélisis de la reaciéon entre semigrupos y algebras de Banach no queda limitado al caso

de las radicales, pudiendo plantearse para toda algebra de Banach.
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2. Una mirada al paisaje local

Comienza este capitulo donde hemos dejado el anterior, sobre las implicaciones que la
existencia de semigrupos con determinadas propiedades en un algebra de Banach tiene en

la estructura del algebra y de sus morfismos.

2.1. Semigrupos en dlgebras de Banach

Como punto de partida tomaremos semigrupos holomorfos.

e Aproximacion de semigrupos a la frontera de sus dominios

Sea I un ideal cerrado propio en el dlgebra de Banach L'(R™), sin ceros comunes
de las transformadas de Fourier de sus elementos. Entonces I estéd contenido en algin
ideal maximal de L!'(R™). Este es el famoso teorema tauberiano de Wiener, que admite
versiones abstractas en algebras de Banach sujetas a condiciones sobre el espectro que
incluyen la regularidad del mismo. El teorema también puede obtenerse alternativamente

como corolario de la existencia de ciertos semigrupos.

Teorema 2.1.1. Sea R un dlgebra de Banach radical. Supongamos que (a*)p.~o €s un

semigrupo analitico en R tal que >R =R (Rz>0), y

> log" |la' ||
—= = gy < .
/oo 1+ y? Y= oo

Entonces el semigrupo es idénticamente nulo, a* = 0 (Rz > 0).

El teorema fue probado (usando el teorema de Ahlfors-Heins, de variable compleja) por
J. Esterle (|[E1]) para semigrupos (a*)g.o en R tales que |[a'*%| = O(|y[¥) si |y| — oo,
para algun k > 0, y fue extendido por A. M. Sinclair a semigrupos como en el enunciado
(y para algebras no necesariamente conmutativas) en [Si|. La propiedad de regularidad
permanece latente en este contexto de variable compleja: en [EG| se prueba que si a® es

como en el teorema entonces el algebra de Banach generada por {a® : Rz > 0} es regular.

Por otro lado, en el caso en que A = L'(G), G grupo localmente compacto, se tiene
que G es metrizable si y solo si L'(G) posee semigrupo holomorfo (a*)g.-o generando
ideales densos [Si, p. 41]. Debido a estos hechos y a otros semejantes quedé planteada la
siguiente cuestion: Dada 2 algebra de Banach con semigrupo holomorfo (a*)g,~0, estudiar

la relacion entre la estructura de 2, o la estructura de G en el caso en que 2 = L(G), y las
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propiedades de a® cuando z se aproxima a la frontera de C*. Al respecto, nos centraremos

en un par de problemas de la larga lista expuesta en |Ba, pp. 460-468|:

(P1) [Ba, pp. 460]): ; Existe en el dlgebra de convolucion L' (R) algtin semigrupo analitico

(a*)g.>0 no nulo acotado en el semidisco Q := {z € C* : |z| < 1}7?

(P2) |Ba, pp. 460]): Sea G grupo localmente compacto no discreto y L'(G) su algebra
de grupo. Supéngase que L'(G) contiene un semigrupo analitico (a*)g.~o no nulo tal que

sup,cg [|a' |1 < o0, ; debe G ser necesariamente compacto ?

e Aproximacion al eje imaginario

La motivacion del problema (P1) proviene de la clasificacion de las algebras radicales
commutativas elaborada en [E1]. Se muestra ahi que el dlgebra radical L'(R*,e™*") no
posee semigrupo analitico no nulo (a*)g,~o acotado en €2, y la prueba es algebraica (mul-
tiplicativa) y especifica para éalgebras de Banach radicales. Sin embargo, en colaboracion
con J. C. Candeal, se resolvio la cuestiéon observando que ésta depende exclusivamente de

la estructura lineal de L'(R). El doctor Candeal fue mi primer alumno de doctorado.

Teorema 2.1.2 ([CG|). Sea 2 dlgebra de Banach, sin unidad, generada por un semigrupo
holomorfo no nulo (a*)g.>o0. Supongamos que sup,cq ||a*|| < co. Entonces 2 no posee la

propiedad de Radon-Nikodym analitica.

A saber, un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym analitica si
toda funcién holomorfa y acotada de D en X puede extenderse a casi todo punto de
la frontera de D, con valores en X. Hay muchos ejemplos de algebras de Banach con
la propiedad de Radon-Nikodym analitica, y que por tanto no pueden tener semigrupos
holomorfos como en el teorema; en particular toda dlgebra de Beurling L'(G,w), lo que

responde negativa y directamente al problema (P1) tomando G =R y w = 1.

Crecimiento de semigrupos sobre verticales

La relevancia del crecimiento de semigrupos sobre verticales ya se ha apuntado en re-
lacion con el calculo funcional y en el Teorema 2.1.1. El problema (P2) abunda en el tema:
Existen en L!'(R") semigrupos holomorfos de crecimiento polinomial en verticales como
por ejemplo los semigrupos de Poisson P? y el de Gauss-Weierstrass GG*. El crecimiento

de P cuando |y| — oo es

I[P, = O(ly|"172), sin > 2, y [P, = Olog Jyl) sin = 1.
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Por otra parte, si G es compacto, hay abundancia de semigrupos holomorfos (a*)g.o
en L'(G) no nulos verificando sup,cp [la' ™|y < co. De ahi la pregunta del problema
(P2). La respuesta, obtenida en colaboracion con M. C. White, es como sigue para grupos

abelianos.

Teorema 2.1.3 (|[GWh, pp 160,161]). Sea G un grupo localmente compacto abeliano. Son

equivalentes:

(i) L'(G) contiene un semigrupo analitico no nulo (a*)g,~o que es acotado sobre la recta

vertical 1 + 1y, y € R.
(i) L'(G) contiene un elemento idempotente de norma 1.

(iii) G contiene un subgrupo abierto y compacto.

El teorema descansa en una adaptaciéon no trivial de la caracterizacion de los endo-
morfismos de algebra de L'(R) debida a Beurling y Helson. Con esto a mano, luego basta
aplicar resultados estandar sobre la estructura de los grupos localmente compactos abelia-
nos. Tales resultados no se dan si GG no es abeliano, en general, y de hecho queda abierta

la cuestion de extender el Teorema 2.1.3 al caso no conmutativo.

Segiin hemos visto el algebra L!'(R) no posee semigrupos holomorfos no nulos a* aco-
tados sobre 1+ iy, y € R. Por otra parte el crecimiento del semigrupo de Poisson sin =1
es logaritmico y éste es el menor que se conoce entre semigrupos de L'(R). Esto da pie a

plantear el préximo:

(P3) Problema: |, Existe semigrupo holomorfo no nulo (a*)g.~o en el dlgebra L'(R) cum-

pliendo [|a'*™|| = o(log |y|) cuando |y| — oo; es decir,

lim (log [y])~*la'™]| =07
[y|—o0

El problema es interesante en si mismo pero ademés porque su analogo para el dlgebra

de convolucion (discreta) de sucesiones ¢1(Z) es un problema clasico en andlisis de Fourier:

(P4) Problema (J. P. Kahane, Cong. Int. Mat., Estocolmo 1962, y |K, p. 87]: ; Existe

: — continua a trozos tal que 6' n(zy = ollog |n|), cuando |n| — oo !
T — R conti t tal 12| 1.2 1 d ?

Muy probablemente, solucionar el caso continuo implicaria solucionar el discreto, y vice-
versa. Ambos casos permanecen abiertos. En relacion con (P3), junto con T. J. Ransford

se obtuvo el teorema que sigue.
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Teorema 2.1.4 (|GR, p 167|). (1) Eziste un dlgebra de Banach 2, sin semigrupo holo-
morfo no nulo acotado en {Rz = 1}, tal que para cada funcion ¢: R — R cumpliendo
limy| 00 (y) = 00 e infyer @(y) > 0 hay un semigrupo analitico a® en A con

1+iy|| —

lim la 00, y [a"|<ely) (yeR).

ly|—o0
(2) Eziste un dlgebra de Banach B, sin semigrupo holomorfo no nulo acotado en {Rz =

1}, tal que para cada ¢: R — R localmente acotada hay un semigrupo analitico b* en B

con
[ > o(y)  (y €R).

El teorema nos dice por un lado que existe un algebra de Banach universal que contiene
semigrupos holomorfos no nulos creciendo a infinito sobre verticales de manera arbitra-
riamente lenta. Y por otro que existe un algebra de Banach universal que contiene semi-
grupos holomorfos creciendo a infinito de manera arbitrariamente rapida sobre verticales.

Notemos que esto no puede ocurrir en algebras de Banach radicales (Teorema 2.1.1).

e Semigrupos y rango de homomorfismos

Las ideas previas tienen aplicaciéon a homomorfismos relacionados con semigrupos o

grupos.

e Homomorfismos débilmente compactos

La literatura acerca de élgebras de Banach y compacidad contiene articulos sobre en-
domorfismos compactos (trabajos de Kamowitz, Scheinberg, Wortman), homomorfismos
compactos y débilmente compactos entre algebras uniformes (Ohno y Wada), o endo-
morfismos compactos entre C*-algebras (Ghahramani). Este ultimo probo en |[Gh| que el
rango de todo homomorfismo compacto entre C*-algebras es necesariamente de dimen-
sion finita y semisimple (i.e., su ideal radical es cero). Con Ransford y White se obtuvo

la siguiente extension.

Teorema 2.1.5 (|GRW, p 819]). Sean A una C*-dlgebra y B un dlgebra de Banach. Si
©: A — B es un homomorfismo débilmente compacto entonces ©() es finito-dimensional

y semuisimple.

En la demostracion intervienen grupos de la forma (¢?"),cg donde h recorre los elemen-

tos hermiticos de . Se da también en [GRW]| extensiones de los resultados de los autores
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citados y variantes del Teorema 2.1.5, dependiendo del dominio y rango del homomorfis-

mo. Entre ellas se puede destacar la siguiente, en donde reaparece la promediabilidad.

Teorema 2.1.6 (|GRW, pp 816-818, 822|). Sean A promediable y B tal que sus represen-
taciones irreducibles y acotadas son de dimension finita. Sea ©: A — B homomorfismo

débilmente compacto de rango denso. Entonces O(2l) es finito-dimensional y semisimple.

Con un método general que consiste en analizar la estructura de ©(®), como nicleo
integral, en el espacio imagen de O, para un adecuado grupo & en 2, se prueba en [G] que
si 2 = L'(G) en el Teorema 2.1.6 entonces no hace falta que G sea promediable (|G, Teor.
2.3; Cor. 2.5|), y se caracteriza los homomorfismos débilmente compactos de las dlgebras de
convolucion L' (R™), ¢1(Z*) y del algebra del disco A(D) mediante propiedades espectrales

en el el rango.

Representaciones

Existen variaciones del tema anterior para representaciones de grupos. Supongamos
que G es un grupo compacto y p: G — B(X') una representacion fuertemente continua
de G en un espacio de Banach X. Sea p(u) € B(X) el operador definido en el dlgebra de
medidas de Borel acotadas M(G) como p(p)x := [, p(t)x du(t), p € M(G). Con Armando

Villena, de Granada, se obtuvo el

Teorema 2.1.7 (|[GV, p 357]). La subdlgebra cerrada en B(X), respecto a la topologia
débil de operadores, generada por {p(p) : p € M(G)} es semisimple.

El teorema anterior es el primer resultado “no conmutativo” de una serie de otros resul-
tados previos, en la misma linea, obtenidos por Sinclair (1972), Feldman (1974), Muraz y
Vi (1994), Huang (1999), siempre en el contexto abeliano. Fue extendido posteriormente

por Alaminos, Extremera y Villena a grupos de Moore no compactos.

Algebraicidad de grado acotado. Problema de Kurosh

Parte de los argumentos empleados en [GRW] son de utilidad en un importante pro-
blema de Algebra.

Sea 2 un &lgebra sobre un cuerpo K. Un elemento x € A es algebraico si existe po-
linomio no nulo p € K[X] tal que p(z) = 0. El minimo grado de tales polinomios se
llama grado de z. El algebra 2 se llama algebraica si cada elemento de 2 es algebraico,
y algebraica de grado acotado si hay cota superior uniforme para el grado de todos sus
elementos. El problema de Kurosh consiste en saber si cada algebra algebraica 2l es nece-

sariamente localmente finita, es decir, tal que toda subalgebra finitamente generada es de
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dimension lineal finita. Golod probé, via un resultado de Shafarevich, que hay &algebras
algebraicas no localmente finitas, y entonces los algebristas se aplicaron a encontrar res-
puestas afirmativas, imponiendo restricciones aceptables al algebra algebraica en cuestion.
Por ejemplo, I. Kaplansky demostré en 1947 que si A es asociativa, metrizable y comple-
ta, algebraica sobre un cuerpo K no discreto y completo respecto a un valor absoluto,
entonces A es de grado acotado (lo que equivale a ser localmente finita) [Ka|. El teorema
fue redescubierto para algebras de Banach (Grabiner, 1969; Dixon, 1974; Miiller 1990) y
ampliado a un contexto de algebras topoléogicas de Jordan o alternativas (A. Slinko, 1986,
1990).

La demostracion primera de Kaplansky utiliza la teoria de Jacobson para anillos. El
propio Kaplansky simplifico algo la prueba en 1950 mediante teoria de la representacion
Ninguno de estos métodos es trasladable al mundo no-asociativo, de modo que Slinko
utiliz6 argumentos combinatorios (teoria de Shirshov) para establecer sus extensiones
[S]]. Junto a B. Cuartero, se extendieron estos resultados con razonamientos mas simples

basados en argumentos de categoria de Baire aplicados a ceros de polinomios.

Teorema 2.1.8 (|CuG, p 331]). Sea K un cuerpo evaluable, completo, no discreto, y sea
A un dlgebra asociativa de potencias, topoldgica de Baire sobre K. St algiun subconjun-
to abierto U de A consiste de elementos algebraicos entonces 2 es algebraica de grado

acotado.

(Una de las motivaciones de Kaplansky en [Ka|, llevada a buen puerto, era extender
un resultado clasico de A. Ostrowski (1913, 1917) sobre extensiones de grado acotado de
cuerpos con valoracion completa. El correspondiente resultado tipo Ostrowski, corolario
del Teorema 2.1.8, es [CuG, p 336|.) Para variaciones del tema véase [CGRS, CGS].

2.2.  Cdlculo funcional

Para disponer de adecuadas féormulas y estimaciones de funciones de un operador

cerrado se suele recurrir a la diferenciabilidad, real o compleja, de tales funciones.

e Calculo funcional diferenciable

El célculo operacional a considerar va a estar ligado a semigrupos holomorfos y a

depender del comportamiento de estos sobre rectas verticales.
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e Crecimiento en verticales

En el calculo operacional la expresion que usa de la transformada de Fourier f(A) =
ffooo f(t)e”A dt presenta inconvenientes derivados del crecimiento del operador formal e**4
cuando |t| — oo, de que incluso e puede no existir como acotado —con lo que hay que
precisar bien su punto de partida o definicion— y de que la formula de f(A) depende de
fy no de f directamente. Esto hace que tal célculo se defina por extension, sin féormula
explicita. Ademas, los resultados sobre acotaciéon en norma obtenidos por este camino son
satisfactorios en casos como los espacios LP, p € (1,00) y p # 2, pero carecen de suficiente

claridad para espacios tipo L' o de funciones continuas ..., o sencillamente no existen.

En [GP], junto a T. Pytlik, se introduce un célculo funcional adecuado a estos efectos,
mediante un anélisis a fondo de la idea motriz de [deL1] consistente en representar el se-
migrupo en el interior de C* mediante la formula de Poisson. El calculo tiene inicialmente
como dominio las algebras AC” introducidas anteriormente. Denotemos como ACY, la

complecion de C2°[0, 0o0) respecto a la norma

0 2y dx 1/2dy
e A N e
[FABER U (W f(z)z"]"— ,

Se tiene entonces AC**1/2 C ACY, C AC*if v > p > 0y estos espacios son invariantes
por cambios de variable z + 2%, a > 0 [GP, pp 323, 321]. Ademdas ACY, es un algebra de
Banach para el producto punto a punto |GP, pp 320, 325].

Sea a* = e~* un Cy-semigrupo analitico en B(X) de generador —A tal que
(HG,) la®|| < C, <g—l> (Rz > 0),

para algiun a > 0, siendo C,, una constante positiva. Esta condicion implica a(A) C [0, 00)
y permite definir el operador nicleo G¥ como la transformada de Laplace vectorial inversa
1 a®

G(u) = 5—

271 Rr=1 Zy_‘—l

e“dz, wu€eR,

que cumple G¥(u) = 0 if u < 0, y sup,sou "||G¥(u)|| < oo. Resulta que este nicleo
coincide con el operador de Bochner-Riesz de A, y si definimos ®: AC**T) — B(X)

mediante ®(f)z = / WY f(w)GY (u)x du (x € X, f € ACY*Y), reobtenemos el calculo

0
funcional de [BNT| pero ahora la expresion integral de G¥(u) permite una mejora del

calculo.

Teorema 2.2.1 ([GP, p 330, 341|). En las condiciones anteriores, si v > « entonces

el cdlculo funcional ® se extiende como homomorfismo acotado de dlgebras de Banach
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o ACyTUP 5 B(X).

El nticleo integral G¥(u) ha sido también considerado en [deL2]| en los casos v = 1, 2.
Las motivacion, concepcion y técnicas de demostracion en [del2] y [GP| son diferentes.

El calculo dado en el Teorema 2.2.1 puede a su vez generalizarse; véase [GMPyl].

e Aplicaciones

(a) Cadlculo funcional de Davies. Una inspeccion atenta revela que para operadores A con
espectro en [0, 00) las condiciones (HG,) y (R,) sobre A citadas con anterioridad estan

esencialmente relacionadas, por lo que no sorprende un enunciado como el que sigue.

Teorema 2.2.2 (|[GMPy, p 393]). Sea (a®)p.~0 un (Co)-semigrupo holomorfo en B(X)
de generator infinitesimal —A tal que o(A) C [0,00). Supongamos que —A satisface la
condicion (Ry) para algin o > 0. Entonces ©(f) = ®(f) para toda f € > (R).

Este resultado permite mejorar el calculo de Davies-Helffer-Sjostrand, a través de ACY
y de este modo pueden extenderse resultados de Davies sobre independencia del espectro
[GMPy, pp. 395, 396]. Por otra parte A. Jensen y S. Nakamura obtuvieron en [JN] esti-
maciones de operadores de la forma f(A)e4, asociados a ecuaciones de Cauchy en R™,
mediante métodos de teoria de multiplicadores y amalgamas, tomando como catalizador
la formula (DHS), es decir, el calculo ©. Cotas del mismo tipo son también factibles utili-
zando métodos de semigrupos integrados o regularizados [deL3|. La aplicacion del calculo

U sobre AC’&) nos proporciona mas casos.
Teorema 2.2.3 (|[GMPy, p 400]). Sea (a*)g.>o semigrupo en B(X) cumpliendo (HG,),
a > 0. Entonces a"®(f) € B(X) y para todo f € AC’;tlerﬁ),

la®®(f)]| < C(1+)2(fIY, (teR,v>a)

La estimacion se aplica a expresiones clasicas cuyas cotas aparecen en la literatura obte-

nidas por otras vias, algo més complicadas. Estimacion nueva es

Clt|(1+ [t 1) ifRv>1lorv=1,

|(sentH)H '(1+ H) ™| <
Coet™(1+t|F) f0<Rv<1w#£1,

véase |GMPy, p. 401].

(b) Andlisis armdnico; multiplicadores. La produccion de multiplicadores de tipo espectral
en grupos de Lie se apoya inicialmente en el teorema espectral para operadores autoad-

juntos. Los multiplicadores obtenidos son acotados sobre L? para 1 < p < oo pero no para
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p = 1, usualmente. El célculo con funciones de AC;VI) puede emplearse en este contexto,

y parece idéneo para manejarse con L.

Sea G grupo de Lie estratificado de dimensiéon homogénea n, L operador sublaplaciano
sobre Gy g(L) = [;° g(A\)dE(X), con g € L*[0, 00) el calculo funcional espectral de L en
L*(G). Entonces e *F satisface la propiedad (HG,,) para a > n en L'(G). Por tanto,

Teorema 2.2.4 (|GP, p 351|). Para toda f € AC’&) se cumple f(L) = ¥(f) y entonces
f(L) € LYG) con ||f(L)|lx < C|fll@)21 para todo v > (n+1)/2.

Al menos en un caso relevante el indice critico (n+ 1)/2 del teorema puede mejorarse. El

grupo de Heisenberg H, es el espacio C" x R dotado de la ley de grupo
1
(z,t)- (1) = (z+ 2t +1 — 5%(2 -2"), Vz,2 eC" t,t' eR.

Es bien conocido que H, es un grupo de Lie estratificado de dimension d = 2n + 1
como grupo de Lie real, y con dimensién homogénea ) = 2n + 2. De un resultado de
D. Miiller y E. M. Stein en [MuS] se sigue que, para un cierto sub-laplaciano distinguido
L en H,, el semigrupo holomorfo p* := e~V en L'(H,,) satisface la condicion (HG,,)
para todo a > (d — 1)/2. Por tanto, segtin el Teorema 2.2.1, f(L) € L*(H,) para toda
f € ACY, con v > d/2, ya que los espacios ACy, son invariantes mediante cambios de
variable potenciales. Por otra parte, el Teorema 2.2.2 vale para obtener multiplicadores
de operadores tipo Schrédinger, incluso sobre grupos de Lie muy generales. En el caso de
los H,, y L anteriores se tiene f(v/L)e™VE e L'(H,) y f(L)e"* € L'(H,) para una amplia
gama de funciones f —sujetas a ciertas condiciones de integrabilidad— derivables v veces
con v > «a > (d/2) |[GMPy, p. 413|.

Los resultados mencionados tienen versiones para potencias de laplacianos, y en espacios
generales como espacios métricos con bolas de crecimientro polinomial en el radio (v. g.,
variedades de Riemann de crecimiento polinomial y sus operadores de Laplace-Beltrami
asociados), o en algunos grupos solubles sin crecimiento polinomial de bolas, pero con

semigrupo del calor cumpliendo la condicién (HG,), véase |GP, GMPy, GMMu].

e Calculo funcional holomorfo

El estudio espectral de muchos tipos de operadores se facilita si se dispone de un modelo
funcional que los represente. Uno de los ejemplos mejor conocidos es el de Nagy-Foias,
introducido para tratar operadores de contraccién con espectro en D := {z € C : |z| < 1},
y para operadores disipativos y espectro en {Imz > 0}. El objeto del modelo pasa por

construir una isometria hilbertiana entre cocientes de determinados espacios de Hardy de
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funciones holomorfas con valores vectoriales, de modo que el operador T' pueda realizarse
como operador multiplicacién. La existencia de un tal modelo implica automaticamente
la de un calculo funcional H*°. Yakubovich construyé modelos funcionales relacionados
con teoria de control y de observacion sobre dominios paraboélicos. Era natural entonces
investigar modelos de control y observaciéon para operadores en dominios sectoriales. En
[GMY], junto a P. J. Miana y D. Yakubovich se aborda la cuestion, y entre otros resultados

se obtiene:

Teorema 2.2.5 (|[GMY, p 741]). FEziste cdlculo funcional H® en Sy para un operador
sectorial T en el sector Sy si y solo si existe modelo funcional para T de tipo Nagy—
Foias generalizado en Sy entendiendo por esto que T se representa como un operador

multiplicacion cociente de espacios de Hardy-Smirnov vectoriales con dominio Sy.

Referencia fundamental sobre operadores sectoriales es el articulo [CDMY], que ha
sido de gran influencia. Ademés de asentar la teoria general iniciada por A. Mclntosh,
en [CDMY] se aborda la cuestion de cuantificar la relacion entre célculo H* y existen-
cia de multiplicadores para operadores sectoriales (cuestion apuntada por R. Coiffman).
Se muestra en [CDMY]| que, para sectoriales T' de tipo 0, existe calculo H* tal que
N1f(D)] < Cor™|flle (T > 0;f € H*(S,)) si y solo si T" posee un célculo funcional
AZ 1 (RT) — B(H) para todo v > a, siendo A% | (R™) algebra de funciones de tipo Besov.
Serfa interesante obtener, para sectoriales de tipo 0, un modelo funcional A%, ;(R), con

versiones vectoriales de este espacio.

2.3.  Representaciones

Una familia de operadores cerrados e %4 (¢ € R) puede interpretarse como grupo,
meramente formal en principio, de valores frontera del semigrupo de operadores e *4,
Rz > 0, supuesto existente. Este punto de vista se ha seguido en varias direcciones
[ABHN, deL3]. Otra via alternativa de interpretar e~4 en cuanto que valores frontera la
proporcionan los cuasimultiplicadores regulares de J. Esterle: Sea 2l algebra de Banach
conmutativa sin unidad y de anulador nulo. Un cuasimultiplicador de 2 es todo operador
cerrado en 2 expresable como 7' = (T'a)/a, con a2 denso en 2A. Un cuasimultiplicador
T es regular si satisface ciertas acotaciones. El conjunto QM,.(2() de cuasimultiplicadores
regulares de 2 es limite inductivo de algebras de Banach de multiplicadores, y posee
un rico arsenal de propiedades espectrales. Realmente los cuasimultiplicadores fueron
introducidos en [E3| como aproximacion al problema clasico de la existencia de algebras

de Banach radicales sin ideal cerrado propio.

En [GM] se definen los grupos de cuasimultiplicadores regulares, con objeto de dar un

sentido unificado a numerosas familias “grupo” de operadores cerrados no acotados, pro-
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blema en la literatura de solucion “ad hoc” segtn el contexto. Sin entrar en detalles sobre

la teoria general, veamos parte de su aplicacion a la interpretacion de valores frontera.

Sea a® semigrupo holomorfo en un 4lgebra 2 como antes, tal que aA = A (z € CT)
y sujeto a la condicién de crecimiento ||a'™®|| = O(w(t)), |t| — oo, para algtin peso
continuo submultiplicativo w on R. Tales semigrupos abundan. Puesto que a*A = 2 el
algebra QM. () estd bien definida. Sea

qit .= 2 (t € R).

Entonces ||(a’)"a!|| = |la*™™|| < Cw(nt) < Cw(t)™ (Vn € N), lo que significa que a' es
un cuasimultiplicador regular de 21 y (a*)scr constituye un grupo en QM, (). Ademas
los generadores infinitesimales de a” y —i(a®)’/a® coinciden como cuasimultiplicadores,
y (a*)'/a* es una extension cerrada del generador infinitesimal de a® sobre 2A. Para mas
informacion y detalles remito a [GM]. Lo que nos interesa ahora de [GM] son las algebras
de convolucién de funciones absolutamente continuas ahi defnidas, versiones fraccionarias

con peso de algebras L' .

Algebras de Sobolev de convolucién

Previamente hemos considerado la integral W~ f y la derivada W" f fraccionarias
(v > 0) de funciones en AC", complecion de C£>[0, 00) en la norma S W f )]t

Ahora consideramos la complecién 7™ (V) de C*)[0, 00) en la norma

1 o0
— WY f(t)t"|dt
o7 [ rera
y su espacio simétrico 7®)((—t)") respecto al origen en R. El espacio suma directa de
ambos lo denotamos por 7 ®)(|t|*). Tanto 7™ (*) como T® (|t|*) son &lgebras de Banach
con el producto de convolucién en R, subalgebras (densas) de L'(RT) = T (%) y LY(R) =

TO(]t|°) respectivamente [GM]. Las llamaremos &lgebras de Sobolev (de convolucion).

A causa de su similitud con las dlgebras L' es natural indagar en las propiedades y
alcance de las aplicaciones de estas algebras de Sobolev. Junto con P. J. Miana y J. J. Royo
Espallargas se ha probado que la transformada de Gelfand de 7®)(¢) es la transformada
de Laplace £, que la imagen L£(7™(t")) esta contenida y es densa en un algebra de
Banach A®)(C™) formada por funciones holomorfas en C* con derivadas fraccionarias
complejas [GMRI1], y se han caracterizado los ideales densos de 7™ (") [GMR2]. La
estructura de los ideales cerrados “standard” de 7 (") y A™(C*) se ha descrito en

[GW1| y [GW2]. En el otro extremo, junto a L. Sanchez Lajusticia se ha estudiado en
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[GS] la estructura y derivaciones acotadas de un algebra radical de tipo Volterra-Sobolev,
cociente de 7™ ("), formada por funciones absolutamente continuas de orden superior en
el intervalo (0,1). Junto a Miana y A. Pena, se han obtenido aplicaciones del semigrupo

de derivacion fraccionaria a funciones especiales con valores matriciales [GMP)].

(Tuve la satisfaccion de ser el director de tesis de Miana, Royo y Martinez; en los dos

segundos casos con Miana como codirector. Sanchez esta pasando ahora por el trance.)

Las algebras de Sobolev dan lugar a tutiles calculos funcionales. Veamos.

Semigrupos de distribucion e integrados

Sean ¥ > 0 y X espacio de Banach. Llamamos semigrupo o grupo de distribucio-
nes de orden v en X a todo homomorfismo de élgebras de Banach acotado G de 7" =
T® () 6 T (|t]), respectivamente, en B(X) tal que G(T)X sea denso in X. Clara-
mente, estas definiciones extienden las nociones de semigrupo y grupo de distribuciones

de Lions-Foias y Arendt.

Supondremos que un semigrupo integrado (7)) satisface ||T,(t)| < Ct” (t > 0). En-
tonces la aplicacion m,: T (t) — B(X) dada por m,(f) := [ WY f(t)T,(t) dt es un
semigrupo de distribuciones (de orden v). Reciprocamente si tenemos un semigrupo de
distribuciones como G de orden v > (0 —y una condicién adicional de tipo técnico—, entonces
existe un (tnico) semigrupo v veces integrado |[GMM1]|. Tenemos por tanto una identifi-
cacion entre semigrupos de distribucién de orden v > 0 y semigrupos v-veces integrados

(moderados).

Llamamos a la aplicacion m, morfismo de Hille-Phillips de orden v. (Similares hechos
pueden afirmarse sobre representaciones del algebra 7*)(|t|") y grupos integrados). La
aplicacion 7, admite extension como homorfismo entre algebras de cuasimultiplicadores
regulares y puede contemplarse de este modo como parte de la teoria de cuasimultiplica-
dores [GM, p. 33|.

Vamos a ver algunas aplicaciones de las algebras de tipo Sobolev y morfismos 7,,.

e Orbitas de estabilidad asintdtica

t42o de un problema de Cauchy para —A bien planteado esta

La solucion u(t) = e~
gobernada por el semigrupo T'(t) = e~ y entonces la evolucion del sistema determinado
por la ecuacion viene expresada por las diversas propiedades de u, esto es, de T'(¢). Una de
las importantes es la estabilidad asintdtica (a cero): limy o, T'(t)x = 0,V € X. Modelos

canonicos son los de propagacion del calor en que después de un tiempo se llega a equilibrio
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térmico, o sea, “T'(t) = 0”. Resulta que la estabilidad (asintética, se sobreentendera) esta

ligada a propiedades espectrales del operador.

Teorema AB-LV (|AB, LV]). Un Cy-semigrupo uniformemente acotado (T(t))i>0 C
B(X) de generador —A es estable si el espectro periférico o(A) N iR es contable y si
se cumple op(A*) NiR = (.

El conjunto op(A*) es el espectro puntual del operador adjunto A* de A. El teorema fue
extendido por Vi a semigrupos de crecimiento méas general [V2]. Hay asimismo resultados
de estabilidad en norma para especiales elementos del algebra B(X'). Recordemos que f
es de sintesis espectral en L'(R) para F subconjunto de R si existe g, € L*(R) nula en

un entorno de F' para cada n, y lim, . ||f — gu|l1 = 0.

Teorema ESZ-V (|ESZ|, [V1]). Sea 7y el morfismo de Hille-Phillips asociado a T(t). Si
f € LY(R") es de sintesis espectral en L'(R) con respecto a io(H) NR entonces
li [T(#)mo( )] = 0.
En [ESZ]| se demuestra que el espacio de vectores mo(f)z, con f como en el Teorema
ESZ-V y x € X, es denso en X. El argumento descansa parcialmente en que todo punto

de R es de sintesis espectral en L'(R). De este modo se tiene otra prueba del teorema de

Arendt-Batty-Lyubich-Vi distinta de las originales.

Hay importantes casos de ecuaciones de Cauchy en las que el operador A no satisface la
condicion de Hille-Yosida pero genera un semigrupo integrado T, (). Entonces la funcion
u(t) = (d/dt)"T,(t)z es la unica solucion del problema y el limite lim; .., T},(¢), o su
version ergodica limy_,o, t "7, (t), refleja el comportamiento de la solucion en el infinito.
Junto a M. Martinez y Miana se extendieron los Teoremas ESZ-V y AB-LV como sigue.

La sintesis espectral en 7®)([t|") se define analogamente como en L!(R).

Teorema 2.3.1 ([GMM1]). Sea v > 0 y T,(t) en B(X) un semigrupo v veces integrado
de generador —A, verificando sup,.ot~"[|T,(t)|| < oo y limy_yo+ t "1, (t)x =z, v € X.
Supongamos que f € TW (") es de sintesis espectral en T (|t|") con respecto aioc(A)NR.
Entonces

lm ¢=||7, (¢)m, (F)]| = 0.

t—o00

siendo m, el morfismo de Hille-Phillips de orden v asociado a T, (t).

El Teorema 2.3.1 extiende literalmente el ESZ-V pero ahora la estrategia de [ESZ| para
probar el Teorema AB-LV, pasando por la densidad del subespacio vectorial {7, (f)z} en

X, es considerablemente més complicada en el caso integrado, entre otras razones porque
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los puntos de R, salvo el origen, no son de sintesis espectral en 7 ([¢[*) [GMM2]. Al

menos se tiene un resultado parcial.

Teorema 2.3.2 ([GMM2]|). Sea n € N y T,(t) semigrupo n veces integrado de generador
—A tal que

supt "||T.(t)]| < ooy lm tT"T,(t)xr =2, x€X.

t>0 t—0+

Supongamos que ic(A) N R es un conjunto compacto y contable de interpolacion para
T () en T(|t|Y), y op(A*) NiR = (. Entonces limy_o0 t T, ()7, (f)z = 0, Vo € X.

e Problema de extension Dirichlet a Neumann

Tratamos aqui con una ecuacién diferencial de tipo Bessel, que no es de Cauchy.
Interesados en las propiedades de regularidad de soluciones de ecuaciones no lineales aso-
ciadas a potencias fraccionarias (—A)?, 0 < o < 1, del operador laplaciano positivo —A,

L. Caffarelli y L. Silvestre ([CS]) se preguntaron por las soluciones de la ecuacion

1—20
Y
u(0) = f € L*(R"),

Uy + uy = —Au, y >0,

interpretada ésta, heuristicamente, como una generalizacién a dimensién fraccionaria 2 —
20 de la ecuacién de Dirichlet. Con esta idea, pudieron expresar el operador no local
(—A)? a través de soluciones u de la ecuacion local. Esto se conoce como problema de
extension, de Dirichlet a Neumann, y su soluciéon en R™ ha tenido gran impacto en breve

tiempo.

Posteriormente, P. R. Stinga y J. L. Torrea extendieron en [ST| los resultados de
Caffarelli y Silvestre sobre el laplaciano a una clase muy amplia de operadores diferenciales
de segundo orden sobre espacios L?. Tales operadores incluyen laplacianos en dominios
acotados de R"™, operadores de Schrodinger elipticos, o el oscilador armoénico fraccionario.
Junto a Miana y Stinga se ha probado recientemente que los resultados de [CS| y [ST]
pueden extenderse en abstracto de manera que los ejemplos de aplicaciéon abarquen una

méas amplia colecciéon de operadores.

Teorema 2.3.3 ([GMS|). Sea v > 0 y A el generador de un semigrupo integrado v veces
(T,(t))i>0 € B(X); sea 0 < o < 1. Una solucion u : (0,00) — B(X) de la ecuacion

1-2
W)+ —Z () = —Au(t), t >0
lim ut) = f, feX
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€es

PiE 120 00 - 67t2/(4s) T J 0
( I Xt) U/(t)—m/o SIT Z,(S)f S, t> 0.

Mds ain, si f € D(A) entonces, siendo c, = 47 °T(—0)[(0)7!, tenemos

0 i "0 e cays = Lo,

La demostracion del teorema utiliza el algebra de convolucion 7*)(#) y la represen-
tacion m, a ella asociada. Para v = 0 la formula (PrExt) ya aparece en [CS| y [ST].
Ahora ademés observamos que el teorema es vélido en particular para todo generador
infinitesimal A de cualquier Cy-semigrupo acotado. La generalidad del resultado permite
dar con soluciones del problema de extension para operadores de grado mayor que dos
—v.g., operadores de tipo Schrodinger, o asociados a la ecuacion de Korteweg-de Vries—, y
para operadores sobre variedades de Riemann o grupos de Lie [GMS]. Las igualdades en
(L) son los limites de localizaciones del operador (—A)7; la segunda proporciona la carac-
terizacion de la potencia fraccionaria como una correspondencia de la condicién frontera
de Dirichlet a la condiciéon frontera de Neumann (dada en [CS| para A). Finalmente, la
formula (PrExt) es la base de un nimero de otras formulas integrales de u, entre las cuales

se puede destacar la que expresa u en términos de la solucion de la ecuaciéon de ondas
relativa a A [GMS].

e Multiplicadores de Pedersen

Estos son generalizacion, en grupos de Lie, de los multiplicadores de Weyl para el
producto de torsion. Sea H espacio de Hilbert, G grupo de Lie nilpotente, y 7: G — B(H)
representacion irreducible unitaria. Sea g el algebra de Lie de G. Por la teoria de Kirillov
(|Ki, p. 226]), la coleccion de tales representaciones 7 esté en correspondencia biunivoca
con la familia de 6rbitas co-adjuntas del grupo G en el dual g*. Sea O la érbita co-adjunta
correspondiente a 7, y g. el subespacio de g conocido como predual de O,. Denotamos por
S(g.) el espacio de funciones de Schwarz sobre g.. La transformada de (Weyl-)Pedersen,

con respecto a , es la aplicacion lineal T™: S(g.) — B(H) dada por

() := /X _ elX)rlexpg X) dX. o€ S(a)

Esta transformada tiene buenas propiedades algebraicas y de continuidad que permiten

extenderla al espacio de distribuciones S'(g.) sobre g., asi como definir el producto de
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convolucion de torsion (¢, @) € S(ge) X S(ge) — ¢ *c ¢ € S(g.) mediante la ley
T™(p*e @) =T (0)T7(}), Ve, ¢ € S(ge)-

En [BBG, Def. 3.9] se define como multiplicador de Pedersen de LP(g.), 1 < p < oo,
todo operador M € B(H) para el que existe otro operador acotado Cys: LP(ge) — LP(g.)

verificando

T™(Cu¢) = MT™(¢), ¢ € L'(ge) N LP(ge).

Nos restringiremos a grupos de Lie G con centro unidimensional y poseyendo 6rbitas
genéricas lisas (H,, es un ejemplo), lo que quiere decir que los elementos de g* asociados
forman un conjunto abierto, denso de Zariski en g*, y que las representaciones adheridas
son de cuadrado integrable, médulo el centro. En estas condiciones, toda tal representacion
7 es unitariamente equivalente a otra w: G — B(L*())) donde V es un espacio euclideo
[CoGr|. Esto hace posible el uso de herramientas del analisis real y consiguientemente la

obtencion del siguiente resultado.

Teorema 2.3.4 (|[BBG|). Sea G grupo de Lie nilpotente con centro unidimensional y con
orbitas genéricas lisas. Sea & un punto del dual unitario de G correspondiente a una drbita
lisa y tomemos una realizacion admisible 7: G — B(L*(V)) cualquiera de &. Entonces

para cada p € (1,00) y cada multiplicador de Pedersen asociado a 7 la restriccion de M
a L*(V) N LP(V) se extiende a un operador acotado de B(LF(V)).

El teorema extiende el de Mauceri [M, Th. 5.2] puesto que este segundo se recupera

simplemente tomando 7 igual a la representacion de Schrédinger de H,,.

2.4. Geometria y representaciones

Vamos a contemplar conjuntos de representaciones desde el angulo de la geometria.
De aqui al final emplearé la letra A, que en paragrafos previos ha venido designando

generadores infinitesimales, para designar un algebra de Banach.

¢ Realizaciones geométricas

Supongamos B C A dos C*-algebras con unidad, B cerrada en A, y £: A — B
esperanza condicional, o sea, una proyeccion de norma 1. Sea ¢ un estado de A (funcional
sobre A de norma 1y ¢(1) = 1) tal que po& = . Seama: A — B(H,) la representacion

GNS asociada a ¢. Denotamos por Uy el grupo de unitarios en B(Ha).
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e Realizaciones sobre grupos unitarios

Construir realizaciones geométricas, en dimension infinita, de representaciones de gru-
pos en espacios de Hilbert de secciones de fibrados es complicado, ya que no se dispone de
medida invariante por traslaciones. En [BR] se aborda el problema para la representacion

7a |u, mediante una brillante idea: utilizar nicleos reproductivos sobre fibrados.

Consideremos el fibrado I1Y: Dy = Uy Xy, Hp = Ua/Us, [(u, f)] — uUg, en donde
Hay Hp son los espacios de Hilbert del proceso GNS en A y B respectivamente. Sobre

Hg se define el nicleo reproductivo hermitico

KY(s,t)€ := [(u1, Pap(ma(w) 'mwa(u2) f))]

para todo s = u1Ug, t = uyUp; & = [(ug, f)] € Dy, siendo Dy la fibra en t y Pap la
proyeccion ortogonal de H 4 sobre Hpg, que por cierto se obtiene como extension continua
de la esperanza £: A — B en el proceso GNS. Entonces KV genera un espacio de Hilbert
Ha(E, ), isomorfo a H 4, de secciones analitico-reales de Hg de forma que 74 se “realiza”
como operador de multiplicacion en H (€, ) [BR, Th. 5.4]. Este resultado es de tipo
Borel-Weil claramente, si bien las secciones del fibrado construidas son real-analiticas,
mientras que el resutado clésico en dimensién finita alcanza su plenitud en el contexto
holomorfo. Aunque existe algun resultado con secciones holomorfas (|[BR, Th. 5.8]), éste
es de alcance limitado. Como regla, no es habitual encontrar holomorfia en variedades
formadas a partir de grupos unitarios. El asunto que nos ocupa, en su generalidad, hay

que abordarlo desde otro punto de vista, el de las complexificaciones.

e Grupos de Banach-Lie involutivos y complexificaciones

Sean A, B por un momento meros indices. Llamamos grupo de Banach-Lie involutivo
a todo grupo de Banach-Lie G4 equipado con un difeomorfismo u — u* que satisface

*

(uv)* = v*u* and (u*)* = u para u,v € G4. En tal caso, se tiene que (u™1)* = (u*)~!
y 1* = 1. Definimos u™* := (u™1)*, siw € Ga, y G} := {u*u | v € G4} (conjunto de
elementos positivos de G 4). Un subgrupo Gz de Banach-Lie de G4 se dird involutivo
si u* € G, Yu € Gp, y en este caso 27" := u *Gp (2 = uGp, u € G4) define el
difeomorfismo involutivo z € G4/Gp — 2 * € G4/Gp. Para j € {A, B} denotamos
Uy ={u € Gy | u=* = u}, subgrupo de Banach-Lie de G, y con Up subgrupo de Banach-
Lie de U,. Para GE = G; N G, la aplicacion \: uUp € Us/Up — uGp € G4/Gp
es un difeomorfismo de Uy /Up sobre la subvariedad de puntos fijos de la involuciéon de
G4/Gp. En este sentido, decimos que el espacio homogéneo complejo G4/Gp es una

complexificacion del espacio homogéneo real Uy /Up.
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Sea ahora G'; el grupo de todos los elementos invertibles de la C*-algebra J = A 6 J =

B, provisto de la involucién inducida por la de J. Sea £: A — B esperanza condicional.

Teorema 2.4.1 (|[BG1|). Consideremos el espacio p := (ker £)Nuy bajo la accion adjunta
de Ug, that is, (u, X) — uXu™', y sea Uy Xy, p el correspondiente fibrado vectorial con
fibra tipica p. Entonces el espacio homogéneo complejo G a/Gp posee una estructura de
fibrado vectorial real U a-equivariante sobre Ua/Ug de modo que existe un difeomorfismo
real-analitico Ga/Gp ~ U Xy, p. Mds ain, Ga/Gp es una complezificacion de Uy /Up

con respecto al difeomorfismo involutivo anti-holomorfo
uexp(i X)Gp — uexp(—i X)Gp, Ga/Gp — G4/Gp
siendo u € Uy, X € p (alternativamente, [(u, X)] — [(u, —X)]).

Puesto que el fibrado vectorial Uy Xy, p — Ua/Up se identifica con el fibrado tangente
T(Us/Ug) — Ua/Upg el teorema proporciona una interesante interpretacion de G4/Gp
como fibrado tangente de U, /Up. Por otra parte, como notaremos, la esperanza £ puede
verse como forma de conexion de un fibrado. Estos hechos nos llevan a numerosos ejem-
plos de variedades de Banach real-analiticas cuyos fibrados tangentes tienen estructura

compleja asociada a conexiones sobre fibrados, véase la ultima seccion de [BG2].

e Realizaciones holomorfas de representaciones

La teoria de representacion geométrica de grupos de Banach-Lie involutivos introduci-
da en [BG1] necesita de la nocion de fibrado vectorial casi-hermitico, valida para cualquier
fibrado vectorial II: D — Z cuya base Z sea variedad de Banach equipada con un di-
feomorfismo involutivo. Por razones de espacio no debo entrar en ella y me limitaré a

exponer unos cuantos hechos en el caso de fibrados homogéneos.

Sean G4, Gp grupos involutivos, y 7;: G; — B(H,) *-representacién continua en
norma (J € {4, B}) tal que m4 |¢,= 7mp. En esta situacién puede dotarse al fibrado
II%: D := Gy Xapas He — Ga/Gp de una estructura casi-hermitica, y la familia de

aplicaciones
KC(s,t)n = [(u, Pap(ma(u")ma(v) f))]

para s,t € G4/Gp, s = uGp, t = vGp, yn = [(v, f)] € D; C D, constituye un (—x)-
niicleo reproductivo sobre 1% [BG1, secciéon 4]. El ntcleo se llama reproductivo porque
genera un espacio de Hilbert H¥ de secciones de I1. Si G 4, G son grupos complejos y

74 holomorfa, el fibrado IT¢ es holomorfo, casi-hermitico, y tenemos el
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Teorema 2.4.2 (|[BG1|). Toda *-representacion holomorfa wa: Ga — B(Ha), como an-
tes, admite realizacion como multiplicacion sobre espacios de secciones holomorfas de un
fibrado. Ademds, existe una inyeccion real-analitica y U s-equivariante del fibrado vectorial
real Uy Xuynp Hp — Ua/Up en el fibrado complejo Ga XGprp He — Ga/Gp, en donde
Ujy:={a€Gy:a*=a} para J € {A, B}.

Como corolario obtenemos una extension directa de [BR, Th. 5.4] a representaciones
de Stinespring que son dilataciones de aplicaciones completamente positivas, de las que los
estados son caso particular. Este hecho es de relieve pues revela propiedades geométrico-
diferenciales, inesperadas en principio, de las aplicaciones completamente positivas y la

teorfa de dilatacion de Stinespring. Véase [BG1, Sec. 6] para definiciones y resultados.

Otro ejemplo de mucho interés en el presente contexto es el del fibrado tautologico
universal Ily; de un espacio de Hilbert complejo H, cuyo espacio base es la wvariedad
grasmaniana Gr(H) de los subespacios lineales cerrados de H. La restriccion de Iy a
cada componente conexa de Gr(H) es un fibrado homogéneo hermitico y holomorfo con

nicleo reproductivo, y posee una rica estructura diferencial [BG2,BG4].

e Conexiones en fibrados homogéneos. Derivada covariante y curvatura

Dado II fibrado vectorial hermitico con nticleo reproductivo K se muestra en [BG3]|
que existe un morfismo Ok : II — Iy, “de clasificacion”. Para niicleos K que llamamos
admisibles —abundan en la practica— las propiedades geométricas de Iy, se traspasan a
IT mediante operaciones “pullback” guiadas por O y asi el fibrado II resulta dotado de
conexion, derivada covariante, forma de curvatura, etc. Este hecho podria ser de utilidad en
la clasificacion de los ntcleos reproductivos (dificil problema, en general), en un programa
que, desde sus inicios, se esté llevando a cabo con D. Beltita y aparece en [BG3|, [BG4] y

[BG5|. El trabajo [BG6| contiene un resumen y motivaciones.

En el caso de fibrados homogéneos I1¢, la conexién sobre el fibrado obtenida mediante

“pullback” desde Il toma la forma

Or: [((9, X), (f, )] = [((9,0), (f, Pas(dp(X) f) + h))],

sig€eGa, X €gay f,h € Hp, y la derivada covariante V asociada a @, es

(Vzo)([(u, X)) = [(u, dd(u, X) + Pap(dma(X)o(u)))],

para cada vector tangente [(u,X)] € T(Ga/Gp), en donde: (a) o es una seccion del
fibrado I1% con o(uGp) = [(u,¢(u))], u € Ga, y ¢: G4 — Hp de clase C* tal que
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dluw) = ma(w)'P(u) Yu € Ga,w € Gp; (b) 7 es seccion diferenciable del fibrado
tautologico de H 4 tal que o(ma(u)Hp) := (ma(u)Hp, Ta(u)d(u)), u € G4 |BGA4].

En [BG5| se estudia la compatibilidad de las derivadas covariantes definidas por nu-
cleos reproductivos con estructuras holomorfas y hermiticas en un fibrado, asi como la

posibilidad de curvatura positiva en el sentido de Griffiths.
e Representaciones, promediabilidad y geometria

Los fibrados a considerar en esta seccién son principales, y se presentan asociados a

espacios de representaciones vistos como variedades de Banach-Lie.

e Caracterizacion de la promediabilidad

Sea 2 una C*-algebra. El siguiente resultado es realmente notable. Diremos que S ()

es una x-Orbita si contiene una x-representacion. Si 2l es promediable esto siempre ocurre.

Teorema 2.4.3 (|[ACS|). Una C*-dlgebra A es nuclear (esto es, promediable) si y sola-
mente si toda x-orbita S(p) es un espacio homogéneo de Banach holomorfo, subvariedad

de LA, B(H)), y el fibrado Tg posee conexion principal, para todo espacio de Hilbert H.

La demostracion original del teorema pasa por construir una (forma de) conexion a
partir de una media sobre el grupo de unitarios del bidual 21", visto éste como algebra
de von Neumann (inyectiva). La conexion en Tg puede construirse directamente sin pasar
por 2”: Dada una diagonal virtual M para el algebra nuclear 2( definimos &,(b)(b,) :=
M (a®a" — (p(a)pp(d),by)), con b e B, a,a" €A, b, € B,. El operador £,: B — B es
una esperanza condicional tal que £,(B) = ()" := {b € B | bp(a) = ¢(a)b, (a € A)}.
Ya con £, a mano se obtienen secciones locales, mostrando pues que Tg y Tg son fibrados
de Banach principales sobre los espacios homogéneos de Banach, holomorfo el &(¢) y real-
analitico el U(p). Todavia mas, la esperanza &, genera la conexién buscada, de vectores
verticales g Im&, y horizontales g ker &, (g € Ge_()). De forma semejante, la restriccion

de &, a {b € B :b* = —b} da lugar a una conexion en el fibrado 7.

Los hechos precedentes, incluido el teorema, tienen sus correspondientes analogos para
algebras de von Neumann M inyectivas (propiedad equivalente a la promediabilidad en

el sentido de Connes) y representaciones de M ultradébilmente continuas [ACS, CoG|.

Las ideas anteriores se aplican a representaciones de grupos. Sea & grupo localmente
compacto. Cada orbita en Rep(®, GL(H)) es una x-6rbita si el grupo & es promedia-

ble |Gre|. Del Teorema 2.4.3 se obtiene de manera inmediata que el algebra C*(®) es
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nuclear si y solamente si cada *-6rbita en Rep(®, GL(H)) es un espacio homogéneo de
Banach holomorfo, tal que el fibrado GL(H) — &(7) est4 dotado de una conexion prin-
cipal [ACS].

Por otra parte es bien sabido que & promediable implica C*(®) nuclear pero que
C*(®) puede ser nuclear sin que & sea promediable (v. g. & = SL(2,R)). Es pues na-
tural tratar de caracterizar la promediabilidad de & mediante la geometria del fibrado
principal GL(#H) — &(m). Al respecto, se puede abordar el estudio geométrico del espa-
cio Rep(®, GL(H)) directamente sobre &, en lugar de a través de C*(®), recurriendo al

adlgebra de grupo L'(®), ya que se verifica el isomorfismo topologico

Rep(®, GL(H)) = Hom(L' (&), L(H)).

Si & es promediable, fijando una media m invariante a izquierda en L>(®), el operador

&y B(H) — B(H) dado, para T € B(H), x,y € H, por
(E(T)x,y) :==m (s = (m(s)Tm(s) 'z, y))

es una proyeccion de norma uno tal que Im &, = 7(®), y da lugar a una conexion
sobre el fibrado principal 7, : GL(H) — &(7). De hecho, en un grupo promediable
se puede tomar una media m que sea, a la vez, invariante a izquierda y a derecha, y
entonces, la conexion &, asociada satisface adicionalmente &, (w(t)Tm(t71)) = E,(T), o
equivalentemente &, (m(t)T) = E,(T'n(t)), ¥Vt € B,VT € B(H). En otras palabras, la
estructura reductiva definida por el subespacio de vectores horizontales H, := ker &; en

S() satisface [7(®), H;| C H,, estructura reductiva que llamaremos m-invariante.

Teorema 2.4.4 (|CoG|). Sea & grupo localmente compacto. Son equivalentes:

(i) & es promediable

(ii) Para todo espacio de Hilbert H y toda representacion m de & en H, la orbita S(r) es

un espacio homogéneo de Banach, holomorfo, con estructura reductiva w-invariante.

En [CoG] hay algin resultado més de caracterizacion de grupos promediables dentro
de familias de grupos mayores que la clase de los promediables. En cuanto a algebras de
Banach generales, se demuestra en [CoG]| la existencia de conexiones en los fibrados sobre
las orbitas, etc., andlogamente a como se ha indicado en el caso de C*-algebras. Queda
por plantear la posible caracterizacion geométrica de la promediabilidad de un algebra
de Banach. La w-invariacion de conexiones funciona bien en el caso de grupos, como

hemos visto, y por otra parte es posible obtener m-invariaciéon para algebras de Banach:
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[7(A), H;] C H, |[CoGJ; por ejemplo, cuando el algebra es simétricamente promediable
[CoG]. La cuestion es si la m-invariacion de conexiones caracteriza las algebras de Banach

simétricamente promediables.

e Complezificacion de orbitas

Los fibrados Tg , Tg son casos particulares de la teoria vista en secciones previas, de

donde se deduce que la 6rbita de semejanza S(p) es complexificacion de la unitaria $(ep).

Para X € p, := ker E, Nuy, sea [X] la clase de equivalencia de X bajo la accion

adjunta de Up sobre py.
Teorema 2.4.5 ([BG1]). Sea A una C*-dlgebra nuclear y B dlgebra de von Neumann.

(a) Cada componente conexa de Hom (2L, B) es una drbita de semejanza S(p), para algin

¢ € Hom, (2A,B). Ademds, cada drbita &(p) es la union disjunta

Slp)= |J uerpe ™)

[X]epy/Up
siendo U(e*X pe™X) conexo, para todo [X] € p,/Up.

(b) La drbita de semejanza &(p) es una complezificacion de la drbita unitaria $(p) con

respecto al difeomorfismo involutivo

ue™ pe” ¥ ut i ue T M pe*uTl (u € Uy).

(¢) La aplicacion ue™ pe= X u=t s upu=, &(p) — U(p) es una retraccion continua que

define un fibrado vectorial difeomorfo al fibrado tangente Ug Xy, p, — U(p) de U(p).

Creo que es llegado el momento de finalizar. Gracias por su atencion.
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