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Excmo. Sr. Presidente
Excmos. e Ilmos. Sres: Académicos
Senoras y Senores

Quisiera comenzar mi intervencién en este acto expresando mi més pro-
fundo agradecimiento a los miembros de esta Academia y de un modo espe-
cial a aquellos que promovieron mi eleccién, poniendo de manifiesto la gran
satisfaccién que he sentido al verme honrado con vuestra confianza.

Por otro lado y continuando con el capitulo de agradecimientos, quiero
recordar en primer lugar a mis Profesores de Matematicas en esta Facultad
(algunos de los cuales pertenecen a esta Academia), cuyo ejemplo y dedi-
cacion fueron el estimulo mas decisivo para mi vocaciéon matematica. En
particular, a mi maestro el Prof. D. Rafael Cid, el cual, al finalizar mis estu-
dios de licenciatura, me inici6 en la investigacién en el campo de la Mecénica
Celeste dirigiendo mi tesis doctoral y guiando mis primeros trabajos en este
tema y posteriormente durante toda mi vida profesional proporcionandome
valiosos consejos y sugerencias.

Seguidamente quiero agradecer a mi amigo y compafiero Mariano Gasca
no soélo el que haya aceptado apadrinar mi ingreso en esta Academia, sino
también su apoyo personal y profesional durante mas de dos décadas. Acaso
valga la pena recordar que Mariano fué el primer Catedrédtico de Anadlisis
Numérico de nuestro pais y que alld por los afios setenta, durante su estancia
en Bilbao, ya entré en contacto con él para recabar sus orientaciones en dis-
tintos problemas de Andlisis Numérico y que desde entonces nuestra amistad
y colaboraciéon ha continuado ininterrumpidamente hasta este momento.

Asimismo he de reconocer que en mi quehacer investigador he sido una
persona especialmente afortunada ya que durante toda mi carrera en las
Universidades de La Laguna y Zaragoza he contado con unos colaboradores
excepcionales: J.I. Montijano, S. Gonzélez, T. Grande, L. Rdndez, y un largo
cte. han sido y son el principal estimulo de mi actividad investigadora.

También quiero hacer patente un especial agradecimiento a mi entorno
familiar por el constante apoyo y la comprensién que me han dispensado a
lo largo de estos anos, en particular a Maite, a Pilar y a Belen.

La admisién en la Academia de Ciencias de Zaragoza representa en mi
caso un inmerecido honor y he de reconocer que la redaccién de este discurso




ha sido debida principalmente a D. Nécere Hayek y a D. Horacio Marco,
Presidentes de las Academias de Tenerife y Zaragoza respectivamente, que
en los tdltimos meses han sido los catalizadores que me han animado a su
conclusién definitiva.

Asimismo, me siento orgulloso de ocupar en esta Academia el lugar que
ocupé D. Teodoro Rios Balaguer, prestigioso arquitecto zaragozano que no
solamente es conocido por las obras de consolidacién que dirigié en la Basilica
del Pilar, sino por cl disefio y la restauracién de muchos otros edificios en
nuestra ciudad y fuera de ella. Sirvan de ejemplo los colegios del Sagrado
Corazén, Escolapias y Teresianas de Zaragoza, asi como la Residencia Uni-
versitaria de Jaca y las restauraciones de la Catedral de Tudela y la Iglesia
de Santa Maria la Real de Sangiiesa.

En cuanto al tema sobre el que voy a hablaros lo he elegido porque con-
fluyen en él varias razones: Acaba de cumplirse un siglo de la introduccién
por parte de Runge [19] de los métodos de Runge-Kutta los cuales, debido
a su sencillez y eficiencia, han jugado un papel fundamental en la resolucién
numérica de ecuaciones diferenciales. Puede decirse sin temor a equivocarse
que en, cualquier curso elemental de Calculo Numérico que incluya ecua-
ciones diferenciales, aparece inevitablemente un célebre método de cuarto
orden debido a Kutta, que se suele llamar “el método de Runge-Kutta”. Por
otro lado, a pesar de ser un tema clésico en el que desde hace anos todo
parecia estar descubierto, las investigaciones han continuado y continuan en
la actualidad no sélo con el descubrimiento de nuevas férmulas con mejores
propiedades de aproximacién y estabilidad que permiten mejorar el software
existente, sino también con el disefio de métodos Runge-Kutta especiales,
adaptados a tipos particulares de problemas diferenciales, como pueden ser
los asociados a flujos ortogonales, hamiltonianos etc. Asimismo me propor-
ciona la oportunidad de referirme a algunas investigaciones llevadas a cabo
junto a algunos de mis colaboradores en los 1ltimos anos.

Finalmente, unos breves comentarios sobre la presentaciéon del tema.
Cualquicr problema de matemadtica aplicada, y en particular la resolucion
numérica de sistemas diferenciales, es susceptible de distintos enfoques segin
el punto de vista que se adopte. Asi, para los cientificos e ingenieros un
integrador numérico es una herramienta que le ayuda a analizar e interpre-
tar el comportamiento de sus problemas. En consecuencia no suelen dedicar
su tiempo a analizar los detalles matematicos del integrador y lo consideran




mas bien como una receta que hay que usar adecuadamente, ayudindose
de ciertas dosis de intuicién numérica. Otro punto de vista diferente es el
de las personas relacionadas con las ciencias de la computacién. Para ellos
los aspectos algoritmicos o los relacionados con la arquitectura de los or-
denadores son los mds importantes. Por 1ltimo, para los matematicos, los
integradores de sistemas diferenciales constituyen un elemento mas dentro de
su mundo matematico, cuyas propiedades hay que estudiar usando no sélo
las herramientas tedricas adecuadas de Andlisis, Algebra, Geometria, etc.,
sino también la experimentacién numérica. En mi caso, he de confesar que
por mi formacién y dedicacién durante los dltimos afios mi punto de vista
estd proximo a esta dltima linea. Sin embargo, puesto que buena parte de
la audiencia no es exclusivamente matematica, he renunciado a dar una pre-
sentacion rigurosa y he preferido hacer uso de la intuicién siempre que ha
sido posible.

1 Breves comentarios histéricos sobre las ecua-
ciones diferenciales

Como es bien conocido, la aparicién de las ecuaciones diferenciales esté
histéricamente ligada a la del cdlculo diferencial y suele asociarse a los nom-
bres de Newton y Leibniz. Recordemos al respecto que Newton (1642-1727)
en su tratado sobre el calculo diferencial de 1671 !, ya considera varios ejem-
plos de ecuaciones de primer orden. En particular, en (Problema II, Solutio
Casus II, Ex. 1) considera el problema de valor inicial de primer orden con-
sistente en calcular una funcién y(z) tal que

yY=1-3z+y+2°+zy, y(0) = 0,

y lo resuelve por desarrollo en serie usando un procedimiento iterativo, es
decir dada una aproximacién de Taylor y,(z) a la solucién buscada, sustituye
ésta en el segundo miembro de la ecuacién diferencial e integra el polinomio
resultante para obtener una nueva aproximacién mejorada de la anterior. De
esta manera, tras aplicar dos veces el proceso partiendo de y,(z) = 0, llega

'Methodus Fluxiorum et Serierum Infinitarum, edit. Londini, 1736




a obtener la siguiente aproximacion de orden seis

'U:I—a::c+—1~:c3—l:;c4 1:1:
S 3 6 30 45

Sin embargo, los estudios més relevantes de Newton en relacién con las
ecuaciones diferenciales se encuentran en sus “Principia Mathematica”, pu-
blicados en 1687 y que fueron elaborados, al parecer, una veintena de afios
antes. En estos estudios, Newton introdujo el modelo gravitatorio basado
en la fuerza inversamente proporcional al cuadrado de la distancia para des-
cribir el movimiento de los planetas del sistema solar, y por tanto planteo
las ecuaciones diferenciales que han servido de base para todos los estudios
posteriores de Mecdnica Celeste.

Por lo que respecta a Leibniz (1646-1716), su relacién con las ecuaciones
diferenciales y en general con el cdlculo diferencial suele datarse unos anos
mas tarde que en el caso de Newton. Mas concretamente, tras su estancia en
Paris (1672-1676), entr en contacto con las ideas del pre-calculo de Cavalieri,
Pascal, Fermat, etc. y a raiz de esa época se produjeron sus contribuciones
mas decisivas en el ambito matemadtico. Asi, hacia 1676, ya envio una carta a
Huygens 2 en la que aparecen las ecuaciones diferenciales obtenidas al resolver
el problema geométrico de las tangentes inversas.

Cormo es bien sabido la controversia dialéctica entre Newton y Leibniz fué
muy intensa en su época, ya que el primero acuso reiteradamente al segundo
de plagiar sus descubrimientos, aunque en realidad parece que Leibniz de-
sarrollo independientemente sus ideas, si bien en ciertos aspectos del calculo
diferencial las ideas de ambos tuvieron puntos en comun.

En mi apreciacién personal, la figura de Leibniz ha quedado a menudo
oscurecida por la brillantez de la de Newton, pero creo que la originalidad
de sus soluciones y la visién futurista dada por Leibniz a muchos problemas
justificarfan un mejor conocimiento de su obra, particularmente en el ambito
de la mateméatica constructivista, y por ello voy a permirme dedicarle una
breve referencia.

Gottiried Wilhelm Leibniz nacié en Leipzig en 1646 cn ¢l scno de una
familia académica y ya desde nifio fué¢ un dvido devorador de libros de las

2Methodus, qua innumerarum linearum construction ex data ... Letter to Huygens, in:
C.I. Gerdhardt, Leibnitzens math. Schriften, 1850, Band II, pp. 116-121
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mas variadas disciplinas. Todos sus bidgrafos reconocen su gran memoria v
su capacidad de trabajo. Estuvo en la Universidad de Leipzig entre los 14 v
22 atios, presentando a dicha edad su doctorado en Jurisprudencia titulado
“Sobre casos dificiles en Leyes” en el cual proponia definir todos los conceptos
legales cn funcidén de un minimo numero de conceptos bdsicos v deducir
asimismo las leyes de estos. Poco tiempo después, presentd una disertacion
en Filosofia titulada “El arte de las Combinaciones”, en la que presenta una
especie de lenguaje universal que puede considerase en clerto modo como
precursor del dlgebra de Boole, ya que asocia a cada concepto primitivo un
ntnlero primo y posteriormente los conceptos compuestos iran asociados a
la factorizacion correspondiente {p.e. si hombre « 3 y racional « 7, hombre
racional « 21), no obstante resultaba imposible trasladar a cste lenguaje
todas las reglas usuales del conocimiento.

Ademas de las contribuciones anteriores, Leibniz fué autor de cartas v
publicaciones de la temaética mas diversa, acaso valga la pena recordar que
incluso se conserva una carta en la que hace una propuesta dirigida a catdlicos
v profestantes para que armonizando sus puntos de vista se creasen los “Ts-
tados Unidos de Europa”. Sin embargo, es en el ambito matemdtico donde
sus idcas han tenido mayor relevancia, asi los analistas lo recuerdan por sor
el introdnctor en el calculo diferencial de notaciones que han llegado hasta
nuestros dias ( “Utile erit scribit [ pro omnia” 1675) vy los analistas numéricos
por su visiou constructivista que le Hevd a disenar maquinas de cdleulo. v
vaticinar que el sistema binario era el mas adecuado para ¢l calculo aritmé-
tico, proponiendo un convertidor de sistema decimal a binario. Estas consi-
deraciones nos muestran que las visiones futuristas de Leibniz han resultado
plenamente confirmadas en la actualidad.

Enfin, tras tres siglos de andadura, las ecuaciones diferenciales han resul-
tado ser por un lado una fuente inagotable de problemas en ¢l campo de la
matematica pura y por otro una herramienta indispensable para modelizar
los mas variados fendmenos de la ciencia y la téenica. Recordemos al respoc-
to que, la mayor parte de los problemas fisicos se describen mediaute ciertas
variables de estado, que dependen (o pueden depender) de las coordenadas
cspaciales y del tiempo y la modclizacion del problema consiste en proponer
unas reglas de variacién de las variables de estado mediante un conjunto de
ccuaciones diferenciales. Esta sityacion implica que las ecuaciones diferen-
ciales hayan resultado ser un punto de encuentro de casi todas las ramas de
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la matematica pura con las ciencias aplicadas, de tal manera que, ecuaciones
particulares que han aparecido en el estudio de algunos modelos précticos,
han dado la pauta para el desarrollo de teorias con los mas sofisticados re-
cursos matematicos.

Seria inacabable hacer aqui una enumeracién somera de importantes
matematicos cuyas contribuciones han estado ligadas al desarrollo de las
ecuaciones diferenciales y por tanto renunciaremos a dicho empeno. Sin em-
bargo insistiremos en que en los wltimos afios muchos problemas planteados
en el 4mbito de ecuaciones diferenciales siguen siendo fuente de inspiracion de
nuevas teorias matematicas. Podemos recordar al respecto el famoso mode-
Jo de Lorenz [16], propuesto por este autor en 1979 a raiz de sus estudios
numéricos de prediccién meteorologica que, a pesar de su aparente simplici-
dad, llevé a la introduccién de los llamados atractores extranos, posterior-
mente relacionados con las bifurcaciones y las cascadas de Feigenbaum.

Los estudios de ecuaciones diferenciales, debido a su amplitud y a su
variedad temaética, se suelen clasificar en ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDQs) y ecuaciones en derivadas parciales (EDPs). Mientras que en las
primeras las funciones incégnitas dependen de una sola variable independicn-
te, en las segundas depende de varias variables. Las ecuaciones de Maxwell,
Navier-Stokes, etc., son cjemplos de estas tltimas. Si bien hay aspectos
comunes a la resolucién numérica de ambos tipos de ecuaciones, en general
la metodologia es diferente y nosotros nos referiremos en los sucesivo a las

EDOs.

2  Los métodos Runge—Kutta explicitos

Como vya se ha comentado anteriormente, en el estudio de las ecuacioncs
diferenciales, la herramienta numérica ha jugado siempre un papel impor-
tante, debido a que la mayor parte de las ecuaciones que aparecen en los
problemas préacticos no se pueden resolver exactamente y por tanto hay que
recurrir a algin tipo de aproximacién para tener idea del comportamiento
de sus soluciones. Sin cmbargo, durante el siglo pasado y buena parte de
éste, la impotencia de los medios de calculo fué una barrera decisiva para la
utilizacion de muchos métodos numéricos. Esta situacion empleza a cambiar
a partir de los afios cuarenta—cincucnta con la aparicion de los ordenadores
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electrénicos y se ha acelerado especialmente durante los Gltimos veinte anos
con la disponibilidad de ordenadores personales que poseen una clevada ve-
locidad de calculo y una gran capacidad de almacenamiento de datos. Estas
posibilidades han tenido un doble efecto en la matemética numérica: por una
parte ha sido posible abordar la resolucién efectiva de problemas que debido
a su complejidad hablan quedado anteriormente fuera de toda consideracion
y por otra parte, ha sido necesario desarrollar el software nccesario para hacer
frente a estos problemas con la maxima eficiencia posible.

Los cédigos usuales para la resolucidén numérica de problemas de valor
inicial en EDOs presuponen que el sistema a integrar estd escrito en la forma
normal, es decir, como sistema explicito de m ecuaciones diferenciales de
primer orden

y =fty), ylto) =yo € R™, (1)

y calculan sucesivamente aproximaciones a la solucién exacta y = y(¢), en un
conjunto de puntos ty < t; < ... del intervalo de integracién yg,v1,¥ya, . . ..

La resolucién numérica procede inicialmente en ¢l modo paso a paso,
es decir, supuesto que conocemos una aproximacion y, a la solucién en el
punto f£,, el método numérico nos proporciona una nueva aproximacion y,.,
en el punto £,.,. Més adelante veremos quec también se puede aproximar la
solucion entre pares de puntos consecutivos.

En cste contexto los métodos se suelen clasificar en dos grandes familias:
los llamados métodos de un paso y los métodos multipaso. En los primeros
se usa cxclusivamente la informacién de la solucién en un punto para obtener
una aproximacion de la solucién en el punto siguiente. En los segundos se
emplea la informacién calculada en varios puntos previos para avanzar la
integracién al punto siguiente. Hay que notar que desde el siglo pasado
ha existido una dialéctica permanente entre las ventajas e inconvenientes
de los métodos multipasc frente a los métodos de un paso. Por un lado se
argumenta que en los métodos multipaso el emplear la informacién disponible
de varios puntos previos -sin costo adicional- para mcjorar la aproximacion
futura les proporciona una clara ventaja respecto a los de un paso. Por
otro lado se afirma que los métodos de un paso refiejan mas fielmente ¢l
caracter instantaneo del flujo de un sistema diferencial de primer orden, ya
que el comportamiento depende exclusivamente del estado inicial. Ademds
los métodos de un paso son més facilmente implementables que los multipaso.
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Los métodos lineales multipaso ticnen una larga tradicién en la resolucion
mnnérica de ODEs v estan ligados histéricamente a los nombres de Adams
y Bashforth (1883) v Moulton {192G), que propusieron varias familias de
métados que llevan su nombre y se siguen empleando cn codigos actuales.
Asimismo, tras las importantes contribucioncs de Dahlquist a partir de los
afios sesenta |9 recopiladas posteriormente en los cldsicos libros de Henrici
(15) v Grigorieft [12], existc una completa teoria que analiza cl compor-
tamiento de dichos métodos con paso fijo e incluso bastantes aspectos del
paso variable. Hacla los afios ochenta, cn colaboracién con varios colegas de
Departamento se desarrollaron investigaciones sobre estos métodos, pero no
pretendemos aqui comentarlas ya que nos Hevarian fuera del objetivo de esta
conferencla. ‘

En ol marco de los métodos de un paso, ¢l mas sencillo cs el lamado
de Luler explicito o de las tangentes descrito por éste autor en 1708, 5 en

el cnal la solucién numérica avanza de (tn, ¥n) — (tnr1 = ta + I Vi)
mediante la formula: yuq1 = Yo t+ hf(t,.y,). Desde un punto de vista

geométrico, el método avanza la solucién numecrica a lo largo de la tangente
al flujo en el punto considerado. Esta férmula es bien simple de programar
y solo requiere una ovaluacién de la fancién f(f,y) en cada paso, pero sit
principal inconveniente reside en gue para lograr buenas aproximaciones es
necesario tormar pasos b muy pequenos y por tanto la integracion avanza 1mity
lentamente. En efecto, los errores locales, es decir, los introducidos en cada
paso, son del orden de #? por lo que ¢l método es de primer orden.

Una idea que podria utilizarse para mejorar la aproximacion sin perder
el cardcter unipaso podria ser usar la bien conocida formula de Taylor del
calculo infinitesimal, en la cual se aproxima una funcion alrededor de un
punto usando los valores de la funcién v de sus derivadas en el punto consid-
erado. En particular, si se cumplen ciertas condiciones suficientes de deriv-
abilidad para la solucion de (1), podemos aproximar la solucién de la ecuacion
diferencial en tpey = by + h, a partir de los valores iniciales y(t,) = yn. Para
ello necesitamos cvaluar las derivadas y = f{t,y),y =i + f,f ctc., en cl
punto (f,ys). Sin cmbargo, salvo en algunos problemas muy concretos en los
(que es posible caleular facilmente las derivadas sucesivas de y = f, hay que
enirar en manipulaciones de la ecuacién diferencial que son particularmente

S
3 [natitutiones Calouli Integralis, Caput VII pp. 424
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engorrosas en el caso de sistemas diferenciales y la realidad es que el usuario
tipico prefiere evitar coraplicaciones y lo que desca es dar exclusivamente la
ecuacion diferencial + condiciones iniciales v recibir de una manera clara la
informacion numérica o grafica que le interese sobre la solucidn. Por tanto
los métodos basados en la férmula de Taylor no han tenido hasta ¢l mo-
mento -salvo en algunos problemas concretos- demasiada difusion, aunque
las posibilidades de los actuales manipuladores algebraicos les abren nuevas
perspectivas futuras al menos para tipos particulares de sistemas diferen-
clales.

Otra alternativa para obtener métodos de un paso con orden rmayor que
uno, propuesta hace aproximadamente un siglo por Runge [19], consiste cn
utilizar reevaluaciones sucesivas de la funcién f{r,y¥) en puntos adecnados.
por ejemplo, éste autor observd que si formamos sucesivamente las evalia-
ciones de funeion:

B1 = f(tmyn)z g2 = f(tn + ]L,\YH + (h/Q) g])w

la formula y,+1 = yn + hge, va ticne orden dos, es decir que los erroves
locales son proporcionales a h*. Por tanto, usando la idea de Runge. con
dos evaluaciones de funcién por paso, s pueden deducir férmulas de segundo
orden.

Otras férmulas de mayor orden fueron propuestas también por Runge en
su trabajo de 1895 y por Heun y Kutta en trabajos posteriores. En particular
esta la bien conocida

Yot = ¥n + (h/b> (gl + 282 + Q'g.‘i + g/i)u

donde
g, = f(in, Yn):
g2 = . +h/2,y,+(1/2) (1)),
g3 = fltn +h/2y0 + (1/2) (g2)),
gr= f{tn +h,y,+hgs)

que es de cuarto orden y que se conoce a menudo como “la férmula de Runge-
Kutta”. De ella va dijo Runge enl1905: “Von den neucren Vertahren halte
ich das tolgende von Herrn Kutta angegebene fiir das beste” v parece que
tenfa razédn, ya que por su simplicidad, su facilidad de programacion v los
satistactorios resultados numeéricos que proporciona, ha sido y es ampliamente
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usada estando incluida en la actualidad en muchos manipuladores algebraicos
( MAPLE, MATLAB, Mathematica, etc ).

Desde un punto dc vista algo mas general un método de Runge-Kutta
explicito es un método de un paso que avanza la solucién desde (t,,y.) &
(thi1 = tn + 1, Yns1), usando una formula del tipo

Va1l = ¥n T hlbrgr + ... + begsl, (2)
donde las llamadas etapas g1, . - ., gs se calculan sucesivamente desde las ecua-
clones

g1 = f(tn,¥n),
go = f(tn + coh,yn + hazg),
gy = f(t, +csh,yn + hanig + hasegs), (3)

gs = f(t‘n + CnhaYn + haslgl + .0+ has,s—lgs—1)~

El nimero s de evaluaciones de funcién en el algoritmo anterior se HNama
“nimero de etapas” y frecuentemente es considerado como una medida del
costo computacional de la férmula considerada. Los parametros reales b; y
a;; se llaman respectivamente pesos externos y pesos internos de la formula
ylosec =ap+ ...+ Gt

Tras la introduccién de los primeros métodos RK hacia finales del siglo
pasado por Runge y las posteriores contribuciones de Kutta y Heun a comien-
zos del siglo actual, el desarrollo de nuevos métodos queda practicamente
paralizado. Hay que notar que, con los medios de calculo existentes en la
primera mitad del siglo, las férmulas de cuarto orden implementadas con
paso fijo eran la base de los métodos de méxima precision. Sin embargo
a medida que los cientificos e ingenieros van disponiendo de ordenadores
clectrénicos se lanzan a realizar experimentos numeéricos mas complejos y se
observa que es necesario disponer de integradores mas potentes que los ex-
istentes. Mostraremos esta situacién con un cjemplo sencillo: Se trata del
modelo que describe el movimiento de un vehiculo espacial en el campo grav-
itatorio creado por la Tierra y la Luna, que en Mecanica Celeste se llama
problema restrigido de los tres cuerpos. Para simplificar vamos a suponer
que la Luna describe una érbita circular plana alrededor de la Tierra y que
el vehiculo se mueve en el plano Tierra-Luna. Tomando un sistema de co-
ordenadas cartesianas con origen en el c.d.m. de la Tierra y la Luna, de tal
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manera que la Tierra aparezca fija en el punto {—p,0) y la Luna en el punto
(1 —p = /,0) con pp = 0.012277, las coordenadas (z,y} del vehiculo espacial
verifican las ecuaciones

(z+p)  (z—p)

.//I:,. 2/__ ! : _ _ ; H: —2.’1:/_ Ii_ L

donde: A; = J(z+p)?+9y? vy Ay = y/(z —p/)? +y? representan las
distancias del vehiculo espacial a la Tierra y Luna respectivamente.

Es bien conocido desde Poincaré que este sistema posee diferentes familias
de 6rbitas periddicas, pero salvo casos excepcionales no se pueden expresar
explicitamente mediante funciones elementales. En particular para las condi-
ciones iniciales

2(0) = 0.094, '(0)=0, y(0)=0, z(0)=—2.00115851063,

tenemos una orbita (de la llamada familia de Arenstorf [1] ) de periodo
T = 17.0652165601 . ... En la Fig.1 se muestran las graficas de las trayectorias
obtenidas para diferentes métodos: El método de Euler (con paso fijo), el
clasico método RK de cuarto orden (también con paso fijo) y el metodo
DOPRI54 [10] de orden cinco que selecciona automaticamente el paso.

Método: Euler (paso fijo) { RK4 (paso fijo) | DOPRI (paso var)

Numero de Pasos 24.000 6.000 75

Puede observarse que el método de Euler desde el inicio de la integracion,
que estd préximo a una singularidad del sistema diferencial, se pierde com-
pletamente y los resultados numeéricos son totalmente equivocados, el método
RK sigue mds estrechamente a la solucién exacta, pero los errores son también
Inaceptables y finalmente el método DOPRIS4 que es de orden cineo llega al
final del periodo con errores del orden de la milésima.

Este sencillo experimento nos ilustra acerca de las dificultades que pode-
mos encontrar en la integracion numeérica de ecuaciones diferenciales cuando
se usan férmulas con paso fijo y st el orden de la férmula es bajo: Si estamos
recorriendo una parte del intervalo de integracion en el cual la solucion varia
muy rapidamente (es decir hay derivadas grandes) convendrd tomar pasos
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pequenos para que los errores cometidos en cada paso 1o nos invaliden los
resultados que se obterigan en el resto de la integracion. Por el contrario, si
esiamos recorriendo un subintervalo de variacién lenta de la solucion, scra
posible avanzar con pasos més grandes, ya que los errores introducidos seran
menores que el error maximo admisible. Un ejemplo tipico de esta situacion
sc presenta cn la integracién del bien conocido problema de los dos cuerpos
con excentricidades proximas a la unidad, es decir, con drbitas elipticas muy
excéntricas préximas a parabdlicas. De acuerdo con la ley de las dreas en las
proximidades del perigeo, la velocidad es muy grande y por tanto los pasos
deben ser pequetios v todo lo contrario ocurre en el apogeo.

3  Métodos Runge-Kutta adaptativos

Hacia ¢l comienzo de los anos sesenta. s¢ [ué haclendo patente que un in-
tegrador numérico de uso general no podia consistir exclusivamente en una
formula (incluso de alta precision) que se aplica reiteradamente con un paso
fijo b v nos va caleulando sucesivamente aproximaciones a la solucion de la
ecnacion diferencial dada en los puntos de una red uniforme del intervalo de
ntegracidn to, fo + b tg + 2h, ... Experimentos numéricos como el que se
acaba de mostrar nos indican que para obtener resultados fiables es nece-
sario, a veces, tomar pasos de integracién muy pequenos y csto conlleva dos
dificultades: por una parte el proceso es muy lento y por otra los errores
de redondeo —inevitables en todo caleulo numérico- pueden contaminar cl
resultado de tal forma que éste resulte totalmente invdlido. En resumen,
un integrador numérico que avanza la integracion con “velocidad” constante
pucde no ser fiable para algunos problemas y serfa mds logico que la velocidad
de avance de la solucidn se fuera adaptando autométicamente a la naturaleza
de ésta, de tal manera que si en una parte del intervalo de integracion hay
alguna componente que varfa rdpidamente los pasos sean pequenos y por
ol contrario si la solucién varfa lentamente los pasos scan largos. De esta
manera surgieron los llamados métodos adaptativos en los que, ademas de
una férmula de avance de la solucion, se debe incluir un algoritmo de se-
leccion del paso. Respecto a este dltimo aspecto una posibilidad evidente
es dejar dicha seleccién en manos del usuario para que la lleve a cabo te-
niendo en cuenta su conocimiento de la solucidn, sin embargo en la mayor
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parte de los casos el usuario no tiene la informacién necesaria para ello y
ademads en general prefiere no ocuparse de este aspecto que le supone tener
que intervenir en el programa de ordenador, por tanto de acuerdo con los re-
querimientos practicos, la investigacion se orientd a buscar mecanismos que
seleccionen automaticamente el paso vy que sean asimismo fiables. Diversos
estudios tedricos muestran que la selecccidén automatica del paso se puede
basar en diferentes magnitudes, de todas ellas las mas usadas estdn basados
en el error local y en el defecto de la solucién numérica. En el contexto de
los métodos numeéricos el error local en un punto (¢,, y,) es el error cometido
al avanzar un paso desde dicho punto y obviamente dicho error depende de
la longitud del paso, por tanto se trata de ajustar dicha longitud, de mancra
que el error se mantenga inferior a una tolerancia de error prefijada por el
usuario. A la vista de esto se trata de idear procedimientos que proporcionern
una buena estimacion del error local v que no requieran un excesivo coste
compttacional.

Los primeros estimadores del error local para métodos adaptativos se
basaron en la vieja idea de extrapolacién propuesta por Richardson [18
en 1927. Puesto que el error local EL = EL(A;t,,y,) al intcgrar con un
método de orden p y paso h desde el punto (¢,,¥y,), es asintéticamente equiv-
alente a C(t,, y.)hP™! con una cierta funcién C, es decir, EL(h;t,,y,) =
Cltn, yn)RPT1 + O(hP*%), se pueden dar dos pasos consecutivos de tamafio
h y simultaneamente uno de paso 2h y, comparando los dos resultados tras
unas sencillas operaciones, estimar asintoticamente el error local para dicho
paso h, EL(h). Este procedimiento es conceptualmente sencillo y ademds la
experiencia le confiere un alto grado de fiabilidad, por lo cual fue muy us-
ado en los primeros métodos adaptativos, en conjuncién con varias férmulas

conocidas de drdenes cuatro y cinco. El principal inconveniente del estimador
de extrapolacién radica en su elevado coste computacional, ya que cada dos
pasos consecutivos hay que dar un paso adicional doble que es ¢l que real-
mente permite estimar cl error local y verificar si éste se mantienc por debajo
de la tolerancia prefijada, lo que supone en principio un cincuenta por ciento
de coste adicional respecto a una integracién a paso fijo. Ademas, si el crror
local es menor que la tolerancia el paso se acepta v la integracién continuara
con un nuevo paso, que dependerd del tamano del error local frente a la tol-
erancia, pero si el error local es mayor que la tolerancia hay que reajustar cl
paso y volver a repetir el proceso con un nucvo paso méds pequeilo, por tanto
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los pasos fallados suponen un notable coste extra. En los primeros codigos,
por razones de sencillez, los aumentos o disminuciones de paso se reducian
exclusivamente a multiplicar o dividir por dos el paso previamente usado ya
que en tal caso para la reduccién se puede usar una parte de la informacion
del paso fallado, pero luego de ha visto que de esta manera se limita notable-
mente la flexibilidad del cddigo y se han propuesto variaciones mas amplias
compatibles con la seguridad del cédigo.

Debido al alto coste computacional del procedimiento de extrapolacién se
abrié paso una nueva idea para dotar a los métodos RK de una estimacion
del error local. La idea, que consiste en usar lo que se llama un par encajado
de férmulas RK, es conceptualmente muy simple, ya que se trata de usar
las mismas evaluaciones de funcion empleadas en un paso g;,1 = 1,2,... s
(3) para calcular dos aproximaciones a la solucién ¥,.,, yn,41 de distintos
6rdenes (generalmente consecutivos} pongamos p y p + 1; en tal caso la
diferencia entre estas dos aproximaciones ¥,4+1 — ¥nt1, €S una estimacion
asintoéticamente correcta del error local de la formula de orden més bajo. Asi
pues, las mismas evaluaciones de funcion g; (que suponen la mayor parte
del costo computacional) se usan simultaneamente para obtener la solucion
numérica y estimar su error. Basdndose en esta idea, varios autores como
Merson (1957), Ceschino (1961), Zonneveld (1963}, propusieron métodos de
cuarto orden con ciertos estimadores del error local, que han sido utilizados
en distintos programas de uso general y se han empleado durante més de dos
décadas. Sin embargo, la obtencién directa de pares de férmulas de mayor
orden presentaba tales dificultades que la hacian practicamente inabordable.

El panorama cmpezd a cambiar tras la aparicion de un memorable trabajo
de Butcher [3] en 1963, que ha supuesto no solamente la mayor contribucién
al estudio tedrico de los métodos RK, sino que tambien ha tenido, como ver-
emos mas adelante, importantes implicaciones préacticas. En dicho trabajo se
introducen unas series formales, posteriormente llamadas por Hairer y Wan-
ner {13] B-series, cuyos términos estdn en correspondencia biunivoca con los
arboles de raiz de la teoria de grafos y por tanto pueden generarse recur-
rentemente, de tal manera que, las soluciones analitica y numérica, pueden
expresarse cn forma de B-series, lo que permite analizar su orden de conver-
gencia y el error local. Del estudio de Butcher (3] se deducen las ecuaciones
independientes que deben satisfacer los coeficientes de una férmula, para que
tenga un orden dado. Estas ecuaciones son no lineales y su niimero para un
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orden dado p es el que se recoge en la siguiente tabla

Orden 1121374516 7| 8 | 9 { 10
Numero Ecuaciones | 1 | 2 |4 [ 8| 17137 85| 200 | 486 | 1205

Tabla 1. Nimero de ecuaciones de condicion para alcanzar un orden dado

Como puede apreciarse el niimero de condiciones crece muy rdpidamentc
con el orden, y asi para obtener un par de férmulas de érdenes 4-5, es nece-
sario manejar 8+17=25 condiciones y elegir los parametros disponibles de
manera que se satisfagan las ecuaciones de condicién. Ademds, como tales
ccuaciones son no lineales y resultan bastante complicadas, podemos hacernos
una idea de las dificultades que se presentan para obtener pares de ordenes
mcedio—altos. No obstante, introduciendo algunas relaciones ¢ntre los coefi-
cientes (llamadas hipétesis simplificadoras), es posible reducir el nimero de
condiciones y hacerlas mas manejables y asi se han propuesto distintos pares,
entre los cuales los més conacidos son los de Fehlberg [11], varias familias de
Verner {23], Dormand & Prince [10], [17] y Calvo, Montijano & Rdndez [5].
Crondlogicamente, los primeros pares fueron debidos a Fehlberg v entre ellos
cabe citar un par 4-5 que, popularizado por Shampine [21], [22], es bien cono-
cido por los usuarios de muchas librerias como integrador para precisiones
medias. Asmismo hay que mencionar que un par de Fehlberg de ordenes 7-8
es bien conocido (particularmente entre los astrénomos) como integrador de
alta precisién. Por otra parte Verner es autor de varias familias de férmulas
de distintos ordenes, que han ido acumulando sucesivamente mejoras a las
férmulas de Fehlberg. Las férmulas de Dormand & Prince [10], [17] se en-
cuentran entre las mas eficientes de la actualidad y buena prueba de ello cs
que sirven como punto de comparacién obligado a la hora cualquier nueva
férmula que se proponga. En particular, el par propuesto por nosotros [5]
en 1990, es una mejora del par 5—4 de Dormand &Prince y en la actualidad
estd en fase de prueba para su incorporacion en la librerfa NAG.

Como se ha comentado anteriormente la teorfa de Butcher no solo fija
las condiciones para que una férmula {o par de férmulas) alcancen un orden
determinado, sino que nos proporciona expresionces del error local en forma de
series asintdticas en potencias del paso de integracion. Asi, para una férmula
de orden p el error local se puede escribir en la forma

EL(h) = 7+ S 0Dy, + O(hP*2) (4)

3
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donde los coeficientes C; dependen solo del método numérico y los Dypyy 5 de
la ecuacion diferencial-considerada y andlogamente para los términos de or-
den p+ 2 v siguientes. De acuerdo con csto, no sélo interesa que una férmula
posea el mayor orden posible, sino también que los coeficientes del crror de los
términos de orden p+ 1 (y si es posible también p +2) sean lo més pequernos
posible. En tal caso es claro que la minimizacién debe trasladarse exclu-
sivamente a los coeficientes C;, que dependen exclusivamente del método
numérico y no de la ecuacién diferencial. Los métodos de Fehiberg, Verner,
Dormand &Prince v los nuestros, todos ellos fueron diseriados teniendo en
cuenta de una u otra forma, no sélo el orden, sino también sus desarrollos
asintoticos del error local de la férmula de avance y del estimador. Natural-
mente este factor afiadido (y otros que no vamos a comentar aquf) suponen
una complicacién adicional para la obtencién de férmulas adaptativas de cal-
idad, pero se ha visto que hay que tenerlas en cuenta para progresar en la
mejora de la calidad de los métodos.

4 Los cédigos Runge—Kutta actuales

Cualquiera que haya pasado por la experiencia de elaborar personalmente en
su ordenador un programa para resolver algtin problema de cdlculo numeé-
rico, sabe muy bien que, aunque el método usado sea el mas idéneo para
la resolucién de su problema, una implementacién deficiente puede arruinar
todas las buenas propiedades del método numérico. [Esta norma general
no es una excepcién en el ambito de la resolucién numérica de ecuaciones
diferenciales y por tanto la produccién de software RK de calidad no se
puede considerar como una mera transcripcién de un método adaptativo,
como los mencionados anteriormente, al lenguaje de mécquina.

Dentro de la gran variedad de cédigos RK que podemos encontrarnos en
la acinalidad, la mayor parte de ellos son realmente cédigos de uso particu-
lar y solamente unos pocos pueden considerarse como c6digos de uso general.
Entendemos por cédigos de uso particular aquellos que han sido producidos
por personas o gripos de trabajo para resolver ciertos problemas diferenciales
que se presentan en su dmbito de trabajo. Naturalmente tales c6digos no sue-
len cstar muy documentados, ya que con frecuencia son usados por la misma
persona que los ha producido y, en cualquier caso, su utilizacién se suele lim-
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itar a un circulo restringido de usuarios con propésitos comunes. Ademas, en
estos cddigos solamente se calculan aquellas magnitudes de la solucién que
interesan a sus usuarios. Por el contrario los cédigos de uso general, puesto
que son de dominio publico, como minimo deben estar bien documentados.
para facilitar su uso y asimismo, deben incluir el mayor numero de opciones
para dar respuesta a la diversidad de problemas de los usuarios.

Aunque existen excelentes cédigos de uso particular elaborados por in-
vestigadores, dentro de sus ambitos de aplicacién, en mi opinién éstos no
son demasiado frecuentes, ya que, a menudo, son producides por no cspe-
clalistas y por tanto no recogen las avances dec la investigacidn existente en
el tema. Asi, es posible encontrar atn cédigos basados en una férmula RK
(tipicamente la de cuarto orden) actuando a paso fijo v sin ningtin control
de error vy estabilidad, con la pretension de que pueda aplicarse a cualquier
problema. Esto es debido a que resulta muy sencillo escribir un programa de
este tipo, pero hay que tener en cuenta que los “numeros” que sc obtengan
para ciertos problemas pueden tener escasa fiabilidad. De acuerdo con estas
consideraciones, pensamos que la mayoria de los cddigos de uso particular
no dan, en general, una visién actualizada de los codigos RK y por eso nos
centraremos en codigos de uso general que estan producidos por especialistas
con amplia experiencia numeérica y que podemos encontrar en librerfas de
uso general.

Existen varias colecciones de codigos RK de uso general para la resolucion
numérica de problemas de valor inicial (no stiff) en EDOs ( una lista de
“netlib” esta disponible cn mail netlib @ornl.gob tecleando send index).
Entre ellas podemos mencionar las siguientes: RKSUITE debida a Brankin,
Gladwell y Shampine [2] y que en sus versiones de F77 y FO0 forma parte de
la libreria NAG. En la libreria IMSL tenemos cl codigo DVERK producido
por Jackson, Hull y Enright y que utiliza un par 5-6 debido a Verner [23].
En MAPLE (versién 5.4) hay varias subrutinas disponibles: La RKF45, re-
comendada para precisién media, esta basada en un par 4-5 de Fehlberg v
fue producida por Shampine hace ya bastantes anos. La DVERKT78 que uti-
liza un par 7-8 de Verner [23] que fue obtenido por este autor para sustituir
al del mismo orden de Fehlberg y eliminar el problema de las cuadraturas cn
la estimacién del error local. IMSL también incluye otros cédigos llamados
“clédsicos” basados en férmulas de orden mas bajo. En MATLAD, dentro
del “ODE SUITE”, tenemos los codigos “ode 25" y “ode4d”, el primero esta
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basado en un par de dérdenes 2-3 debido a Bogacki & Shampine y el se-
gundo en el ya comentado par 4-5 de Dormand & Prince [10]. Puesto que
en MATLAD las posibilidades graficas juegan un papel muy importante, los
codigos estdn provistos de interpolantes que evaluan la solucion en los puntos
necesarios para conseguir gréficas suficientemente lisas.

Con objeto de dar una visién mas cercana de los diversos aspectos que
hay que tener en cucnta para elaborar un cédigo RK de uso general, vamos
a comentar someramente algunos detalles del RKSUITE, producido recien-
temente por Brankin, Gladwell y Shampine [2], que ademés de ser autores
de la méxima solvencia, han aprovechado su experiencia previa en codigos
anteriores.

En primer lugar, esté cédigo implementa tres métodos adaptativos basa-
dos en pares de drdenes 2-3, 4-5 y 7-8; los dos primeros son debidos a
Bogacki & Shampine vy el tltimo es el bien conocido de Prince & Dormand.
Todos ellos actuan como métodos adaptativos con paso variable avanzando
con la solucion de mayor orden y estimando el error local vy controlando los
pasos de integracién, tal como se indicé en el parrafo anterior. El usuario
puede elegir ¢l método que estime méds idéneo de acuerdo con la precisién
(y/o estabilidad) de su problema. El par 7-8 es el mds eficiente y se acon-
seja para alta precision, el par 4-5 para precision media y el par 2-3 para
precisién baja o bien cuando se detectan problemas de estabilidad. Hay que
notar que esta préactica de incluir varios métodos adaptativos de distintos
ordenes en un mismo paquete estd cada vez mas extendida, ya que permite
al usario disponer de una mayor flexibilidad y por tanto adaptarse mejor a
las necesidades de cada problema. Para ayudar a la eleccion de uno u otro
método, la documentacién del cédigo proporciona indicaciones mas precisas
sobre el método a utilizar, de acuerdo con el error que se desee obtener.

El c6digo estd dirigido a obtener aproximaciones a la soluciéon de PVI
para sistemas de N— ecuaciones diferenciales que se suponen dadas en la
forma normal ( 1} en un conjunto de puntos prefijado dentro del intervalo de
integracidon: a <71 <75 > ...7, < b, por tanto debemos pensar que tanto y
como f son vectores de N— componentes.

Hay un primer aspecto importante de todo cddigo numérico, y en partic-
ular de RKSUITE, que consiste en la forma practica de controlar los errores.
Podemos imaginar que puede haber sistemas diferenciales cuyas variables de
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estado, las componentes 3y, ..., yy componentes del vector y en el curso de
la integracion son todas grandes (pongamos del érden 10°%), o acaso todas
pequerias (del orden 107%), o bien estdn mezcladas e incluso pueden variar
bastante su tamano a lo largo de la integracién. Por este motivo el exigir que
el error absoluto de cada una de las componentes se mantenga por debajo
de una cantidad comin a todas (por ejemplo 107%), puede resultar en unos
casos una exigencia inaceptable y en otros carente de sentido. Esto lleva a
la necesidad de introducir un error relativo TOL comuin a todas las compo-
nentes, por tanto, cuando se piensa en exigir una tolerancia TOL = 107¢
debemos entender que éste es el error relativo en cada una de las componentcs
o bien que estas tienen seis cifras significativos exactas. Par otro lado, v para
dar mayor flexibilidad al cédigo, con vistas a controlar individualmente los
errores globales de cada una de las componentes, el cddigo introduce un vec-
tor de crrores absolutos THRES[I],I = 1,...,N. As{ pues, suponiendo
en una integracién numérica definidos TOL y THRES[I,I =1,...,N, la
estimacién del error EST[I] en el paso de (tn,¥n) — (tnt1,¥ns1), exige
que cada una de las componentes de la estimacién del error local satisfaga.:
|ESTU < TOLx (lyall + llyns:)/2 + THRES[I].

Como es habitual en la resolucién numérica de EDOs, los cédigos de RK-
SUITE pueden funcionar en el modo “pasc a paso” o en el modo intervalar.
En el modo paso a paso el codigo avanza la integracién desde el punto ac-
tual ¢, hasta el siguiente de la red t, + h, de acuerdo con su seleccién de
paso compatible con los requerimientos de error. En la modalidad intervalar,
se dan los pasos necesarios para recorrer un intervalo prefijado, tipicamente
[70, Tt1], €8 decir se sale de 7, y se aterriza tras uno o varios pasos en T,;.

Otros aspectos de importancia en los cédigos de paso variable son los
algoritmos de cambio de paso, es decir la previsién del paso siguiente a un
paso aceptado o de reduccidn tras uno fallado y la eleccidn del paso inicial. En
los cddigos considerados se usa como cstimador el llamado error por paso,
es decir, la diferencia entre dos soluciones de ordenes consecutivos, v las
férmulas de cambio de paso son las derivadas del comportamiento asintético
de éste con factores de correccién, para minimizar el nimero de pasos fallados.

Por lo que respecta al paso inicial, siempre existe la posibilidad de que
pueda ser elegido por el usuario, sin embargo, para ello se requiere un cierto
conocimiento del comportamiento de la solucién y tal situacién no siempre
ocurre. En RKSUITE, los autores han conseguido un algoritmo que, tras
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ciertas evaluaciones adicionales, selecciona automdticamente el paso inicial
en la escala del problema y compatible con el error local dado por el usuario,
de tal manera que si el usuario pone el paso inicial nulo el cédigo ya entiende
que debe aplicar el algoritmo para su calculo automatico.

El cédigo incluye la posibilidad de estimar el error global producido
con cualquiera de los tres métodos adaptativos, usando la extrapolacién de
Richardson que se comentard més adelante. Entonces, suponiendo que en la
definicién del problema se ha especificado un cierto error global, en paralelo
con la integracion numérica elegida, se va estimando el error global en cada
uno de los pasos y se retiene en memoria el maximo error global de todos los
pasos, asi como ¢l del ultimo paso realizado. También RKSUITE dispone de
una subrutina de interpolacién que perimte usar esta facilidad en los pares
de érdenes 2-3 y 4-5, para todas o parte de las componentes de la solucién
numeérica.

No vamos a entrar en detalles de programacion, solamente mencionar que
hay una seric de médulos, por ejemplo hay uno de definicién que contiene los
datos del problema numérico que no varfan a lo largo de la integraciéon (la
definicidn de la funcion f de la ecuacién diferencial va aparte). También hay
otro médulo que consiste en la aplicacién de un paso del método adaptativo
v luego estan, ademds del vector de trabajo, otros adicionales como los de
interpolacion o de control del error global.

En el proceso de integracion hay una serie de controles para detectar las
anomalias que se puedan producir y que los autores clasifican en dos tipos:
Los llamados errores fatales que paran totalmente la integracion de tal man-
cra. que para continuar hay que reinicializar toda la integracién. Entre éstos
estan, aparte de los de control de la programacion, los debidos a pasos muy
pequenos, que practicamente paralizan el avance de la integracion y también
si el control del error global ha sido viclado. Hay otro grupo de errores, llama-
dos no fatales, que continuan la integracion, pero advierten de circunstancias
especiales. Entre ellos se encuentran las dificultades de estabilidad (hay una
prucba para estimar si el problema resulta stiff y por tanto el método usado
no cs el més adecuado) y cuando se pide la solucién en muchos puntos y tal
circunstancia deteriora la eficiencia del método adaptativo. En estos casos el
usuario puede consultar STAT para conocer mas detalles sobre las anomalias
detectadas.
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5 Nuevas tendencias en los cédigos Runge—
Kutta generales

En el cdleulo numérico, y en particular en la resolucién numérica de EDQs,
cl desarrollo de nuevos métodos o la mejora de los existentes suele estar mo-
tivado por problemas concretos de interés practico y apoyado por el anélisis
numérico, que es el complemento imprescindible para investigar y analizar
los nuevos métodos y sus propiedades. De acuerdo con esto, las necesidades
de calculo planteadas por los usuarios de EDOs, junto a las investigaciones
realizadas en el tema, determinan las tendencias de los futuros cédigos RK.

Veremos seguidamente algunas de las innovaciones que, en nuestra opinién,
van a introducirse (o0 se han introducido) en las nuevas generaciones de

codigos RK.

En primer lugar se ha producido un importante esfuerzo investigador
para obtener nuevas familias de métodos adaptativos que posean conjunta-
mente las mejores propiedades de aproximacién numérica, estabilidad y coste
computacional, ya que es obvio que cualquier mejora del método adaptativo
usado, implica una mejora del cddigo basado en éste. Por tanto cabe pre-
decir una sustitucién lenta y progresiva de muchas de las férmulas actuales
por otras mas eficaces. De hecho las férmulas de Fehlberg y Verner que han
marcado una generacién de cédigos RK, poco a poco se van sustituyendo por
otras de Dormand & Prince, Bogacki & Shampine etc.

Existe una creciente preocupacion por los aspectos de robustez, fiabilidad
y eficacia de los nucvos eddigos. Esto se detecta en el interés por disenar
algoritmos cada vez mas perfeccionados para la estimacién del paso inicial,
asi como para los cambios y predicciones de paso. Igualmente existen algo-
ritios cada vez més sensibles para detectar circunstancias especiales de la
integracién, como puede ser la stiffness que hace inadecuados a los métodos
RK explicitos

Por otro lado, parece aceptarse en la actualidad que todo integrador
numérico de uso general tenga la posibilidad de proporcionar lo que se llama
“salida densa”, es decir que sea capaz de calcular una solucion continua en la
parte quc interese del intervalo de integracién. Recordemos al respecto que
los métodos adaptativos solamente calculan aproximaciones a la solucion
en los puntos de una red del intevalo de integracién que es generada au-
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tomdticamente por el propio método, a medida que la integracién avanza
y que la distancia entre dos puntos consecutivos de esta red no tiene que
ser necesariamente pequerna, ya que, por razones de eficiencia, la integracién
avanza con los mayores pasos posibles compatibles con la tolerancia prefijada
por el usuario.

La inclusién de la mencionada salida densa en el software de ODEs estd
motivada entre otras por las siguientes razones:

1. Dar una representacién gréfica de la solucidon numérica para lo cual
puede ser necesario calcularla en muchos puntos del intervalo de inte-
gracién.

2. Estimar el defecto de la solucién numérica aproximada y,(¢) respecto de
la ecuacién diferencial 6(t) = y, () — £(ya(t)) que, como han mostrado
algunos investigadores (Enright, Higham, etc ), puede servir para de-
ducir estimaciones de los errores local v global.

3. Localizar singularidades en la solucién de la ecuacién diferencial o en
alguna de sus derivadas.

4. Localizar puntos especiales de soluciones como pueden ser sus cortes
con una hipersuperficie seccién (secciones de Poincaré) para el célculo
de drbitas periddicas.

ot

Integracién numérica de ecuaciones difercnciales con argumentos retar-
dados, p.c. ¥'(t) = f{y(t),y(t — r)), donde r = r(£) > 0 cs cl retardo,
en las cuales para el cdlculo de f hay que evaluar la solucién cn puntos
pasados que no son, necesariamente, puntos previos de la red.

Una posibilidad trivial para que un método RK adaptativo calcule la
solucién en puntos conocidos a priori, es ir modificando adecuadamente los
pasos de integracién para “aterrizar” justamente en dichos puntos, pero como
ya observaron Shampine y otros, esta forma de proceder no sélo hace muy
ineficaz al método, sino que ademds puede introducir errores acumulados
importantes en la integracién numérica. De acuerdo con esto, pronto se
vid claro que lo mas conveniente es dejar que el integrador avance con sus
pasos naturales y recurrir, cuando sea necesario, a algun tipo de interpolacion
entre puntos de la red. Asi, los primeros interpolantes usados eran del tipo
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Hermite o Hermite-Birkhoff socbre dos o mds puntos consecutivos de la red.
Con esta forma de proceder se ve facilmente que, si se quiere que el error
de interpolacion no domine al error propio del método, es necesario, para
métodos de orden > 4, usar mas de dos puntos consecutivos de la red, lo
que hace perder la deseable propiedad uni-—paso del método. Por tanto,
hacia comienzos de los ochenta, algunos autores como Horn y Shampine,
comenzaron a estudiar férmulas adaptativas que tenian la posibilidad de
producir aproximaciones polindmicas continuas entre puntos consecutivos de
la red, sin necesidad de evaluaciones adicionales de funcién, o bien con un
numero minimo de evaluaciones adicionales de la forma

ya(t, +0h) =y, + Z bi(0)g;, g€ [0,1],
=1

donde b;(#) son funciones polindmicas escalares de ¢ que hacen el papel de
los pesos externos de la féormula RK para cada 6 € [0,1]. En particular,
Horn (1983) observé que para un par de Fehlberg de érdenes 4-5 cra posi-
ble construir una extensién continua de orden cuatro y Shampine vié que,
anadiendo una evaluacion adicional al par 54 de Dormand & Prince, era
posible construir una extensién continua de orden cinco. En esta direccién
han apuntado bastantes investigaciones sobre los métodos continuos de la
ultima década: Tomando como base un método adaptativo discreto de efi-
clencia probada, anadir nuevas evaluaciones de funcién en puntos apropiados
para obtener, cuando asi se requiera, una solucién continua entre pares de
puntos consecutivos de la red. Shampine, Dormand & Prince y nosotros
mismos hemos propuesto [6] diversas extensiones del bien conocido par 54
de Dormand & Prince. En particular, tras experimentos numéricos realiza-
dos por distintos autores, nuestra extension es considerada por el momento
como la mejor entre las de la férmula considerada y solamente requiere dos
evaluaciones adicionales de funcién por paso. Para el par 87 de Dormand &
Prince, varias extensiones continuas de orden sicte han sido propuestas con
tres evaluaciones adicionales de funcién.

Por otra parte, otros investigadores como Owren, Zennaro v Verner, han
abordado la construccién de métodos adaptativos continuos desde un punto
de vista global, es decir, determinando simultaneamente el método continuo
v ¢l estimador del error local sobre un conjunto minimo de etapas. En tal
sentido se han dado condiciones algebréicas sobre los coeficientes del método
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que garantizan la existencia de férmulas RK continuas v se ha determinado
(hasta cierto orden) el niimero minimo de etapas necesarias para la compat-
ibilidad de estas ecuaciones. En la tabla siguiente se da el ntimerc minimo
de ctapas necesarias para tener una férmula discreta y continua hasta orden
seis

Orden 11213415 6
RK Discreta | 1121346 7
RK Continua | 1 124 |6 | 8] 11

Tabla 2: Numero minimo de etapas para alcanzar un orden dado

Se observa que la diferencia entre las etapas del caso discreto y continuo
crece muy rapidamente con el orden, lo cual nos lleva a pensar que para
férmulas de orden alto el coste adicional es notable. Ademaés, la construccién
explicita de tales férmulas con error local pequeno, es extremadamente com-
plicada, por lo cual, si bien las ideas de Owren v Zennaro son atractivas,
el problema global es complicado y hasta el momento no se han obtenido
métodos globales con claras ventajas respecto a los anteriores, por consigu-
iente, aun no son de utilidad practica.

Otro aspecto importante en el que se esperan innovaciones importantes
estd basado en el hecho de que todo usuario de software de ODEs, ademas
de una solucién aproximada de su problema cstd interesado en disponer de
la maxima informacién sobre los errores en dicha solucidn. También es claro
que un método numérico no nos puede proporcionar en general el valor exacto
de dicho error, ya que ello implicaria la posibilidad de conocer la solucién
exacta de todo problema diferencial y esto es una utopia inalcanzable. Sin
embargo cualquier informacion sobre el tamafo o comportamiento del error
puede resultar muy valiosa para el usuario. Notemos al respecto que los
métodos adaptativos comentados anteriormente proceden de manera que los
errores locales, es decir, los errores introducidos en cada paso, se mantienen
por debajo de la tolerancia prefijada por el usuario, pero en el curso de la
integracién numérica hay que contar con la propagacién de dichos errores,
que depende de los comportamientos de estabilidad de la propia ecuacién
diferencial v del método numérico, por tanto va se intuye que los estudios
generales en esta direccidn son complicados. No obstante lo anterior, todos
los investigadores reconocen unanimemente que los progresos en éste sentido
son fundamentales para mejorar la seguridad y robustez del software.
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Stetter hace aproximadamente dos décadas introdujo la llamada “pro-
porcionalidad a la tolerancia” como medio de controlar el error global. Un
método numérico posee dicha propiedad si, para cada tolerancia TOL (pequena),
los errores globales conseguidos en la integracién numérica con dicha toleran-
cia en cada punto ¢, de la red son, aproximadamente, de la forma C(t,) TOL,
donde C(¢) es una funcién que puede depender del método usade y también
del problema diferencial integrado, pero es independiente de TOL. Esto im-
plica que, para TOL pequefas, el error global en cada punto es una funcién
aproximadamente lineal de la tolerancia y por tanto, si se hacen dos inte-
graciones con tolerancias distintas, pongamos TOL y TOL/10 los digitos de
la solucién numérica que sean comunes a las dos integraciones pueden con-
siderarse como exactos. Esta practica de hacer dos integraciones con T'OL
distintas y comparar resultados ya habia sido usada empiricamente durante
mucho tiempo, para asegurar los resultados numeéricos cuando no se conoce
muy bien la fiabilidad de éstos y el concepto de proporcionalidad a la toler-
ancia de Stetter le ha dado realmente carta de existencia.

Naturalmente surgié la cuestién de si un método numérico adaptativo
( o su extensién continua), en el que se incluye una técnica de cambio de
paso, es capaz de producir soluciones numéricas con dicha proporcionalidad
a la tolerancia. Esto fué estudiado inicialmente por Stetter y mads tarde por
Higham y nosotros mismos {8], identificando los métodos adaptativos y las
técnicas de cambio de paso que implican la proporcionalidad a la tolerancia
y puede decirse que el nuevo software propuesto en la actualidad goza en
general de esta importante propiedad. Hay que notar que en esta linea En-
right, Higham y otros han propuesto nuevas técnicas de cambio de paso para
pares de métodos encajados o continuos, basadas en el defecto de la solucion
numérica y que garantizan una proporcionalidad a la tolerancia mas estricta
que la anteriormente comentada, pero como el defecto de la solucidn numérica
es costoso de calcular con precisién, no han tenido todavia un interés practico
gencralizado.

Como acabamos de comentar, en los métodos adaptativos que verifican
la proporcionalidad a la tolerancia, tras concluir dos integraciones completas
del mismo problema con dos TOL distintas, podemos deducir una estimacion
del error global. Otra posibilidad, acaso mas conveniente, serfa diseflar al-
goritmos que asociados a un método adaptativo nos propocionen, junto a
la solucién numérica, una estimacién del error local en la misma a medida
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que la integracién avanza. Esta idea ha estado por supuesto en la mente de
muchos investigadores y'se han propuesto varias técnicas para la estimacion
del error global simultanea con la solucién. El principal inconveniente es su
alto costo computacional, asi como la complicacién adicional que conlleva su
inclusién en el software existente, por ello, salvo algunas excepciones (GERK,
RKSUITE), no se ha incluido hasta el momento esta opcién. Sin embargo,
las crecientes exigencias de calidad nos hacen pensar que en el futuro software
tal opcidn deberd ser incluida, por eso comentaremos algunas de las técnicas
mas prometedoras al respecto {(hay que notar que en 1986, Skeel ya recopild
trece técnicas para estimar el error global).

Desde luego siempre podemos recurrir a la cldsica extrapolacion de Richard-
son (18], que ademds puede usarse en conjuncién con cualquier método adap-
tativo, para ello cn paralclo con la secuencia de pasos generada por el método
se lleva cabo una integracién con pasos mitad, lo cual da lugar a dos solu-
ciones numéricas y, e ¥,, respectivamente en cada punto t, de-la red inicial.
Entonces, como demostrd Henrici, bajo cicrtas condiciones scbre la variacién
de pasos, la expresion {y, —¥,)/(2? — 1), donde p es el orden del método, es
una estimacién asintéticamente correcta del error global en la solucién y,.
Los experimentos numéricos con extrapolacién indican quc cs una técnica
muy fiable, pero tiene el inconveniente de su alto costo computacional.

Otra técnica interesante fué propuesta por Zadunaisky hacia 1964 en el
contexto de la integracién numérica de problemas de Mecanica Celeste y
posteriormente se ha extendido a EDOs arbitrarias e incluso la idea bésica ha
sido usada en el contexto de otros problemas de Andlisis Numérico. Se trata
de construir artificialmente un problema diferencial “préoximo” al que se estd
resolviendo cuya solucidén cxacta sea conocida. Entonces cabe esperar que, si
se aplica el mismo método numérico a los dos problemas (por continuidad),
los crrores de ambos scan similares y como los del problema préximo son
conocidos podemos hacer asi una estimacién de los del problema dado. Mas
concretamente, si estamos integrando el problema difercncial ( 1), v tenemos
una solucién numérica continua y(t) { p.e. obtenida con cualquier método
que posea salida densa), dicha solucién numeérica serd solucién exacta de un
problema perturbado de { 1) y,(t) = £(yn(t)) + 6(t), ya(to) = yo donde 6(¢)
es el defecto de yx(t), que cabe esperar sea pequeno. Entonces cste segundo
problema es préximo al problema original y por tanto los errores globales en
la integracién numérica de ambos cabe esperar que sean similares.
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Hay que notar que la construccién del problema préximo requiere una
solucién numérica continua yp(t) de éste y por tanto depende de la ex-
tension continua o del interpolante del método adaptativo considerado. En
las primeras aplicaciones de la teorfa de Zadunaisky se usaron interpolantes
tipo Hermite o Hermite—Birkhoff, basados en la informacion de la solucion
numérica cn varios puntos consecutivos de la red, pero como se ha indi-
cado anteriormente tales interpolantes aunque tienen un costo computa-
cional minimo no resultan adecuados porque destruyen el cardcter unipaso
del método y los experimentos numéricos indican que no son muy fables.
En vista de ello parece nccesario usar una extensién continua del tipo de
las mencionadas en la salida densa que tienen en general un mayor coste
computacional, pero son més fiables.

El esquema de Zadunaisky ha sido fundamentado tedricamente por Stet-
ter v colaboradores y ha sido objeto de bastantes experimentos numéricos.
Se ha visto que, en algunos casos, la estimacion calculada del error es muy
precisa, pero que en otros los resultados son decepcionantes. En mi apre-
ciacién personal serd necesario un mayor refinamiento de esta técnica antes
de que pueda usarse en cédigos de tipo general.

Mencionaremos por ultimo la teoria llamada por Skeel “solucién de la
correccién”, que es posiblemente la que goza de una mayor consideracion en
la actualidad. Para su aplicacién hay que partir de nuevo de una extensién
continua yy(t) de la solucién discreta producida por un método adaptativo
discreto. LEntonces cl error global o “correccién” de dicha solucién aprox-
imada, dado por e(t) = y(t) — yx(t), es solucién del problema diferencial
e (t) = Ft,elt)) = flyn(t) + e(t)) — yi(t), elto) = 0, y por tanto, su res-
olucién numérica, dard un valor aproximado de e(t} y de la correccién. Se
trata pues de avanzar en paralelo la solucién numérica y,(¢) y la correccién
e(t), pero a diferencia de la técnica de Zadunaisky, la ecuacién de la cor-
reccion puede resolverse con otro método distinto del usado en el problema
original. Ademds, para que la estimacién sea mas segura, los errores cometi-
dos en la resolucién numérica de la ecuacion de la correccién deben ser més
pequefios que los de la resolucién de la ecuacion original, lo que obliga a
buscar férmulas para €{(t) que sean de orden superior a las de y,(t). Dor-
mand vy sus colaboradores han observado que, debido a la forma especial de
la ccuacién diferencial de e(t), es posible disefiar pares de métodos adap-
tativos especiales que resuelven la ecuacion de la correccidon con uno o dos
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ordenes mds que la solucion de y, y con un costo computacional bastante
ajustado. En cste sentido se han propuesto métodos de distintos érdenes y
nuestro grupo de trabajo [7] ha realizado experimentos numéricos con resul-
tados positivos, pero estas investigaciones ain no han calado en los actuales
codigos RK generales.

6 Meétodos de Runge—Kutta implicitos

Los métodos RK considerados en los parrafos anteriores se llaman explicitos
porque el avance de un paso se lleva a cabo realizando exclusivamente (aparte
de operaciones elementales) un cierto nimero de evaluaciones de la funcién
f(t,y) de la ecuacién diferencial en argumentos conocidos. Debido a esta
simplicidad, asi como el cardcter unipaso, los métodos RK explicitos han sido
candidatos naturales para la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales.

Sin embargo existen algunos problemas diferenciales llamados “stiff”, que
ademads aparecen bastante en la practica, cuya resolucién mediante formulas
explicitas resulta précticamente imposible. Aunque estd fuera de nuestro
proposito el explicar la naturaleza de los problemas stiff y analizar las di-
ficultades que experimentan los cédigos RK explicitos con tales problemas
(ver por ejemplo [14]} daremos algunas ideas someras sobre tales problemas.
Un problema se llama “stiff” cuando existe alguna variedad en el espacio
fasico ampliado (t,y) fuertemente estable, es decir tal que el flujo fuera de la
variedad tiende rdpidamentc hacia ésta. En el caso unidimensional, podemos
considerar el prototipo de ccuacién lineal y' = Ay — @(t)) + ¢'(t), donde
es una funcién de variacién lenta y A una constante negativa muy grande.
En este problema todas las soluciones tienden répidamente hacia la variedad
y = (), que es ademds una solucién particular del problema considerado.
Si un problema stiff { p.e. el anterior con A = —10° ) se integra con un
cadigo RK explicito, se observa que para preservar la estabilidad el cédigo
toma pasos muy pequenos v la integracién practicamente no avanza.

Esta dificultad ha llevado a la consideracién de férmulas implicitas cuyas
propiedades de estabilidad son muy superiores a las cxplicitas, como p.e.
el método implicito de Euler, en el cual la solucién numérica y,., de la
ecuacién diferencial en ¢l punto ¢,,1 = #, + h en funcidén de su valor en el
punto precedente (t,,y,), esta dada por: y; = yo + Af(t;,y1). Por tanto
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en cada paso de integracién tenemos que resolver un sistema algebriico para
calcular la nueva solucién y, 4.

Un método de RK general de s ctapas es un algoritmo de la forma (2)
donde las ctapas g, ..., g, verifican las ecuaciones implicitas

3
g = f(tn + Cih’v Yo T h Z a@jgj)
1=1
siendo by, a;; los pesos externos e internos respectivamente y ¢, los nodos de la
formula considerada. En particular, si s = 1,a1; = 1.¢; = 1,0 = 1 tenemos
el anterior método implicito de Fuler. Es claro que si a;; = 0 para todo j >+
la férmula es explicita, pero en otro caso las ecuaciones de las etapas son
implicitas.

Tales métodos surgieron inicialmente como generalizacion teérica de los
métodos explicitos y Kuntzmann y Butcher, hacia principios de los sesenta,
propusieron férmulas de s ctapas y orden 2s en las cuales los nodos son los
ceros de los polinomios ortogonales de Legendre en el intervalo [0,1] v los
pesos externos los de la férmula de cuadratura gaussiana asociada. Lsto
mostraba una relacidn entre férmulas de cuadratura v ciertas familias de
nmétodos RK implicitos que fue cxplotada sistematicamente por Butcher y
Ehle [4], para deducir familias implicitas de los tipos Radau y Lobatto, en
las cuales los pesos externos b; v los nodos ¢; tienen los valores de las cor-
respondientes formulas de cuadratura y los coeficientes a,; se determinan
verificando adecuadas condiciones adicionales.

El principal inconveniente de las férmulas implicitas radica cn la res
olucion de las ecuaciones de las etapas. Si bien se pueden dar condiciones
tedricas que garantizan la existencia de una unica solucion, las dificultades
vicne a la hora de calcularla de modo efectivo, ya que hay que usar métodos
iterativos que aseguren no solo la convergencia, sino también que la velocidad
de convergencia sea la mayor posible. Se ha visto que para los problemas stiff
la iteracion funcional, que es la mas sencilla de aplicar, no es en general con-
vergente salvo para pasos muy pequenos y hay que recurrir a métodos tipo
Newton y quasi-Newton cn los cuales entran en juego los jacoblanos, que
son costosos de calcular, asi como las factorizaciones de los sistemas linecales
correspondicntes.

Fn resumen, existen métodos RK implicitos que poseen buenas propiedades
de estabilidad, pero su efectividad depende esencialmente de la resolucién de
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las ecuacioncs algebraicas implicitas de las etapas, por tanto ha habido un
importante esfuerzo investigador en los ltimos aflos para encontrar métodos
implicitos (como son SIRK, DIRK y otros ) con buenas propicdades de esta-
bilidad y tales que la resolucion de las ecuaciones algebraicas no sca demasi-
ado costosa.

" Posteriormente, una extensa lista de investigadores ente los que se cuen-
tan Hairer, Wanner, Norsett, Crouzeix, Butcher, y nuestro grupo de tra-
bajo, hemos analizado las propiedades de estabilidad de distintas familias de
métodos implicitos con vistas a su utilidad para la resolucion de los men-
cionados problemas stiff, pero esta es una larga historia cuyo 1ltimo capitulo
aun no s¢ puede dar por concluido.

7 Métodos de Runge—Kutta para ecuaciones
especiales

Los métodos considerados en las secciones anteriores presuponen sistemas
diferenciales de primer orden escritos cn forma normal y' = f(¢,y), va que,
salvo en el caso de ecuaciones implicitas, todas las demds se pueden es-
cribir facilmente en la forma normal. Por cste motivo los métodos numeéricos
disenados para sistemas normales de primer orden son los mas titiles por su
amplia aplicabilidad.

Otro enfoque mas particular consiste en considerar sistemas diferenciales
de tipos especiales y disenar métodos adecuados para cada uno de estos
tipos. En tal caso sc¢ podria aprovechar la restriccién en la clase de proble-
mas diferenciales para mejorar los integradores en algunos aspectos intere-
santes de la clase considerada. Estas ideas han estado desde hace hastantes
anos en la mente de muchos investigadores y existe una variada propuesta
de métodos RK especiales, adaptados a clases particulares de problemas de
interés practico. Comentaremos brevemente algunos de los tipos mas cono-
cidos.

Existen bastantes sistemas diferenciales que, en su formulacién natural,
aparccen como un sistema diferencial de segundo orden y” = f(t,y,y’).
Pensemos, por ejemplo, en las ecuaciones de la Mecanica Clésica cn las cuales
las aceleraciones (tipicamente las derivadas segundas y” ), son proporcionales
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a las fuerzas f(t,y,y’). Incluso en muchos casos estas fuerzas ne dependen
de las velocidades y los sistemas toman la forma y” = f(¢,y). que se llama
ecuacion especial de segundo orden. La integracion numérica de estos sis-
temas diferenciales se puede hacer introduciendo las velocidades v =y’ v es-
cribiendo el sistema dado en la forma normal equivalente y’ = v, v/ = f(¢,y),
a la cual son aplicables los métodos standard. Sin embargo podria con-
siderarse la resolucion directa del sistema de segundo orden sin pasar a la
forma modificada. Esta posibilidad va fué considerada por Nystrom hacia
1925 proponiendo férmulas en las cuales la solucidn numérica avanza desde
(to, yo,¥6) — (to + h,y1,¥)), con un algoritmo de la forma

k] 3
Y1 = Yo+ hyy+ hQZbifi, Y1 =Yyt hzbifis

i=1 i=1
donde £}, f;, . . . f; se calculan recurrentemente por

fo = f(to, y0)
fg = f(t() -+ hCQ, Yo + h(:be -+ hQC_l;zlfl)
fs = f{to+ heg,yo + heayy + A2 (Ga £y + dgpnfy)

y by, by, dy;, ci, son pardmetros escalares constantes que caracterizan la férmula
v 5 el numero de etapas. Puede apreciarse que estas férmulas poseen una
estructura similar a las de RK explicitas, por ello se llaman de Runge-Kutta—

Nystrom (RKN).

Se puede ver facilmente que para cualquicr férmula RK existe una formula
RKN que produce los mismos resultados numéricos y que existen algoritmos
RKN que no se pueden obtener con férmulas RK, lo cual nos indica que
teriemos un mayor margen de maniobra dentro de las féormulas RKN y por
tanto cabe esperar que, a igualdad de coste computacional, existan férmulas
RKN con mejores propiedades que las de RK. Este hecho ya fue detectado por
Nystrom que, en su trabajo original, propuso férmulas de orden cuatro con
tres etapas y de orden cinco con cuatro etapas, mientras que en el contexto de
las férmulas RK son necesarias al menos cuatro y seis etapas respectivamente.
Por otro lado otra ventaja adicional es que la implementacion de las férmulas
RKN requiere aproximadamente la mitad de memoria que las RK, y esto
puede ser importante para problemas de dimensién alta.
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El estudio del orden de las formulas RKN sufrié un impulso notable a raiz
de la publicacién del ya mencionado trabajo de Butcher. Fucron Hairer &
Wanner los que adaptaron la teorfa de Butcher a las ecuaciones de segundo
orden introduciendo unos arboles especiales y las correspondientes series for-

males (llamadas de Nystrom), que permiten analizar de un modo sistemético
el orden de las formulas RKN.

La implementacién efectiva de formulas RKN con paso variable ha se-
guido las pautas marcadas por las féormula RK, es decir, sc han construido
mdétodos adaptativos en los cuales se estima el error local por diferencia entre
dos soluciones de distintos ordenes, y dicha estimacion del error es usada para
controlar el error local a lo largo de la integracion y para la prevision y cambio
de paso. Asf hay, entre otras, familias de métodos adaptativos RIKN de varios
drdenes debidas a Fehlberg, Filippi & Graff, Sharp & Fine v Dormand, El-
Mikkawy & Prince que en ¢l caso de éstos tltimos llegan a alcanzar orden
doce. Algunas de cstas han sido implementadas en codigos disponibles on
varias librerias.

Entre las ecuaciones especiales cuya integracion numérica ha sido ohjeto
de una investigacién mas cxhaustiva en los ultimos anos estdn sin duda alguna
las que aparccen en los sistema hamiitonianos. Estos sistemas sc presentan
en la modelizacidon de los méas variados fendmenos de la Fisica y vienen dados
por un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

dp __JH(p,q) dg _ OH(p,q)
di oq dt op

donde q v p son los N —dimensional vectores de las coordenadas y momentos
generalizados respectivamente y 'H es una funcion cscalar de las coordenadas
y momentos que se llama funcién hamiltoniana. La dimensién N se lama
ntmero de grados de libertad y el 2N dimcnsional especio de coordenadas
y momentos se llama espacio fasico. La funcién hamiltoniana a veces de-
pende explicitamente del tiempo, pero para simplificar la presentacién no
incluiremos aqui tal dependencia.

En muchas aplicaciones de Mecanica la funcidén hamiltoniana represcnta
la energla del sistema y tiene la forma H = T'(p) + V(q), donde T es la
encrgla cinética expresada como una forma cuadritica definida positiva que.
en su forma més simple es diagonal T(p) = (1/2)p?p. Los hamiltonianos
del tipo anterior se Haman separables.
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La caracteristica mas importante de las soluciones de sistema hamiltoni-
anos es que producen un flujo hamiltoniano simpléctico. Es decir la trans-
formacion que pasa de los momentos y coordenadas en un instante, pong-
amos £ = {), a otro instante cualquiera t es una transformacién candnica
o simpléctica. No vamos a entrar aqui en detalles sobre transformaciones
canodnicas, ya que son bien conocidas por muchos colegas de la casa y en
particular por los relacionados con la Mecanica Celeste. Baste decir que un
flujo simpléctico tiene algunas propiedades muy espectales. En dimensién
N = 1, es decir espacio de fases plano, un flujo es simpléctico si vy solo si
conserva las dreas, lo que implica que la imdgen de una figura plana se va
deformando pero conserva el drea. En particular, esto impide la existencia
de ciclos [{mites en el plano fasico. IEn dimension supcrior se conserva la
suma de las dreas de las proyecciones sobre los planos coordenados (p;, q;)
de una superficie bidimensional y esta propiedad implica la inexistencia de
equilibrios asintéticamente estables, es decir, cquilibrios a los cuales tienden
las soluciones proximas.

De acuerdo con lo anterior parece natural requerir que los integradores
de sistemas hamiltonianos avancen la solucién numérica con transforma-
ciones candnicas con objeto de respetar el caracter simpléctico del flujo. Los
métodos numéricos que poseen dicha propiedad se llaman simplécticos v su
desarrollo ha tenido lugar desde los aftos ochenta, debido, no sélo a investi-
oadores de analisis numérico, sino también a fisicos con intercses computa-
cionales. Existe una importante linea de investigacidn, que se inicié con Feng;
y sus colaboradores, en la cual los métodos simplécticos son producidos por
funciones generatrices dependientes del paso de integracion como pardmetro.
Pucsto que las funciones generatrices pueden ser de diferentes tipos esto s¢
traduce en los correspondientes métodos simplécticos. Kl principal incon-
veniente de cstas férmulas es que la funcidn generatriz, dada en potencias
del paso de integracidn, hay que aproximarla sucesivamente hasta un clerto
orden y su calculo depende de la funcién hamiltoniana a integrar, por tanto
cada problema a integrar requiere un tratamiento diferenciado para construir
su funcién generatriz.

Desde otro punto de vista, nuestro colega de la Universidad de Valladolid
¢l Prof. Sanz Serna [20] abordé, junto a sus colaboradores, un detallado es-
tudio de los métodos RK simplécticos que tiene como punto de partida un
importante articulo suyo de 1988, en el cual se dan las condiciones sobre los
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coeficientes de un método RK para que sea simpléctico. Estas condiciones ex-
presadas mediante ecuaciones algebréicas sencillas permiten verificar inmedi-
atamente si el método es simpléctico. La primera consecuencia practica de
este trabajo es que todo método simpléctico para funciones hamiltonianas ar-
bitrarias es implicito. En particular las férmulas de Gauss-Legendre de orden
maximal son simplécticas. Estas férmulas son al menos teéricamente buc-
nas candidatas para la integracién simpléctica, pero al ser implicitas hay que
resolver eficientemente las ecuaciones de las etapas para conseguir métodos
utiles desde el punto de vista computacional. Este problema motivo la tesis
doctoral de nuestra colaboradora Maria Pilar Laburta en la cual sc proponen
distintos algoritmos para deducir valores iniciales, que permitan resolver las
ecuaciones no lineales con el minimo niimero de iteraciones y se hace una am-
plia experimentacién numérica para optimizar los integradores simplécticos
de Gauss-Legendre de dos y tres etapas.

Si bien la integracién simpléctica general requiere métodos RK implicitos,
el grupo del Prof. Sanz Serna observé que para hamiltonianos separables cra
posible encontrar métodos RK simplécticos de tipo explicito, usando distin-
tas férmulas para las coordenadas y para los momentos. Tales métodos sc
llaman “particionados” y existe un amplio catalogo de distintos érdenes, que
se han usado para aplicaciones concretas. También, como los sistemas hamil-
tonianos separables se pueden reducir a sistemas de segundo orden, la inves-
tigacién se ha extendido a la obtencién de férmula RKN simplécticos. En
particular, Mari Paz Calvo de Valladolid ha obtenido férmulas de Nystrom de
varios érdenes y ha analizado su comportamiento en distintos experimentos
numericos.

A pesar de este vigoroso desarrollo de férmulas simplécticas, la elabo-
racién de un software de calidad tropieza con varios inconvenientes: Por un
lado el ya mencionado de que en el caso de sistemas hamiltonianos generales
las formulas son implicitas y su implementacién se complica bastante. Por
otro que aplicacién de férmulas simplécticas con paso variable destruye el
cardcter simpléctico global del flujo y se pierde el principal objeto de tales
métodos, por tanto deben ser aplicados con paso fijo y esto puede ser no
conveniente en ciertos problemas. Eun nucstra opinién estos inconvenientes
han frenado bastante el desarrollo de software de uso general.

Finalmente, mencionar que los estudios tedricos acerca de integradores
simplécticos han producido resultados colaterales muy interesantes, p.e. el
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analisis regresivo del error permite considerar la solucién numérica como
solucién exacta de un problema hamiltoniano perturbado, lo que permite

conectar con las teorias de perturbaciones y aplicar p.e. la teoria de Kolmogorov-
Arnold-Moser.
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75 steps of DOPRIS
(polygonal and
interpolatory solution)

FIGURA 1
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