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Resumen

En este articulo presentamos el andlisis de la dindmica global de una particula
que se encuentra orbitando una corona circular plana, este trabajo se plante$ con
idea de extender los estudios que encontramos en la literatura donde se aproxima
un anillo planetario por una sucesién finita de particulas o por un anillo continuo
sin grosor. Ademads se extiende nuestro modelo del disco anular al caso de tener
un planeta achatado rodeado por la corona circular, con objetivo de ir anadiendo
cada vez mayor complejidad al sistema para obtener un modelo mas preciso de la

dindmica alrededor de planetas con anillos tipo Saturno.

1. Introduccién

El objetivo de este trabajo es extender los estudios previos sobre la dinamica de una
particula que orbita alrededor de un anillo, donde el anillo se considera o bien formado
por una sucesion finita de particulas, o por un cable circular sin grosor, al caso de una
corona circular plana. Aproximando asi de forma mas precisa la realidad de los anillos
que podemos encontrar en los planetas de nuestro Sistema, como los de Saturno, que
se extienden cientos de kilometros alrededor del cuerpo. Extender a este nuevo modelo,
aunque sencillo en su planteamiento, conlleva bastantes dificultades en el tratamiento de
las expresiones que describen este potencial, que incluyen distintas especies de integrales
elipticas. Encontramos en la literatura un par de trabajos de Krough, Ng y Snynder [13],
y Lass y Blitzer [14], en los que se dan expresiones matematicamente correctas para estas

funciones pero que no sirven para su evaluaciéon numérica por las singularidades existentes.
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Por tanto, en una primera parte del trabajo hemos estudiado el potencial creado por
la corona circular mediante el analisis de sus propiedades y el trabajo con las funciones
elipticas, lo que nos ha permitido reescribir las complejas expresiones de la funcién po-
tencial de manera que obtenemos una correcta evaluacién numérica del mismo, y de sus
derivadas sucesivas necesarias para el computo de érbitas periddicas.

Posteriormente se presenta el estudio de la dinamica de una particula orbitando la
corona, para ello realizamos un primer andlisis de los equilibrios del sistema, para pos-
teriormente calcular las semillas de orbitas peridédicas y la continuacion de las familias a
las que pertenecen. Para estos computos numéricos se han desarrollado distintas herra-
mientas, para el calculo de las condiciones iniciales de las 6rbitas usamos un programa
de representacion de Secciones de Poincaré, y el programa Zeros basado en el uso de
estrategias de evolucién para la minimizacién de funciones [1]. Para el célculo de las fa-
milias periddicas usamos el método de continuacién basado en el algoritmos de Henrard y
Deprit [8], y el método de continuacién de mapas de Poincaré [18]. Ademés estos métodos
nos dan informacién sobre la estabilidad lineal de las familias de 6rbitas obteniendo de
esta manera una descripcién global de la dinamica alrededor de la corona.

Por ultimo, se hace una extension de estos resultados a un modelo mas realista, en que
vamos a considerar un planeta circular rodeado por una corona circular plana. Detallando
los cambios en la dindmica que se obtienen al incluir un cuerpo central. Ademas se estudia
como afectaria el considerar un coeficiente de achatamiento para el planeta, y una particion
de la corona en dos mas pequenas con un hueco entre ambas. Para el modelo de planeta
achatado con corona, se presenta un analisis previo de las familias de 6rbitas periddicas
encontradas, incluyendo 6rbitas en el espacio, que se encuentran por resonancias entre la
velocidad orbital de la particula en el plano meridional y la velocidad de rotacién de este
plano.

Asf encontramos y describimos la evolucion de un gran nimero de 6rbitas periddicas,
que nos sirven para ilustrar estructuras relevantes en el espacio de fases y sus implicaciones.
Estos modelos matematicos relativamente sencillos constituyen una primera aproximacion
para posteriores estudios de sistemas dindmicos mas complejos, ya que las conclusiones
que podemos extraer de la estructura de su espacio fasico son genéricas, y por tanto de
interés en el contexto de modelos que se ajusten de manera mas fiel a la realidad fisica

del problema.

2. Descripcién del problema

Consideramos un disco masivo plano, es decir una lamina circular sin grosor y con
distribucion uniforme de masa sobre el plano ecuatorial de un sistema Cartesiano de

coordenadas Oxyz, y centrado en el origen. El potencial creado por este cuerpo se puede
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obtener directamente de su definicién, resolviendo una integral de superficie con integran-
do el inverso de las distancias al punto donde queremos computar el potencial, o también
como una cuadratura sobre anillos circulares de radios incrementales. El desarrollo en de-
talle de los pasos realizados para obtener la expresién de este potencial se puede encontrar
en el articulo [9].

Una vez tenemos la férmula que describe el potencial de un disco plano, obtenemos la ex-
presion del potencial creado por una corona plana circular de radios a y b como resultado

de restar dos discos concéntricos de radios b < a,
U(xvyaz;avb) :U(:C,y,z;a)—U(x,y,z;b), (1)

donde U(x,y,z;a) y U(zx,y,z;b) son las funciones potenciales creadas por los discos
concéntricos. Teniendo en cuenta que ahora la constante de gravitacion es Go = GM /7 (a*—
V) = p/m(a® — b?).

Es decir, el potencial gravitatorio creado por la corona circular es

a? — 12
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donde hemos introducido las siguientes cantidades
2 = 22 4 o2, R? =22 4+ 42+ 22,

pP2=(a+7r)?2+2% ¢Z=(a—1r)+22

k% = dar/p?, k. =\/1—k2 gba:arcsinm,

4da
pp=b+r)+2% ¢G=(b-r?2+22

ki = 4br/p?, ky = /1 — k2, by = arcsinm.

db
Este potencial es simétrico respecto a los tre ejes Ox,Oy y Oz gracias a la simetria
cilindrica del problema. Una representacion de la funcién potencial para la seccién de
corte y = z = 0 nos muestra la existencia del origen como tnico punto de equilibrio
inestable con sentido fisico ya que encontramos otro punto critico de caracter estable pero
localizado dentro de la corona. Notar ademés que esta expresién del potencial solventa

las dificultades de computacion encontradas en formulaciones presentadas en anteriores
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trabajos, de esta manera podemos proceder a obtener las ecuaciones del movimiento.
La lagrangiana correspondiente al movimiento de la particula en el espacio atraida por la

fuerza gravitatoria de la corona es
1
L=T+U =@ +§"+2) +Ulz,y,2), (3)

donde U(x,y, 2) es el potencial anteriormente hallado.

Con todo esto, las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a la lagrangiana son

T = _Uxu
y= _Uya (4)
= _Uzv

donde U,,U,, U, corresponden a las derivadas parciales de la funcién potencial,
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Debido a la simetria axial del problema, es de esperar la existencia de ciertas integrales que
permitan la reduccion del mismo. Se observa que la lagrangiana es invariante a rotaciones
alrededor del eje Oz, por lo que la proyeccién sobre este eje del vector momento angular
es una integral. En estas circunstancias el uso de coordenadas cilindricas (r, A, z) aparece

de forma natural. Por tanto la lagrangiana (3) se transformard en
Lo 252, s
L= 5(7“ + 1N+ 2°)+ Ul(r, —, 2),
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como vemos la variable angular A es ciclica, por lo que su momento conjugado A =
oL/ OX = 2\ es una integral del movimiento, y su correspondiente término de la energfa

cinética lo podemos anadir al potencial U definiendo un potencial efectivo W como

W) = Ulr2) + o (6)

Asi, las ecuaciones del movimiento en coordenadas cilindricas son
i =—0W/or = —0U/or + A?/r3,

Z=—-0W/0z = —0U/0z, (7)
dA/dt = 0.

El problema ha quedado por tanto reducido a un sistema de dos grados de libertad, basta
con integrar el sistema formado por las dos primeras ecuaciones del sistema anterior (7),

y posteriormente, mediante la cuadratura
A
A:/T&,
p

Para buscar las soluciones estacionarias, vamos a analizar las ecuaciones del movimiento

obtendremos \.

(7) reducido a dos grados de libertad (r, z). Debido a la complejidad de las expresiones al
contener integrales elipticas, no podemos resolver analiticamente las ecuaciones de forma
general, y por tanto nos vamos a centrar en el estudio de los equilibrios cuando el movi-

miento se da sobre el plano ecuatorial y sobre el eje Oz.

Antes de comenzar con el estudio de los puntos de equilibrios vamos a obtener una
formulacién para la expresién del potencial que ejerce una corona circular a la cual le
anadimos un cuerpo central con un cierto coeficiente de achatamiento ¢ > 0.
Consideramos ahora una corona de radios b < a localizada en el plano Oxy de un sistema
de referencia inercial y centrada en el origen del sistema, por otra parte introducimos
un planeta achatado con centro de masas el origen de coordenadas y tal que su plano
ecuatorial normal a los polos coincida con el plano Oxy.

La representacion del potencial gravitacional de un planeta de radio ecuatorial «, achata-
miento € y coeficiente gravitatorio § = G M4, viene expresado en coordenadas cilindricas

(r, A, z) como
a

2 1 3 2
C%M:f%+%<—>a%@ﬂﬂ:ﬁ<ﬁ+fi%>, (8)

,
con R? =r? + 22,

El nuevo potencial gravitario vendra dado por la composicion de este con el potencial de
la corona, obteniendo una funcién que va a depender de varios parametros propios del

problema, el coeficiente gravitatorio 8 del planeta y p de la corona circular, los radios
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interior b y exterior a de la corona, y el radio ecuatorial y el achatamiento del planeta
a, . Antes de estudiar los equilibrios del sistema, vamos a introducir una nueva cantidad,
el ratio de masas entre los cuerpos, este parametro adimensional es el cociente entre los
coeficientes gravitatorios de ambos cuerpos, k = 3/pu.

Para ello multiplicamos nuestro lagrangiano por u, ya que un cambio de escala en la
funcién lagrangiana no modifica formalmente las ecuaciones del movimiento.

Notar que ambos cuerpos tendran la misma masa si £ = 1, mientras que valores de k < 1
implicaran que el anillo es mas masivo que el planeta, y respectivamente para el cuerpo
central si k > 1.

De esta manera la nueva funciéon potencial queda definida como
U(r, z; k;a; by e;50) = Ugpn (1, 23 45 0) + EUpoa(1, 23 €5 0). 9)

La figura (1) muestra los cortes de la funcién potencial U(r, 0) en el caso de una corona
con un cuerpo central, y en el caso de partir la corona en dos més pequenas con un hueco
entre ambas, esta representacién nos da de forma sencilla informacién sobre la localizacion
de los equilibrios.

Observamos la existencia de un punto de equilibrio de caracter estable sobre la corona,

Ux,0,0 Ux,0,0
-1+ T -1+
-2+ -2+
\ \
\ -3[ \ -3f /
Y
i
L L L \ L L L X L L L \ { L L L X
-3 -2 E {\ 1 2 3 -3 -2 -1 ‘\ / 1 2 3
| |

Figura 1.— Representacién del corte de la funcién U(r,0) para el modelo corona +

anillo, y dos coronas + anillo respectivamente.

este punto no es un equilibrio aislado si no una sucesiéon de puntos, puesto que gracias a la
simetria cilindrica del problema lo que tenemos es toda una circunferencia de equilibrios
a una cierta distacia r tal que b < r < a. Por otra parte el origen que encontrabamos para
la corona simple como punto critico inestable desaparece ahora al introducir un planeta

centrado en el origen de coordenadas.

3. Estudio de los equilibrios

La existencia de las integrales elipticas de primera, segunda y tercera especie, comple-

tas e incompletas nos imposibilita obtener expresiones analiticas de los equilibrios. Por
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ello nos centramos en la restriccion del movimiento al plano ecuatorial Oxy y sobre el eje

Oz.

Respecto al movimiento con r = 0, si particularizamos las ecuaciones del movimiento
para el caso de la corona (Eq. 5) veremos facilmente que el inico punto de equilibrio que
aparece corresponde a z = 0 o al caso en que ambos radios coinciden a = by por tanto es-
tarfamos en el problema del anillo circular. La energfa en el origen es E* = —2u/(a+0b), y

por tanto sélo para valores de la energia E* < E < 0 vamos a encontrar érbitas periddicas.

En cuanto al movimiento sobre el plano ecuatorial, las soluciones estacionarias seran
los puntos criticos del potencial efectivo que ahora es una funcién radial

A2

W'(ry=oW/or =U'(r) — 5= 0. (10)

La Figura (2) muestra la derivada del potencial efectivo tanto para la corona como para la
corona con un cuerpo central esférico en su interior, para la representacién de esta gréfica
y posteriores vamos a fijar unos valores de las constates del problema, consideraremos una
corona de radios a = 2.25 y b = 1.5, y un planeta de radio o = 1 con un ratio de masas
entre los cuerpos de k = 1. En ambas gréficas se presenta W’(r) para distintos valores
del momento angular. En ellas observamos que en el caso de la corona aislada, obtenemos
siempre un punto critico de caracter estable perteneciente a la corona b < r < a, mientras
que en la regién interior de la corona r < b s6lamente encontramos érbitas que parten y
mueren en ella para momento angular no nulo, mientras que para A = 0 aparece el origen
como punto critico estable, este equilibrio corresponde a las oscilaciones periddicas sobre
el eje Oz. Respecto a la regién exterior a la corona r > a vemos que el comportamiento
varia segun el valor de A, para momento angular nulo y hasta un cierto valor del mismo
s6lo encontramos Orbitas de escape, sin embargo al ir incrementando A nos aparece cla-
ramente un punto critico estable, e intuimos la existencia de otro inestable para valores
de r cercanos al radio exterior a. Esto también lo podriamos haber observado mediante
la representacion de sus diagramas de flujo.

En resumen, en el exterior de la corona observamos la existencia de un valor A dependien-
te de las constantes del problema, tal que para valores A < A no existen puntos criticos,
mientras que para valores mayores el potencial efectivo tiene al menos un maximo y un

minimo local, que corresponden a soluciones circulares inestable y estable del problema.

La grafica derecha de la Figura (2) muestra la derivada del potencial efectivo para el
caso de un planeta esférico rodeado por una corona. Observamos idéntico comportamiento
en cuanto al movimiento dentro y en el exterior de la corona, mientras que en el interior,

la existencia de cuerpo central esférico nos permite obtener ningn o un par de equilibrios,
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de nuevo dependiendo del valor del momento angular.

o [y

Figura 2.— Puntos criticos del potencial efectivo para distintos valores de A en el

problema de la corona y de la corona més cuerpo central esférico.

Si consideramos un coeficiente de achatamiento ¢ > 0 los limites cuando r tiende a
0 cambian modificando tnicamente la dinamica en el interior de la corona, ver Figura
(3), de manera que ahora obtenemos ademds del par de equilibrios estable e inestable
que veiamos para € = 0, un nuevo punto critico de caracter inestable muy proximo a
r = 0, resenar que no hemos encontrado ningin set de constantes del problema tal que
este punto esté localizado fuera del planeta y por tanto tenga sentido fisico. Por tltimo
en la grafica derecha de la Figura (3) esta representada la derivada del potencial efectivo
en caso de un modelo de planeta esférico mas corona, donde hemos partido la corona
en dos mas pequenas con un hueco entre ambas. En este caso podemos ver la existencia
de un nuevo equilibrio inestable en el agujero comprendido entre las coronas, este punto
critico va a ser Unico, no va a existir ningin valor del momento angular que modifique el

comportamiento en esta region como pasaba en el exterior e interior de la corona.

0 A<025

05 A=075

a10

Figura 3.— Derivada del potencial efectivo para distintos valores de A en el problema
de la corona mas cuerpo central achatado y en caso de dos coronas mas cuerpo central

esférico.

Los puntos estacionarios seran soluciones circulares del problema completo (7, A, 2), es
decir, los puntos criticos ry del potencial efectivo para valores del momento angular A # 0

corresponderén a soluciones circulares en el plano ecuatorial, (ro cos(At/rg?), ro sin(At/ry?), 0)
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de periodo T' = 27ry?/A.
Por tanto vamos a usar este andlisis numérico que hemos hecho de los puntos criticos
en el plano para calcular orbitas periddicas cuando restringimos el movimiento al plano

ecuatorial.

4. Computo de familias de 6rbitas periddicas

El objetivo es calcular familias de orbitas peridédicas, comenzando por las orbitas res-
tringidas al plano ecuatorial que es el caso mas sencillo. Para ello partimos de una orbita
periédica plana, correspondiente como hemos visto a un punto de equilibrio W'(r) = 0
para un cierto valor del momento angular. Estudiaremos la estabilidad de estas soluciones
mediante la continuacién de las familias de orbitas circulares planas de las cuales hemos
probado su existencia, tanto en el interior, exterior como sobre la corona en el apartado

anterior.

Consideramos los valores de las constantes del apartado anterior mas un coeficiente de
achatamiento para el cuerpo central de ¢ = 0.001. Para el calculo de las familias usamos
el programa de continuacién tomando como parametro de continuacion la coordenada z
de la orbita.

Comenzaremos calculando la familia exterior a la corona, para ello tomamos un valor del
momento angular que satisfaga la condicion de existencia de punto critico, la representa-
cién del retrato de fases o la derivada del potencial efectivo para este valor del momento
angular nos permite calcular directamente el valor de r(, y obtener la érbita de arranque
del método de continuacién.

La siguiente figura (4) representa la evolucién de los indices de estabilidad, en el plano k,
y fuera del plano kj, al continuar la familia exterior de drbitas circulares. Observamos la
transicién de estabilidad a inestabilidad al aproximarnos a la corona, consecuencia de la
coexistencia de dos puntos criticos, uno mas exterior estable, y el inestable cercano a la

misma.

Por otro lado también encontramos movimiento plano dentro de la propia corona,
esto es matematicamente posible debido a que el potencial creado por la corona tiene
discontinuidad esencial en el borde pero es una funcién definida en el interior. De nuevo
tomamos una érbita de arranque para comenzar la continuacién, la Figura (5) nos dice
que la familia tiene un comportamiento estable con grandes oscilaciones entre los valores
limite Tr = £2, y que conforme el radio va incrementando, es decir, nos aproximamos
al extremo exterior de la corona, ambos indice de estabilidad cruzan la linea Tr = 2 y

se diparan en magnitud, es decir la familia se vuelve altamente inestable y de muy dificil
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Figura 4.— Evolucién de los indices de estabilidad para la familia de érbitas circulares

exteriores a la corona.

continuacion.

Figura 5.— Evolucién de los indices de estabilidad para la familia de érbitas circulares

dentro de la corona, b < r < a.

Por 1ltimo si observamos en la Figura (6) el comportamiento de la familia de drbitas
circulares planas en la regién interior a la corona, vemos que las érbitas se vuelve altamente
inestable al aproximarse a la corona, mientras que cuando la distancia hacia el cuerpo
central disminuye permanecen estables pero con una tendencia asintotica a T'r = 2. Esta
tendencia se mantiene hasta r = 0 en caso de cuerpo esférico, y se vuelve inestable muy
préxima al origen cuando el cuerpo es achatado. Esto es consecuencia de la existencia de
dos puntos criticos correspondientes a una érbita circular inestable y otra estable en el caso
de € =0, y de tres érbitas inestable, estable e inestable para coeficiente de achatamiento

no nulo.

En resumen encontramos dos regiones marcadas de inestabilidad, un cambio de esta-
bilidad a inestabilidad cuando el radio de las érbitas circulares se aproxima al borde de
la corona desde el interior, y otro al aproximarnos a la corona desde el exterior. Ademéas
encontramos varias posiciones donde el indice k,, = —2 dando lugar a una bifurcaciéon con
una familia de orbitas de doble periodo, hemos continuado a su vez esta nueva familia

observando un nuevo punto de bifurcacién de periodo doble. Repitiendo este procedi-
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0.7 0.8 0.9 1 11 12 13 14

Figura 6.— Evolucién de los indices de estabilidad para la familia de érbitas circulares

a distancia 0 < r < b.

miendo podemos encontrar las familias de multiple periodo cuya evolucion del indice de

estabilidad en el plano viene dada por la formula(11), y estan representados en la Figura
(4).

Ky = 2 cos marccos(g) , k| <2 (11)

Figura 7.— Evolucion del indice de estabilidad en el plano para las familias ecuatoriales

de multiple periodo.

En lo que respecta a la dindmica, fuera del plano podemos restringir el movimiento al
plano perpendicular a la corona pasando por el origen. En este caso estamos en un proble-
ma no integrable y el procedimiento que vamos a seguir para conseguir érbitas periodicas
es la representacion de Secciones de Poincaré o del programa Zeros que nos serviran para
proporcionarnos condiciones iniciales que usaremos para la posterior continuacion de sus
familias. De este modo encontramos érbitas como las que estan representadas en la Figura
(8) donde algunas de ellas han sido calculadas directamente de Secciones de Poincaré para
distintos niveles de la energia, y otras aparecen como bifurcaciénes de las anteriores.

Por otro lado podemos obtener érbitas periddicas en el espacio Oxyz a partir de 6rbitas
periddicas en el plano meridiano Orz, para ello volvemos a las ecuaciones del movimiento
expresadas en coordenadas cilindricas. Recordar que gracias a la simetria cilindrica del
problema y por tanto a la existencia del momento angular como integral del problema,

podemos reducir el estudio a la bisqueda de orbitas en el plano meridiano Orz, que rota
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Figura 8.— Representacion Oxz de Orbitas polares para el problema de la corona,

composiciéon de coronas, y planeta + corona.
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en torno al eje Oz con velocidad angular A. Las orbitas periddicas en este plano no seran
necesariamente cerradas en el espacio cartesiano debido a la precesion del angulo A. Es
decir, si r(t) y z(t) son periédicas, entonces A = A/r(t)? serd también funcién periédica
con el mismo periodo, sin embargo para la longitud se tendrd A(tg + 1) — A(tg) = C
constante. El angulo A mide la posiciéon del meridiano de rotaciéon del satélite, que no es
mas que la suma del movimiento del orbitador, y de la precesion de la érbita.

Para conseguir encontrar una érbita periddica en el espacio cartesiano Oxyz a partir de
una de las anteriores, es necesario imponer una relaciéon de conmensurabilidad entre la
velocidad de rotacion de la particula y la velocidad con la que se mueve el angulo A, es

decir con la frecuencia de precesion de los nodos, de tal manera que
m
AMto+T) — Atg) = 2m—, (12)
n

es decir, que mientras el orbitador recorre n vueltas en su plano meridiano, este plano

describe otro ntimero entero m de rotaciones alrededor del eje polar.

La metodologia para conseguir una 6rbita periddica en el espacio partiendo de una que
lo sea en el espacio reducido consiste en aplicar nuevamente el método de continuacion de
orbitas periédicas, pero ahora el pardmetro a variar sera la energia. De esta manera, ob-
tendremos una familia de érbitas con variaciones del periodo para las que comprobaremos
si satisfacen la condicién de periodicidad (12) para un par de enteros (m,n). Notar que
la mayoria de las orbitas no la verificaran aunque si es posible encontrar algunas o6rbitas

que lo hagan.

Hemos realizado este procedimiento para algunas de las familias de orbitas periédicas
en el meridiano Orz que hemos encontrado. Aqui presentamos una orbita tipo arco exterior
a la corona (FEjy), y una de tipo elitico, cuyo uno de los extremos pasaba por la regién
confinada entre el planeta y la corona (F;). Las Figuras (9) y (10) muestra su trayectoria
en el plano reducido, y para cada una de ellas un par de érbitas periddicas en el espacio
que hemos encontrado para relaciones de conmensurabilidad (m = 9,n = 10), (1,1) y

(3,4), (5,7) respectivamente.

Destacar que para cada una de estas érbitas periddicas en el espacio podemos calcular
a su vez su familia utilizando de nuevo el método de continuacién, proporcionandonos
ademas informacién sobre el caracter estable o inestable de las érbitas mediante el anélisis

de la evolucién de los indices de estabilidad kq y ks.
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Figura 10.— Orbitas periddicas 3: 4y 5: 7 en el plano cartesiano para FEj.

Conclusiones

En este articulo se ha hecho una descripcion en lineas generales de como se estructura
la dindmica de una particula alrededor de una corona circular con o sin planeta en su
interior. Posteriores trabajos presentaran una més amplia variedad de familias encontra-
das, asi como el andlisis de su evoluciéon a través del estudio de su estabilidad y posibles
bifurcaciones, ademas de completar el estudio analitico de los equilibrios con resultados

matematicos que corroboren los comportamientos observados numéricamente.
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