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Abstract

Se analiza la construccién de métodos Runge-Kutta—Nystrom (RKN) explicitos
de orden elevado y ajustados exponencialmente (EF) para la resolucién numérica de
sistemas diferenciales con soluciones oscilatorias. Partiendo de dos métodos EFRKN
bésicos de referencia que son simétricos y simplécticos estudiamos dos procedimien-
tos para construir métodos explicitos de orden alto. El primer procedimiento se
basa en métodos de composicién y permite construir métodos ajustados exponen-
cialmente que son simétricos y simplécticos. El segundo procedimiento se basa
en combinar distintos métodos para construir pares encajados de métodos parale-
los ajustados exponencialmente que permiten su implementacion en codigos a paso
variable sin coste computacional anadido. Los experimentos numéricos realizados
muestran el comportamiento cualitativo y la eficiencia numérica de los métodos con-

struidos cuando se comparan con algunos métodos clésicos de la literatura cientifica.
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1 Introduccién

En el presente trabajo abordamos la construccién de métodos Runge-Kutta—Nystrom
ajustados exponencialmente (EFRKN) de tipo explicito para la integracion numérica de
sistemas diferenciales oscilatorios. Los sistemas diferenciales oscilatorios son frecuentes
en diferentes campos de las ciencias aplicadas tales como mecanica celeste, astrofisica,
quimica, electrénica y dindmica de particulas entre otras (ver [1]). El disefio y la cons-

truccién de métodos numéricos para resolver sistemas diferenciales que poseen soluciones
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periddicas u oscilantes ha sido considerado por diversos autores (ver [2-24] y las referen-
cias citadas en estos articulos). El objetivo de estos métodos es utilizar la informacién
disponible sobre las soluciones de los problemas correspondientes para construir algo-
ritmos mas precisos y eficientes que los algoritmos de propdsito general para este tipo
de problemas. Un trabajo pionero en esta materia se debe a Gautschi [14] en el cual
se introdujeron métodos lineales multipaso ajustados exponencialmente para resolver
sistemas diferenciales con soluciones oscilatorias. En cambio, el desarrollo de métodos
RK o RKN ajustados exponencialmente (EFRK o EFRKN) se ha realizado mds recien-
temente. Un survey detallado incluyendo una extensiva bibliografia sobre esta mate-
ria puede encontrarse en el libro de Ixaru and Vanden Berghe [16]. Un camino para
construir métodos EFRK o EFRKN consiste en seleccionar los coeficientes del método
de manera que integre exactamente un conjunto de funciones linealmente independien-
tes que se eligen dependiendo de la naturaleza de las soluciones de los sistemas dife-
renciales que se pretenden resolver. Algunos resultados sobre la existencia y unicidad
de solucion para los coeficientes de un método EFRK han sido obtenidos por Ozawa
[17, 18], y diversos autores [5, 10, 12, 13, 17, 19, 22| han construido métodos con coe-
ficientes variables que integran exactamente sistemas diferenciales de primer o segundo
orden cuyas soluciones pertenecen al espacio lineal generado por el conjunto de funciones
{1,t,...,tF exp(£At), t exp(£At), ..., 17 exp(£At)}, donde A € C es una frecuencia de-
terminada. En la practica, estos métodos integran los sistemas diferenciales oscilatorios

con mayor precision que los métodos clasicos basados en funciones polindémicas.

Por otra parte, diversos autores (ver [2-4, 13, 25-27|) han comprobado que los inte-
gradores simplécticos obtienen superioridad numérica cuando se aplican a la resolucion
numérica de sistemas Hamiltonianos sobre intervalos de tiempo largos. Por lo tanto,
para la clase de sistemas Hamiltonianos oscilatorios seria apropiado considerar métodos
simplécticos ajustados exponencialmente que conserven la estructura del flujo original.
Ejemplos de tales métodos se pueden encontrar en [3, 5, 6, 7] en los cuales se han cons-
truido métodos EFRK simplécticos de tipo implicito con dos y tres etapas y ordenes
algebraicos cuatro y seis. Ademads, en [3] se ha extendido la teoria cldsica de métodos RK
simplécticos al caso de métodos EFRK modificados, obteniendo condiciones suficientes
sobre los coeficientes de estos métodos que implican simplectitud para sistemas Hamilto-
nianos generales, y en [5] se ha analizado la preservacién de propiedades por parte de los

métodos EFRK modificados para el caso de sistemas diferenciales de primer orden.

La aparicion de los ordenadores paralelos o multiprocesador ha dado lugar en las
ultimas décadas a un estudio intensivo para disenar y construir nuevos integradores
numéricos que utilicen las posibilidades de estas maquinas (ver por ejemplo [28-38] y

las referencias citadas en ellos). En el caso de métodos RKN se han investigado diversas
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clases de métodos explicitos de tipo predictor-corrector (PC) basados en métodos cor-
rectores RKN [30-34, 38]. Un objetivo comun en los métodos PC iterados en paralelo
consiste en reducir, para un orden de aproximacion dado, el nimero f-evaluaciones se-
cuenciales por paso utilizando procesadores paralelos. La principal desventaja de estos
métodos es el alto coste de comunicacion requerido entre los distintos procesadores lo que
da lugar a una reduccion significativa en la eficiencia cuando se implementan sobre algu-
nas arquitecturas paralelas o cuando las f-evaluaciones no requieren mucho coste. Para
evitar este inconveniente una alternativa consiste en considerar distintos métodos RKN
explicitos de s;-etapas (i = 1,...,k) que se implementan sobre distintos procesadores y

con las aproximaciones obtenidas se construye una combinacion lineal de la forma

k k k
= wy yi=> wy® donde Y wi=1, (1)
i=1 =1 =1

que proporciona las aproximaciones finales y; e y] en el instante ¢t; = tq+h. Estos métodos
no requieren de comunicacion entre los distintos procesadores excepto en la ultima etapa
en la cual los datos necesitan ser trasmitidos para calcular y; e y;. Métodos de la forma (1)
han sido considerados por diversos autores [28, 35, 37] y aqui se utilizardn para construir

métodos EFRKN explicitos de orden alto.

El objetivo de este trabajo de investigacién es la construccion de métodos EFRKN
explicitos de orden alto que integren exactamente sistemas diferenciales de segundo or-
den cuyas soluciones pertenecen al espacio lineal generado por el conjunto de funciones
{exp(At), exp(=At)}, A € C, 6 {sin(wt), cos(wt)} cuando A = iw, w € R. La construccion
de métodos EFRKN explicitos de orden bajo (hasta 4 6 5) basada en las condiciones de
orden para este tipo de métodos ya ha sido realizada (ver por ejemplo [12] y [13]). Pero
para orden alto (> 6), las condiciones de orden de este tipo de métodos son complicadas
de obtener y su resolucién ain es mas complicada de realizar debido a que ahora los
coeficientes del método son funciones de un parametro z = Ah € C, donde h es el paso
de integracion. Aqui, presentamos dos procedimientos alternativos que permiten la con-
struccion de métodos EFRKN explicitos de orden alto. La organizacion del trabajo es la
siguiente: La seccion 2 se dedica a presentar los conceptos y resultados bésicos asi como
la notacion que utilizaremos a lo largo del documento. En la seccién 3 presentamos un
procedimiento basado en métodos de composicion que permite construir métodos EFRKN
explicitos de orden alto que son simétricos y simplécticos. En la seccién 4 presentamos
otro procedimiento basado en combinar distintos métodos EFRKN explicitos para con-
struir pares encajados de métodos EFRKN paralelos de orden alto que permiten su imple-
mentacién en codigos a paso variable. En la seccion 5 presentamos algunos experimentos
numeéricos con un sistema diferencial oscilatorio que muestran el comportamiento cuali-

tativo y la eficiencia numérica de los nuevos métodos EFRKN cuando se comparan con
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algunos métodos clasicos de la literatura cientifica. Finalmente, la seccién 6 la dedicamos

a presentar algunas conclusiones.

2 Conceptos y resultados basicos

Consideramos problemas de valor inicial (IVPs) para sistemas diferenciales no stiff de

segundo orden de la forma

y'(t) = f(ty@),  y(te) =vo, ¥ (to) = vb, (2)

suponiendo que f : R x R™ — R™ es suficientemente diferenciable, de manera que para
todo (to,v0,y5) € R x R™ x R™, el IVP (2) tiene solucién unica y(t) = y(t;to, yo, ¥))

definida en algiin entorno de t; con orden de derivacion tan alto como sea necesario.

Un método RKN modificado de s etapas para la resolucién numérica del IVP (2) es

un método de un paso definido por las ecuaciones
Yi = aiyo+vichyy+02Y ay flto+ch,Yy), i
j=1

Y1 = Qsp1Yot+ Vst1 h'y(/) + h'2 Z El f(to + Cihv }/;)7 <3>

i=1

1,...,s,

vio= yo+h > bif(to+ch,Yy),
i=1
donde h es el paso de integracion, Y; = y(to+ ¢;h) son las etapas internas del método e y;
e y| representan aproximaciones a y(to+h) e y'(to + h), respectivamente. Los pardametros
reales ¢; b; y bj, i = 1,...,s, se conocen como los nodos y los pesos del método y los
pardmetros «; y 7; se introducen (ver [12, 13]) para poder determinar métodos EFRKN
explicitos. En el caso de métodos EFRKN los coeficientes ay, v, ¢; b;, b; y a;; dependen
del paso de integracién h. Ademés, cuando oy; =v; = 1,1 =1,...,s+ 1, el algoritmo (3)
se reduce al de un método RKN. El método RKN modificado (3) se puede representar

también mediante la tabla de coeficientes

C1| Oq 7| @1 o Qis
c| « v | A
— Cg g Vs Ag1 -+ Qgg
As11 Vs+1 b” - (4)
b7 Qg1 Vs+1 51 s Es
by b
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Un método RKN modificado tiene orden algebraico p si p es el mayor entero positivo

de manera que el error de truncacion local satisface

LE::<y1>—<y<t0+h))z@(hp“), h — 0, (5)

n y'(to + h)

y este error posee un desarrollo asintético de la forma [41]

to+h

LE = y} —_— yl( 0 ) — p+1<t0) thrl —|— R + dN+1<t0) hNJrl + O (hN+2) 5 (6)
41 Y'(to+h)

siempre que la ecuacién diferencial de (2) sea suficientemente diferenciable. Ademas, el

desarrollo asintético (6) implica que el error global tiene un desarrollo asintético [41]

Mo < y ) B ( o ) = ep(2) W'+ en(@) WY + Ep(x) RN, (T)
Yn
donde x = to +nh, E,(z) estd acotado para ty < & <tepqy 0 < h < hg, ylose;(z), j>p

son soluciones de los IVPs

€;(x) = L(z,y(x)) €;(x) + dja(x), €;(to) =0, (8)

L(z,y()) = ( Jf?@ é) Iyta) = G wote))

Para cada t, fijo, el flujo original del IVP (2) se denotard por 1, de manera que
Un(yo, ¥h) = (y(to + 1), ¥ (to + h))", y el flujo numérico del método RKN modificado (3)
se denotara por ¢, tal que ¢n(vo, ¥5) = (Y1, y{)T El flujo original del IVP (2) satisface
la propiedad

(¥—n o ¥n) (Yo, Y0) = (o, yo)", paratodo yo, yy € R™, (9)

y cuando el flujo numérico ¢, también satisface la condicién (9), al método de un paso se
le llama simétrico. En general, para integraciones sobre intervalos de tiempo largos, los
métodos numéricos simétricos muestran un comportamiento mejor que los no simétricos
cuando se aplican a sistemas diferenciales reversibles, como es el caso de los sistemas
mecanicos conservativos. Este hecho ha sido indicado por Hairer et al. [25] (ver Cap. V'y
XI), y estos autores han probado que para todo sistema diferencial cuya aplicacién flujo
es reversible, el flujo numérico de un método de un paso serd también reversible si y solo
si el método es simétrico. La clave para comprender el significado de esta propiedad es el

concepto de método adjunto.
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Definicién 2.1 El método adjunto ¢; de un método numérico ¢y, es la aplicacion inversa
del método original con paso de integracion opuesto —h, es decir, ¢; = gb:,ll. En otra
palabras, y1 = ¢ (yo) esta definido implicitamente por ¢_p(y1) = yo. Un método para el

cual @5, = ¢p, se llama simétrico.

Una de las propiedades de los métodos simétricos es que su orden algebraico es par

(p = 2q) y el desarrollo asinté6tico del error global (7) contiene solo potencias pares de h:

A, = e24(2) B9+ eag10(2) B9 4 -+ egg o (2) KT 4o (10)
con ey;(tg) =0, j>q.

En el caso de sistemas Hamiltonianos asociados a sistemas diferenciales de segundo
orden (2) el campo vectorial f(¢,q) (cambiando y — q) esta definido mediante una
funcion escalar (funcién potencial) V' =V (t,q) : R x R™ — R, de manera que f(t,q) =
—S V4V (t,q). Aqui S es una matriz m-dimensional regular y simétrica de coeficientes
constantes y V4V (t,q) es el vector columna que contiene las derivadas de V(¢,q) con
respecto a las componentes de q = (qu,...qn)T. Asi, el sistema Hamiltoniano queda

definido mediante una funcion Hamiltoniana separable de la forma

1
H(t,p,q) = §pTSp+V(t,q), (11)

y puede escribirse de forma equivalente a (2) como

d=Sp, p =-V4V(t,a), dlte)=ao=1v, Ple)=po=S"'y.  (12)

Para cada ty fijo la aplicacién flujo ¥y, (po, qo) del sistema Hamiltoniano (12) es una
transformacién simpléctica para todo h en su dominio de definicién (see [25, 26, 27]), es

decir, la matriz Jacobiana de ¥y, (po, qo) satisface
U (Po, qo) I U, (Po, ao)” =J, Vo € R and (po, qo) € R*™, (13)
y preserva la 2-forma diferencial dp A dq =dp; A dgy + -+ -dp,, A dgm:
dp A dq=dpy A dgo, VY (po,qo) € R*", (14)

donde J es la matriz antisimétrica 2m—dimensional

Om Im -1
J= o Jl=-1J.
_Im Om

Una caracteristica deseable en un método numérico ¢, para la resolucién del sistema
Hamiltoniano (12), ademéas de proporcionar una aproximacién precisa del flujo exacto
Yy, para un rango razonable de pasos de integracién h € [0, hg], es preservar propiedades

cualitativas del flujo original v, tales como la simplectitud dada por (13) 6 (14).
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Definicién 2.2 Un método numérico (3) definido por la aplicacion flujo ¢, se llama

simpléctico si para todo sistema Hamiltoniano (12) satisface la condicion

<Z5Ih(P07 QO) J %(po’ CIO>T =J, VipeRand (PO, OIO) € RQma (15)

o la condicidn

dp1 A dq; = dpo A dag, YV (po,qo) € R*™. (16)

Uno de los mas conocidos ejemplos de métodos RKN explicitos y simplécticos son los
métodos de Stormer-Verlet [25, 27] los cuales poseen orden algebraico 2. Las condiciones

para que un método RKN modificado y explicito sea simpléctico han sido obtenidas en

13].

A continuacién introducimos algunos conceptos tipicos en la terminologia de métodos
paralelos. Para un método RKN explicito, se define una unidad de tiempo secuencial como
el tiempo requerido para una evaluacién secuencial de la forma f(t, + ¢;h,Y). En [36],
los autores introducen el concepto de método r-paralelo y ¢-procesador en el contexto de

los métodos RK que se puede extender con facilidad al caso de métodos RKN explicitos.

Definicién 2.3 Un método RKN explicito de s etapas es r-paralelo y q-procesador, si r
Yy q son los enteros mas pequenos para los cuales las s etapas internas del método pueden

evaluarse en r unidades de tiempo secuenciales utilizando q procesadores.

Otra forma equivalente de expresar esta definicién es que se puede realizar una par-
ticién de la matriz A del método RKN (después de una permutacién de las etapas) en r

bloques o superetapas

0
Agl 0

A= | Az Az 0 ; (17)
Arl AT‘2 Ar,r—l 0

donde A;; es una matriz de tamano y; x p1; y las derivadas segundas f(to+cot1h, Yoi1), -,
f(to+ corpsh, Yor,,) de cada bloque se pueden calcular en paralelo sobre p; procesadores
de forma que un paso del método RKN se calcula en r unidades de tiempo secuenciales

(¢ = max{p;, 2 <i<r}).

Una cota sobre el orden algebraico alcanzable por un método RKN explicito r-paralelo

y g-procesador se ha obtenido en [42] y viene recogida en el siguiente resultado:

Teorema 2.4 FEl orden algebraico de un método RKN explicito r-paralelo y q-procesador
cuya matriz A se puede partir como en (17) es como mucho 2r, independientemente del

numero de procesadores q y del numero de etapas s.
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Los métodos RKN explicitos con orden algebraico p = 2r se denominan métodos

P-optimales.

La idea de construir métodos numéricos que integren exactamente un conjunto de
funciones linealmente independientes distintas de los polinomios ha sido propuesto por
diversos autores (ver por ejemplo [9, 17, 18, 19, 22, 24]). Esta idea consiste en determinar
los coeficientes del método de manera que éste integre exactamente, en el intervalo [tg, to+

h], al conjunto de funciones escalares linealmente independientes
F= (), us(t), . u (1)), r<s.

En el caso de métodos RKN modificados (3) que son exactos para las funciones del
espacio lineal generado por F, sus coeficientes quedan determinados por la solucion de

los sistemas lineales siguientes

Wt 4 h) — ()

b’ uj(te +hc) = . , k=1,...,m (18)

_ t+h) — a, t) — hyep u)(t

BT ul(te+ he) — ) O‘“Z’;() e ® g (19)
te+hec)—aug(t) —h(y-c)uy(t

Adl(te+he) = wltethe) O‘“}’;() bom® ., (20)

donde e = (1,...,1)T € R*, v-c = (ycp,...,7¢)7 € R® y para un vector v =

(v1,...,vs)T € R® y una funcién escalar g denotamos por g(v) al vector real s-dimensional
(g(v1), ... g(vs))T.

En particular, cuando r = s los coeficientes b = (b;), b = (b;) y A = (a;;) definidos
por los sistemas lineales (18)—(20) quedan determinados de forma tnica para todo h > 0,

si la matriz
ul(t+cih) - uf(t+ csh)

, (21)
u!(t+ch) - Wl(t+ csh)
es no singular, y estos coeficientes son h-dependientes.

El caso mas habitual consiste en considerar funciones exponenciales y trigonométricas
como conjunto de referencia: F; = (exp(At), exp(—At)) o Fy = (sin(wt), cos(wt)). El
caso trigonométrico F» se obtiene de F; con A = iw. Para el conjunto de funciones de

referencia F; los sistemas lineales (18)—(20) se reducen a

inh h(z) —1
b” cosh(c z) = smz(z)’ b" sinh(c z) = %7 (22)
_ h(z) — _ inh(z) —
BT cosh(c 2) — cos (z/)Z2 Oés+17 B7 sinh(c 2) — sin (z)z2 Z’Ys+1’ (23)
h — inh — :
A Cosh(c Z) _ w’ A sinh(c Z) _ s (C Z) z (7 C)’ (24)

22 22
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donde z = A\h.

Hasta el momento se han construido métodos EFRKN explicitos y simplécticos con
orden algebraico hasta cuatro (ver [13]). En las secciones siguientes presentamos algunos
procedimientos que permiten construir métodos EFRKN simétricos y simplécticos (SSE-
FRKN) y explicitos de orden alto, asi como pares encajados de métodos EFRKN explicitos

también de orden alto.

3 Meétodos SSEFRKN explicitos de orden alto

En esta seccion presentamos un procedimiento basado en métodos de composicion
que permite construir métodos EFRKN explicitos simétricos y simplécticos (métodos
SSEFRKN explicitos) de orden alto. Este procedimiento, como en el caso de métodos
RKN clasicos, se basa en partir de un método basico exponencialmente ajustado y explicito
¢ que sea simétrico y simpléctico, y mediante una composiciéon simétrica de éste método

de referencia construir integradores de orden alto.

3.1 Métodos bdsicos de referencia SSEFRKN

Primero construimos métodos basicos de referencia SSEFRKN que son extensiones de

los métodos cldsicos de Stormer-Verlet [27, 25] representados por las tablas de coeficientes

0 0
1/2 0 1 /2 0
! 1/2 1/2
La versién exponencialmente ajustada del método SV, (EFSV;) viene definida por las
ecuaciones
h h
Yy :a1y0+§’yly6%y(to+§), (26)
- h
y1=yo+hyyy+h*b f(t0+§,Y1)%y(t0+h), (27)
h
Yy =y + hby f(t0+§,Y1) ~ Y (to + h), (28)

o la tabla de coeficientes

1/2 a1 N 0
EFSVl : 1 Y2 Bl (29)
by
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Calculando el adjunto ¢; e imponiendo que ¢ = ¢, (Definition 2.1), las condiciones

para que el método (26)—(28) sea simétrico vienen dadas por

- b
blz 1727
2

71 = Q1 72- (30)
Si el método (26)—(28) se aplica al sistema Hamiltoniano (12), entonces

_ b
dpi A dq, = dpy A dqg + h? <’Y2 by — by — 21 n

) dfi N dpo, (31)

€51

con fi = f(to + h/2,Y7), y el método serd simpléctico (Definition 2.2) si satisface la

by = by (72 - l) . (32)

20[1

condicién

Observar que las condiciones de simetria (30) implican la condicién de simplectitud
(32).

Si ahora imponemos que el método (26)—(28) sea exacto para toda funcién del espacio

lineal Fi, las condiciones (22)—(24) implican que

sinh(z/2) _ 2sinh(2/2) - 2sinh*(z/2) B
z/2 2= cosh(z/2)" ' 22 cosh(z/2)’ br=m,
(33)

y los coeficientes (33) satisfacen las condiciones de simetria (30) y simplectitud (32). En

a; = cosh(z/2), ~m =

consecuencia, el nuevo método EFSV; es simétrico, simpléctico y tiene orden algebraico
2.

La versién exponencialmente ajustada del método SV, (EFSVs) viene definida por las

ecuaciones

Y1 = Yo + hyayy + h* by f(to,y0) = y(to + h), (34)
vy =y +h (b f(to,v0) + b2 f(to+ h,y1)) = y'(to + h), (35)

o la tabla de coeficientes

01 110
111 Y2 Z_)l 0
EFSV, : - (36)
1 Y2 bl 0
br by

Imponiendo que ¢} = ¢y, las condiciones para que el método (34)—(35) sea simétrico
vienen dadas por
Z_)l = b1 Y2, b2 = bl. (37)
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Si el método (34)—(35) se aplica al sistema Hamiltoniano (12), entonces
dp1 A dqy = dpo A dgo +h* (y2b1 — by) dfy A dpo, (38)
con fy = f(to,yo), y el método serd simpléctico si satisface la condicién
by = by Ys. (39)

Observar que las condiciones de simetria (37) implican la condicién de simplectitud

(39).

Si ahora imponemos que el método (34)—(35) sea exacto para toda funcién del espacio

lineal Fi, las condiciones (22)—(24) implican que

sinh(z)
2 (1 + cosh(z))’

sinh(z . cosh(z) —1
Yo = ( ) ) bl == ( 2)
z z

(40)

) b2:1:

y los coeficientes (40) satisfacen las condiciones de simetria (37) y simplectitud (39). En

consecuencia, el nuevo método EFSVy es simétrico, simpléctico y tiene orden algebraico
2.

Notamos que cuando z = 0 los métodos EFSV; y EFSV, se reducen a los métodos
clasicos SV; y SVy. Ademds, en el caso trigonométrico (A = iw) resulta que z = iv con
v = wh, y los coeficientes de los métodos EFSV; y EFSV, se obtienen teniendo en cuenta

las relaciones cosh(iv) = cos(v) y sinh(iv) = isin(v).

3.2 Métodos de composicion exponencialmente ajustados

Dado un método bésico de referencia ¢ y s numeros reales 01, ..., d,, un método de

composicion ®;, viene definido por
Pr = @5,h © Pszn © -+ O P, d =1, (41)
i=1

donde ¢s,, representa al método de referencia con paso de integracion ¢; h. Ademds,
un método RKN modificado ¢ esta ajustado al espacio lineal F, si para toda funcion
u(t) € F

(42)

th(u(to),u'(to)) _ ( U(to +h) ) .

u'(to + h)
Teorema 3.1 Sea ¢, un método de composicion definido por (41)

i) Si el método de referencia ¢y, estd ajustado al espacio lineal F, entonces el método de

composicion P, también estd ajustado a F.
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ii) Si el método de referencia ¢ es simétrico y los coeficientes §; satisfacen 6; = 114,
para todo i (composicion simélrica), entonces el método de composicion @y es

stmétrico.

iii) Si el método de referencia ¢y, es simpléctico, entonces el método de composicion Py,

también es simpléctico.

Dem: i) Si ¢, satisface (42) para toda funcién u(t) € F, entonces se tiene que

u(to + (01 + d2)h)
Wty + (8, + 62)h) )

(¢sin © Doun) (ulto), u'(to)) = ¢s,n(ulto + 02h), u'(tg 4 d2h)) = (

(43)
En consecuencia, para toda funcién u(t) € F
) o ulto+ (O 00h) N ulto+h)
(I)h<u<t0)7u<t0>> o ( u’(t0+ (Zf:l 5@>h> ) o < u/<t0 +h> ) : (44>

ii) @5, es simétrico por ser una composiciéon simétrica de métodos simétricos [25].

iii) @}, es simpléctico por ser una composiciéon de métodos simplécticos (la composicién

de transformaciones simplécticas es una transformacién simpléctica [25]). O

El Teorema 3.1 asegura que si el método EFRKN de referencia es simétrico y simpléctico,
y los coeficientes del método de composicién @, son simétricos (6; = ds41_;, para todo i),
entonces el método @, es un método EFRKN simétrico y simpléctico. En consecuencia,
utilizando los métodos EFSV; y EFSV, como métodos de referencia se pueden construir

métodos de composicion EFRKN simétricos y simplécticos de orden alto.

Las condiciones de orden para métodos de composicion con coeficientes simétricos
pueden encontrarse en [25], asi como los coeficientes d;. Acontinuacién presentamos los

coeficientes para métodos de orden 6 y 8.
e Orden 6 con s =9 etapas

01 = 69 = 0.392161444007314139

0y = dg = 0.332599136789359438

03 = 07 = —0.706246172557639359 (45)
04 = 66 = 0.082213596293550800

05 = 0.798543990934829963
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e Orden 8 con s = 17 etapas

01 = 017 = 0.130202483088890081

d9 = 016 = 0.561162981775108384

03 = 015 = —0.389474962644847286

04 = 614 = 0.158841906555155601

05 = 013 = —0.395903894133237577 (46)
d¢ = 012 = 0.184539640978315707

07 = 611 = 0.258374387686322047

ds = 010 = 0.295011723609310299

d9 = —0.605508533830034512

4 Meétodos paralelos EFRKN explicitos de orden alto

Ahora investigamos la construccién de una familia de métodos paralelos EFRKN
explicitos que consisten de k& métodos EFRKN explicitos de s; etapas (i = 1,...,k) que
se implementan sobre distintos procesadores, y las aproximaciones obtenidas se combinan
para obtener la solucién numérica y; e y; en t; =ty + h. Utilizando la notacién de Iserles

and Norsset [35] se pueden representar en la forma

ol a® 0] A, o | a® A0 | A,
1 ) | 2 k) |+

O‘EJBl ’V§+)1 b1T +ot a§+)1 ’V§+)1 b;{ (47)
b7 b7

donde c;, b;, b, a®, 40 aﬁl, 7&21 y A, son los coeficientes de cada método EFRKN de s;

etapas que proporcionan las aproximaciones ygi) e yi(i) en t; = ty+h, y las aproximaciones

finales se obtienen tomando una combinacién lineal de ellos

k k k
=3 wiy, y=> wy” Y wi=1 (48)
i=1 i=1 i=1

Los métodos (47)—(48) también se pueden representar mediante la tabla de Butcher
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cy a® 7(1) A, 0 . 0
Co a® 7 0 A, - 0
Cr a) (k) 0 0 ... A (49)
ZL Wi 0&1 ZL Wi 7&21 wibl wyb] ... wybf
w1 bl wobl o w bl

4.1 Una familia de pares encajados de métodos EFRKN paralelos

Consideramos un método basico de referencia simétrico y de orden 2 (EFSV; o EFSV))
(s)

que denotaremos por su aplicacion flujo ¢y, y construimos un nuevo método ®;” conectando
s pasos de ¢a; con tamano At = h/s, es decir,
@ﬁf) = Pps O Pnys O -0 Ppys, (s—veces). (50)

’ S .7 . 7 . . . . 7 .
El nuevo método (IDIS) también es simétrico (por ser una composicién simétrica de

métodos simétricos), tiene orden 2 y un desarrollo asintético del error global (10) de la

forma
(s) 1 2 1 4 2m
A :§62(x)h +?e4(x)h +---+82—m62m(:p)h +--- (51)
Dada una secuencia arbitraria si, o, ..., s, de enteros positivos satisfaciendo
0< s <sy<--- < sy, (52)

se puede construir el esquema k-procesador

k k
O = w7, D wi=1 (53)
i=1 1=1

si) ) ge

donde cada uno de los métodos CIDEL puede evaluarse en un procesador diferente (q)gf

determina conectando s; pasos de ¢ con tamano h/s; como in (50)), y cuyo error global

admite un desarrollo asintético de la forma

Z w; A(S' = Z — €2 -+ Z 2m eom () "+ .. (54)
=1

Z

En consecuencia, si los pesos w; se eligen satisfaciendo las condiciones

k

k
Yw=1 Y H=0 j=1..m-1 (55)

=1 i=1 “1
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entonces la expresion del error global (54) se reduce a

k
An(®r) =) i €2 (7) R+ O (¥ (56)
i=1 "1
Teniendo en cuenta que el error local coincide con el error global cometido en el primer
paso (LE(®y) := Ai(®4)) y el desarrollo asintético eg;(to+h) = eg;(to) +h eh;(to) +O (h?)

con eg;(ty) = 0, se tiene que

k
LE(®) =Y ;;’_m e (to) ™Y+ O (R242) | (57)
i=1 "t

y el método @, definido en (53) con los pesos w; satisfaciendo las condiciones (55) tiene

orden algebraico p = 2m.

A continuacién veremos que si el esquema basico de referencia es de tipo EFRKN,

entonces el esquema k-procesador (53) es un método EFRKN.

Teorema 4.1 Si el método de referencia ¢, estd ajustado al espacio lineal F, entonces
el método @y, definido en (53) también estd ajustado a F.

)

Dem: Por el Teorema 3.1 el método de composicién CIDSZ' estd ajustado al espacio lineal

F. Por lo tanto, para toda funcién u(t) € F

oot Fostamn-Ea (74 )- (G
- a (58)
O

Entonces, para los métodos basicos de referencia EFSV; y EFSV,; podemos escribir el

siguiente resultado:

Teorema 4.2 §i el método de referencia ¢, es un método EFRKN simétrico de orden 2
(EFSV, 6 EFSV,), entonces el método EFRKN definido en (53) tiene orden maximal 2k

cuando los pesos estan dados por

1, para k =1,
g2k—2
w; = kz—, para k>2, i=1,...,k, (59)
| N G
i#i
\ =1

y el término principal del error local es

(_1)k+1 / 2k+1 2k+2
o el W 0 (1), (60
1°2 k

LE(®) =
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Dem: El orden maximal 2k se sigue de (55) con m = k y los pesos (59) se obtienen
resolviendo el sistema lineal de tipo Vandermonde resultante. Sustituyendo los pesos (59)

en la expresién del error local (57) se obtiene (60). O

Observaciones.

1. Para k > 4, el teorema 4.2 proporciona un procedimiento para construir una fa-
milia de métodos EFRKN explicitos de orden elevado (p > 8) que requieren s

f-evaluaciones secuenciales por paso.

2. El procedimiento (53) también permite la construccién de otro esquema paralelo

k—1
o= wr Y, (61)
i=1
con los pesos definidos por
G2k—4
wp =, i=1.... k-1 (62)
[IGF -5
i
Jj=1

y orden algebraico 2k — 2. Por lo tanto, existe una familia de pares encajados de
orden 2k(2k — 2) que permite la implementacién de los métodos paralelos EFRKN

en cédigos a paso variable sin coste adicional.

Entonces, considerando los métodos basicos de referencia EFSV; y EFSV, y seleccio-

nando una secuencia (52) podemos calcular en paralelo sobre k procesadores

q)](ji)(yoa yé) = (y§81)7 yg(Si))Ta L= 1’ T k’

(cada método q),(fi) se evalua en un procesador) y después evaluar

(1, 97)" Z wi O3 (v, 1)

-
Est(h Z — W) B (yo, yo) + wr S (o, )

=1

donde Est(h) representa una estimacion del error local basada en el par encajado 2k(2k —
2). En la Tabla I mostramos los pesos w; y w} para el caso de la secuencia s; = i,
i=1,...,k con k=4,56,y los métodos se denotaran por EFRKNp (s1, ..., s;) donde

p indica el orden.

TABLA I: Pesos w; y w! para los pares encajados p (p — 2) con p = 8,10, 12
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EFRKNS(1,2,3,4) || EFRKN10(1,2,3,4,5) | EFRKN12(1,2,3,4,5,6)
w; w; w; w; w; w;
1 1 1 1 1 1

360 24 | 8640 360 || 302400 8640
16 16 64 16 8 64
45 15| 945 45 945 945
729 81 6561 729 2187 6561
280 40 4480 280 4480 4480
1024 16384 1024 65536 16384
315 2835 315 14175 | 2835
390625 9765625 390625
72576 798336 72576

17496

1925

5 Experimentos numéricos

En esta seccion presentamos algunos experimentos numéricos con un sistema diferen-
cial oscilatorio para mostrar el comportamiento cualitativo y la eficiencia numérica de
los nuevos métodos EFRKN construidos en las secciones 3 y 4 cuando se comparan con
algunos métodos clasicos de la literatura cientifica. El criterio utilizado en las compara-
ciones numéricas se basa en calcular el maximo del error global en la solucién (MGE =
logio(max ||y(t,) — ynl|)) o en el Hamiltoniano (MGEH = logyo(max |H(0) — H,|)), y los

calculos se realizan en aritmética de doble precisién (16 digitos).

El sistema diferencial oscilatorio considerado es el problema gravitacional de los dos

cuerpos (problema plano de Kepler) definido mediante el Hamiltoniano

(2 +p2) — (2 +a3) "

)

N | —

H(p,q) =

con las condiciones iniciales ¢;(0) = 1—e, ¢2(0) = 0, p1(0) =0, p2(0) = (1 +¢€)/(1 — e))"/?,
donde e (0 < e < 1) representa la excentricidad de la érbita eliptica. La solucién exacta

de este PVI es una 6rbita eliptica 2m-periddica con semieje mayor 1 dada por

q2(t) = V1 — e? sin(u(t)),

(1) = cos(u(t)) —e,

donde u(t) es la solucién de la ecuacién de Kepler: ¢t = u(t) — e sin(u(t)). La integracion
se realiza en el intervalo [0, 20] con los valores de los pardmetros e = 0.001, A = iw con

w= (¢ + qg)f‘?'/2 como en [3].
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5.1 Comparaciones a paso fijo

Los nuevos métodos de composicion EF de la secciéon 3 se han comparado con los
métodos de composicién simétricos de coeficientes constantes y érdenes 6 y 8 (SIM6
y SIMS8) dados en [25]. La Figura 1 muestra el maximo del error global en la solucién
(MGE) con respecto al niimero de f-evaluaciones secuenciales requeridas por cada método

para los pasos h = 0.8/27, j > 0.

—3 - o SIM6
o SIMS8
—5 *  EFSIM6
< EFSIMS
_7
MGE
—9 4
—11 -
—13 | | | | |
0 3000 6000 9000 12000 15000

Sequential f-evaluations
Figura 1: Curvas de eficiencia (a paso fijo).

La Figura 2 muestra el méximo del error global en el Hamiltoniano (MGEH) como una

funcién del tiempo en los instantes finales t.,q = 107, j = 1,....5, con paso de integracién
h =10.8.
—5— o SIM6
o o ° o © SIMS
-7 *  EFSIM6
<  EFSIMS8
MGEH -9+
—11+ < 4 < < <
—13 T T T T T |
0 1 2 3 4 5 6
lOglo (t)

Figura 2: Error en el Hamiltoniano como una funcién del tiempo (h = 0.8).

De los resultados numéricos obtenidos (Figuras 1 y 2) se observa que los métodos

de composicién simétricos EF (EFSIM6 y EFSIMS8) muestran un comportamiento més
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eficiente que sus homdlogos de coeficientes constantes (SIM6 y SIM8). Ademés, aunque los
métodos simétricos y simplécticos no preservan el Hamiltoniano, la Figura 2 muestra que
el error en la energia permanece practicamente constante para el sistema Hamiltoniano

oscilatorio considerado.

5.2 Comparaciones a paso variable

Los nuevos métodos paralelos EFRKN de la seccién 4 se han comparado con el par
encajado cldsico RKN8(6) obtenido en [39]. En la Figura 3 se muestran las curvas de
eficiencia de los métodos (méaximo del error global en la soluciéon (MGE) versus el coste
computacional medido por el nimero de f-evaluaciones secuenciales requeridas por cada

método) para tolerancias del error local de la forma Tol = 1077, j > 3.

_o_ o DP§(6)
EFRKNS(1,2,3,4)
EFRKN10(1,2,3,4,5)
EFRKN12(1,2,3,4,5,6)

A O

MGE

—12

T T T T | T |
0 100 200 300 400 500 600 700

Sequential f-evaluations

Figura 3: Curvas de eficiencia (a paso variable).

En el caso de codigos a paso variable, la Figura 3 muestra claramente que los esquemas

paralelos de orden alto ajustados exponencialmente son més eficientes que el codigo clasico

RKNS(6).

6 Conclusiones

En este trabajo se presentan dos procedimientos para construir métodos RKN explicitos
ajustados exponencialmente de orden alto. El primer procedimiento se basa en la com-
posicién simétrica de métodos simétricos partiendo de un método basico de referencia
que es ajustado exponencialmente, ademaés de simétrico y simpléctico. El segundo pro-
cedimiento se basa en una combinacién convexa de & métodos EFRKN explicitos de s;

etapas los cuales se construyen conectando s; pasos de un método de referencia EFRKN
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explicito y simétrico con longitud At = h/s;. Considerando como métodos de referencia
una version ajustada exponencialmente de los métodos de Stormer-Verlet, se construye
una familia de esquemas paralelos EFRKN explicitos en el formato de pares encajados
con 6rdenes 2k(2k — 2). Ambos procedimientos se muestran como alternativas de con-
fianza frente a los codigos RKN clasicos para integrar sistemas diferenciales oscilatorios
de segundo orden. Los experimentos numéricos realizados con un sistema Hamiltoniano
oscilatorio muestran que los nuevos métodos EFRKN mejoran la eficiencia computacional

obtenida con otros integradores RKN clasicos de la literatura cientifica.
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